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一 、 数 域 

1. ТАНКЫ? 

E 设 忆 是 由 一 些 复数 组 成 的 集合 ,其 中 包括 0.1. HE p 
中 任意 两 个 数 的 和 、 差 、 积 、 商 (除数 不 为 零 ) 均 是 中 的 数 , 则 称 
Р 为 -一 个 数 域 . 

Ж 己 的 任意 两 数 的 和 ( 差 . 积 \ 商 ) 懈 于 PR P АЖ ПОЛ 
法 (减法 .乘法 .除法 ) 运 算 封 闭 . 

2. 任何 数 域 都 包含 有 理 数 域 Q. 

3. 设 尸 是 至 少 含有 两 个 数 的 数 集 , 且 P 对 加 法 与 乘法 运算 
封闭 ,如 果 卫 HERY a 的 一 “ 属于 PP, 且 任意 非 零 数 4 的 a ! 属 
于 Р.Р. 

证 Уа, ЄР, Н Т-РЄР, ИҢ a— =a (—b)€ P. Ñ 
当 2550 时 ,由 于 a Єр, үй P REZAR A H= ba E P. 
即 已 对 减法 及 除法 运算 也 封闭 ,从 而 P 作成 数 域 ， 

4. 设 书 是 至 少 含有 两 个 数 的 数 集 ,如 果 PP 中 任意 两 个 数 的 
差 及 商 ( 除 数 不 为 零 ) 属 于 已, 则 己 必 为 数 域 . 

证 由 题 设 P 中 至 少 含有 -个 非 零 数 a. 因为 P 对 减法 和 除 
法 运算 封闭 ,所 以 

0=а-аЄрР, 1= 26Р. 
У cdEP, 则 一 4 二 0 一 4EP, 所 以 A 
V cdEP, 当 dm0 时 ,cd 二 0€P; 当 ad 关 0 时 ,cd=c/ 证 ЄР. 


故 P IIMA ЖЕНЕ И ЕЗ ИНК. БИП P ht. 


2 ж сз ЛАША. 


5. И РУФ. 

1) P.=!a+b 7 З |а,БС Q. — 1), 
2) Р,=\а+Ы\аєо,ьє R, R EEM): 
3) P=! этпе Z,Z 是 整数 集 ); 


4) 已 二 ta-b 和 pla,bEQ.p EREDO: 
5) Ру={а\ 5 la€E Q); 
6) Р„={а-ЕЬ\/ 2 la,b€ Q;. 
Ж 1) P 是 数 域 . 易 见 DE PI,1E PI, {Е ab 3:, 
с+а\/ 3: € Ру, 
(a+b V 30) (ctd V 3iy=(a—c)-+ (b. -dV 3 € P.. 
再 设 a Б З 130, MJ 
сам 3ї асі 3bd ad—be, 
ab 3i 9136 АЗЫ V 
BD P, 对 减法 .除法 运算 是 封闭 的 .所 以 由 第 4 ЖП Р, 作成 数 域 . 
2) Р, 不 作成 数 域 .这 是 因为 例如 i,% 2: € PaE 21 
=V 2 ЄР,,В P, 对 乘法 运算 不 封 奢 . 
D Р, RERI. ф@&5.4-ЄР,,{Н--/-у = T€ Ps, BI Р, 


2 
对 除法 运算 不 封闭 . 
4) Р, 是 数 域 . 易 由 0;1EP V а+Ф р .c+d V P € Р, 


3iEP,. 


ml 
(a+b р) (стау р) = (ас) Hd) V b EP,. 
Hi +a Vp #0 Wed p 0, 于 是 
| а+ь М р\ ас fbd к= =) еч 
сфар Р У ёр, 
故 由 第 4 条 知 Р, 是 数 域 ， 


с=т 数 域 .. 3 


D) Ps 不 作成 数 域 . 这 是 因为 P; 对 乘法 运算 不 封闭 . 例如 ， 
М5 EP, {aV 5 V 5 =5€ Py 

6) P, 不 作成 数 域 , Р, 对 乘法 运算 不 封闭 . 例如 ， ima puda 
Y2Y 2 =V 4 ЄР,. 

Ж 由 于 素数 p 有 无 穷 多 个 ,因此 由 4) 知 数 域 也 有 无 穷 多 
个 . 由 此 还 可 看 出 ,有理数 域 Q 与 实数 域 R 之 间 有 无 穷 多 个 互 不 
相同 的 数 域 . 

6 设 m 是 给 定 的 正 有 理 数 , 令 

={r +y т|х,уЄ©), 
Д1) P 是 数 域 ， 
2) P=Q 的 充 要 条 件 是 m 为 一 个 有 理 数 的 完全 平方 . 

证 1) 仿 第 $5 条 中 4? 可 证 . 

2) 若 PQ@, 令 z=0,y 二 1;, 则 m= 二 0 十 lm EQ, Шу 
,anbeQ 只 而 mw 人 全 


反之 , 车 mm 是 一 个 有 理 数 的 完全 平方 , 则 m € Q. 从 而 P 


7. i P=la+b A ; 则 了 是 一 个 
数 域 ， | 


3+\ 5 ges 5)°__ 


IERE lake т =at БУ 5. =G HEES. 


i 
5 ае 5-4, 则 cdaeeQ. 反之 ， 车 c,d€Q， 则 apeQ- 
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P=la+bVmlab€Q =1с+4\/5 |с,4Є ©}. Р EPOR. 
8. + POV 2)=!la+b V 2 +c 4 |а, b, СЄ 0), B 
РО? ) 是 -- 个 数 域 . 
证 PCW 2 ) 对 加、 减 、 乘 法 运算 封闭 是 显然 的 . 下面 证 明 
PC 2) 对 除法 运算 也 封闭 . | 
И y= a +b V 2 +¿ А 20. IJ 
a=b 2 +c V 4 š. 
ША 7° — Зау? + (За? — bbc) Y— Са?-+Е25%9-„4с*-— 6abc)=0. (1) 
于 是 一 定 有 at HH бабсз50С Ш.Ш a+ 2e + 4с — 6abe 
一 0 K y=0 得 
— Заў + За? — 65c == 0. (2) 
将 ,六 代入 二 式 , 并 整理 得 
(а®—2Ёс)-+Е (2с — ab) V 2 + bac 4 =0. (3) 
所 以 a? 2be= 2с —- афх= Б — ас= 0. 由 此 可 得 a,b,c 均 不 
Y0, H at= 20,479 =, Д1). ИҢ (ЖР О Уа 
十 4 一 6apc) HEH), (DARE 
1 ба 260) + с алУ 2 4-6 -асу а 


У аз 264-4 — Gabe 
л... р 7 
所 以 六 EP(WY 2 ). 于 是 ,y 77,020 € PVT), fp =, 2. 


Є PV 2 y, HI PV 2 ) 对 除法 运算 封闭 . 

9. Р={а+&\/' т-+с\ n dd Vmnala,b,c d€ Q.m.n 是 
ШЕ -- 个 数 域 . 

证 ү, алкан ЕНИ apus 
B 6 ЖЯ Р {ЕЮ ЖОЙ. F BU EV m y п ЖЕР AR R НИН) ЭЁ 
数 而 证 明 P 是 数 域 . 易 知 P SM. ҖЕПШЕК НИШ. _ 


— Ж 5 


В y= a+ b Vm +c Vn + d Vmn € Р, B 7 +0, 5 
y=(a+bV/m)— (c+d Vm)V n € P, B уос, H Y= 0. 
得 ab V m= (са Vm) n. 车 ce 十 d ут 0, 

| a+b Vm | 

| y n = a> =z+y V m, 

Др rmi 0—40 XS. P Bima +b Vm (a,bEQ) 的 


руу ;不 可 . 因此 cd Vm =0. 从 而 a+ ут =0. 由 
于 Vm 是 无 理 数 , 故 a 二 b= 二 c= 二 d= 二 0. 这 与 y=0 FA). + R. 

77=(atb Wy жт )%—п(с+4 Vm X1=x+y V m=0, (1) 
Hp r=atthm— пс — тпа? , y =2ab—2cdn. -由 (1) 式 得 

ҮЎ(х—у\' m)=r my E0. 

所 以 = EVD P. 由 此 易 知 P ПЕНЕН Н 
H. 故 己 是 数 域 . 

10. Р,={а+Ь\/ Z |а,5Є©},Р,= ilaty 3 la,bC Q). ©, 
A P, 和 PP, 的 最 小 数 域 为 何 ? 

答 包含 Р, 5 P, 的 最 小 数 域 为 

=(a+bV 2 十 cW 3-+4\/ 6 la,b,c d EQ). 
事实 上 ,首先 由 第 9 条 知 灭 是 数 域 , 且 Р,СК.Р,СК. 其 次 , 设 P 
为 包含 P, 和 P; 的 任意 一 个 数 域 , 则 由 2 € P,,V 3 € P, #1 
VT, TEP. fH P Ей, у .V3 一 VEEP. АШ 
Yabe d8e QA 
С atsV i+ V3 +a V 6 € P. 

即 КСР. 此 即 表 明 帮 为 包含 Р, 及 P, 的 最 小 数 域 . 

11. 设 P É P, 是 两 个 数 域 , 则 

1) Р.ПР, 是 数 域 ; 
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2) Р, UP. 是 数 域 的 充 要 条 件 是 P, =P, 或 PP Ё 

证 1) 因为 90,1€Pi 及 Pz; 所 以 0,16 P, ПР. 

ү а,ФЄ P NP: Ml a,b€ Р, Н 2,5ЄР,. HT Р, É P, EJ E 
数 域 ,因此 a 一 65E P, Ж Pa 所 以 a 一 8EP 门 Po. 4 550 时 ,那么 


SEP EEP BAS € P. QP,. 故 由 第 4 条 知 P P. 是 数 域 ， 


2) 必要 性 . Ж PEP: WA a € P, fB a € P,. V хЄР,.Йх 
€ P. UP, 由 于 P Ú P, 是 数 域 , 故 a+ xr=b€ P, U P.,. 于 是 2 必 
属于 Р, 与 P, 中 的 一 个 . 但 РЕР, СШ ‚а=$—хЄР, ,这 与 a € P, 
FE) Jm 2РЄР,. 于 是 x=6 一 aE Pi, 即 Р,СР,. 

充分 性 是 显然 的 . 

12. ”实数 域 R 与 复数 域 C 之 间 不 存在 其 它 的 数 域 . 

证 设 P 是 C 中 任意 一 个 包含 尺 且 不 同 于 RR 的 数 域 , 则 PP 
至 少 含 一 个 复数 ajbi 50). 于 是 由 P ЖЇЗ 


соба A 
Е 6 


X RCP, 所 以 对 任意 的 实数 c,d 都 有 c+ = ЄР, Р 含 全 体 复 
数 ,所 以 Р=С. 


ЄР. 


二 、 映射 

13. 什么 叫做 映射 ? 

答 设 4.B8 是 两 个 非 空 集合 , 若 对 于 4 的 每 一 个 元 素 a, 法 
则 ?都 能 规定 召 的 一 个 确定 的 元 素 上 与 < 相应 , 则 称 р АЖ В 
的 一 个 映射 ， 记 为 e: А-В, Ьа 在 94 的 作用 下 的 象 , 记 为 
6 二 pla) sa 称 为 上 在 2 的 作用 下 的 一 个 原 象 . 

14. 什么 叫 单 射 ? 什么 叫 满 射 ? 什么 叫 双 射 ? 什么 叫 变 换 ? 

L 设 p 是 集合 4 到 集合 BB 的 一 个 映射 车 对 于 4 中 和 任意 元 
索 a.b, 当 a 关 b 时 ,有 qla) 关 4X5), 则 称 8 是 .4 到 B 的 一 个 单 射 ， 
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车 如 中 每 个 元 素 在 的 作用 下 都 有 原 象 , 则 称 是 4 到 BB 的 一 个 
满 射 ; 若 p 既 是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 o А 到 B' 的 一 个 双 射 . 

集合 4 到 自身 的 映射 称 为 4 的 变换 

15. 下 列 法 则 是 否 为 有 理 数 集 Q 到 整数 集 7 的 映射 7 如 果 
是 ,它们 是 否 为 单 射 或 满 射 ? 

Юд ать, ДФ a,bE Z; 

D ФЗ atb, Н а,5Є7, 

D ФРЕНЕ 2 一 wa 二 5, 其 中 ,6EZ,6>03 

D а МНС. -一 -ab, 其 中 6E Z. | 


€ 1) 9w £ Q B 7 的 映射 ,因为 相等 的 有 理 数 十 一 二 在 
a 的 作用 下 对 应 不 同 的 数 3 与 6. 

2) p ЖЖ QE Z 的 映射 ,因为 二 和 -于 是 相等 的 既 约 分 数 ， 
但 它们 在 p 的 作用 下 分 别 对 应 一 1 和 1. 

3) p È QR Z 的 映射 ,因为 每 个 有 理 数 写成 分 母 为 正 的 既 


约 分 数 时 是 唯一 的 . p 是 满 射 ,因为 Y aC Z Ж p ETDn p + 
是 单 射 . 因为 二 与 立 的 象 都 是 8. 
D p Ë QR Z 的 映射 . 因为 既 约 分 数 之 若 为 正 , 则 < 与 5 同 
号 ,ab 为 正 是 唯一 确定 的 ;车 二 为 负 , 则 а 与 6 异 号 ,ab 为 负 也 是 
唯一 确定 的 ; 若 之 一 0, 则 ab 一 0 也 唯一 ;所 以 负 是 忆 到 之 的 映射 
V nEZ, 因 为 ФС) =n AW д 是 满 射 . q 不 是 单 射 ,因为 比 


3 „6,3, 6、 
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16. ”什么 叫做 和 恒 等 映射 ?什么 叫做 映射 相等 ? 

Ж i 4 为 非 空 集合 ,映射 + 一 z+,Y СА, 0 А ВНЗ 
映射 , 记 为 I， 

Ë Л.А 一 >B 和 g8:A 一 一 B, 如 果 满 足 

f(z)=g(z),V z€ A 

ДИЕВ ЗЕТ z. 记 为 f= z. 

17. A=RtGE3E3 E), B=R( HE) БН АЖ B É 
一 个 单 射 ， 

Жі 5002) =јаг,У rE€4, 则 pg 是 4 到 8B 的 一 个 单 射 . 事 
ZERRE ARBHAR, Н 4 mAr 时 ,lnzxy 关 lnz， 
ож. 

#2 5 фіг) =т,утЄєА, Дов А Ж] B 的 单 射 . 

Ж #1 LS Hi Y AF ВВМ. 

© 4 AGRI, 5 ф(т)=хх,/ r€ A;, 则 gg 称 为 4 到 B ЮВ 
МЯ. 由 此 知 解 2 中 的 ”是 嵌入 映射 . 

18. ЖЕЙК [8](0,1]5[а,2) (ae<<o) 之 间 建 立 一 个 双 射 ， 

WW 5925) = (ь-а)х+а,Ү хЄ[0,11. 易于 验证 8g 是 [0,1] 
到 [a,6] 的 一 个 双 射 . | 

19. 什么 叫 映 射 的 积 〈 或 合成 )? 

答 ” 设 映射 p; 4 一 >B ЖАЙ g: B С, WJ А Ж| C 的 映射 
түх-—эф(р(\х)),у z€ A 称 为 8 与 风 之 积 (或 合成 ), 记 为 += 
pp 

20. i f 3: AF] BATRI Ia l rE AR B 6548 
等 映射 Д) 

| laf = fla = f. 

证 只 证 laf = 

V <€ A, (Iaf)(z)=I]s(f(z))= f(z), NH 1 f = 7. 

21. Ü A= B=Z. 


теу. 


2 В Е 9 


ф.А——=В, g@(n)=n—1l,V n€ À 

Ж— BA 4 ВВ e. Bi B Lpg 其 中 la 分 别 为 
А,В KERI. 

# AA A=B=Z, Ы L= JHH L G)=nxn,V z€ Z. 

S gz:B—. A,g(n)=n+1. 
显然 g 是 已 到 4 的 -- 个 映射 . 其 次 ， 

(ge@)(n)=g(@(n))=g(n—1)= (n—1)+]1=x=UI (n), 
ВЕД gp= L 同 理 可 得 фа Ів. É g 即 为 所 求 ， 

22. 设 映射 rc:4 一 一 有 Ж т: В —С. 

1) #r o 和 7+ 均 为 单 射 , 则 re 是 单 射 ; 

2) Æ c 和 7 均 为 满 射 , 则 ro 为 满 射 ; 

D 若 = 和 z 均 为 双 射 , 则 re 为 双 射 ; 

4) F rc 为 单 射 , 则 о; 

5) Æ ro 为 满 射 , 则 т 为 满 射 . 

证 D Yz'yE4, 苦 因为 r,c 都 是 单 射 , 于 是 rc(z) 一 ra(y) 
那么 аСт) =0(у), № х= у. | 

2) Y zeC, 因 为 = 是 满 射 ,存在 各 召 ,使 得 r(Cy) 一 >z， 另 外 5 
是 满 射 , 也 存在 z€ A. K о(х) = у, АТ тт(л}==х. z 

3) 由 1). 2 EPHE 

4) V х.уЄ А, H т(х)=аб(у) Z го(ж) =тго(у № z = y. 

5) V ЄС, то 为 满 射 ,3 z€ A,#8 ro(z)=:. 

а(х) = у, yE В, т(у) =z. т 为 满 射 ， 

23. Я o: A-—B, И] 

Do 为 单 射 人 全 存在 映射 r: В 一 ~4, 使 得 луд 

2) с ЯТ FERS д: В —— AW og= ls 

D о 为 双 射 二 > 存在 映射 rc:B 一 A, 使 得 

ro=~l, H or=1p.. 


Ш 1) 充分 性 ”由 于 re 二 14, 而 14 为 单 射 ,zo 为 单 射 ,由 第 
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22 ЖАП о 为 单 射 ， 

必要 性 由 于 是 单身 y ИЕТ ЕНЕ ®ЄА,{@ 
а(тх)=у. 再 固定 取 a € 4, 现 定义 映射 r:B —»А,Ш КЕ: 

бе а. 4АфЄс(А) Н (а) =; 

Ü а, 4 5ЄВ-0(А). 
易 证 то=1,. 

2) 充分 性 iZ og 一 1s; 由 于 Is 是 满 射 ,og 是 满 射 , 故 so Pt WS 
射 ， 

必要 性 ”由 于 ao 是 满 射 , 任 取 y€B,o-'i(y) 是 非 空 集 , 取 x,E 
ODSA 9 о(х,) =y. 现 定义 映射 &:B 一 一 4 WF: 

&(у)=х,,.Ұ уЄ В. 

易 证 ад=1». 

3) 充分 性 ”由 ro= 和 cr=Ia, 可 证 v 为 单 射 ， 又 为 满 射 ,从 
而 o 为 双 射 . 

必要 性 ”由 1)、2) 知 存在 映射 r: B—A Mg: 召 一 一 4, 使 得 

rc 一 Ia Н ой=1з- 下 证 t=g. 

r=r|s=r(gg)= (zo)g—I,g= z. 

Ж Q@ 满足 re=L В, rA обо ЖОЙ, НЕ ВИ. 存 
EEN 是 单 射 . 

类 似 地 ,og 二 1s, 称 g 为 的 一 个 右 逆 , 则 a 存在 右 逆 =>o 是 
Я. 

并 且 由 3) 知 ,车 5o 既 存在 左 逆 ,又 存在 右 逆 时 , 则 其 左 递 与 右 
道 一 定 相 等 ,而 且 唯 一 . 

© 在 一 般 情况 下 ,- -个 单 射 的 左 北 并 不 是 唯一 的 . 比如 A= 
(1.2),B= (a,b,c), 
令 s;l—a,2 —b, WS 

Tia —l,b——2, c — l; 


7..1 —] ó ——Z, c —— 2. 5 2 i 7 


л ~ 
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都 有 о отгт=т,т=1,„,{Н rnr. 
类 似 地 ,一 个 满 射 的 右 逆 一 般 也 不 是 唯一 的 . 
24. ЖАЪЫ Я? 什么 叫 道 映射 ? 

Ж. 设 映 射 vc:4 В.Е г. В А, 848 то= 
Іл›ог=1һ 同时 成 立 , 则 称 c ГЕН. 并 称 .r 为 c 的 道上 映射 ,- 
记 为 aor. 

由 于 е 与 r 的 地 位 是 对 称 的 . Kf > tE PT D Rf, Н. 也 是 
r ИВ M. AEA (а!) =o. 

Ж 由 第 23 条 知 ,o 是 可 逆 映 射 <>o 是 双 射 

25. 设 映射 o: А——=8 为 双 射 , 则 р ! 也 是 双 射 . 

证 因为 gp [slp 'g 一 4; 由 第 23 条 知 9 :为 双 射 

26. 设 集 合 А= (a, ‚ау, '**эа„} :B= (b, rb; "+6, ). яж 
o; A —B. . 

D # а 为 单 射 , 则 mEn; 

D Жо 为 满 射 , 则 之 m; 

3) Ë о 为 双 射 , 则 二 m. 

证 1) 因为 ola ЄВ (=1,2,…,n), 且 两 两 不 同 , 所 以 В 
WERTE mn. 

2) 由 于 每 个 a;; 只 有 一 个 象 , 当 n<m 时 ,o Ж Ж.Р 
И nm. | 

3) H 1).2) Е. 

27. Ù A= lasa a), B= {ббс ,б„}, B BE 8 
s: 4 一 >B, 则 下 面 三 条 彼此 等 价 ， | 

D a 是 单 射 ， 

2) о 是 满 射 ;. 

3) о ERY. 

证 3) 过 1) 是 显然 的 . | | 

D2). 若是 单 射 , 由 于 ola) c (a,)€ B, R F RM 
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BRE x TER, о. 

最 后 证 明 2)=>3). 

”若是 满 射 , 卫 不 是 单 射 , 则 至 少 存在 两 个 元 ,不 妨 设 为 
ai 关 az* 使 得 ala) =e(a,y € В. ЖАЗ Т n—2 个 元 案 为 4, °... 
а, 它们 的 象 最 多 只 为 互 的 一 2 个 元 . 这 与 о 为 满 射 的 假设 矛 
盾 , 故 ve 为 单 射 . 从 而 а 为 双 射 ， 

注 这 一 结论 只 对 具有 元 素 个 数 相 等 ( 即 等 势 ) 的 有 限 集 成 
立 , 但 对 等 势 的 无 限 集 结论 不 一 定 成 立 , ШН RK[z] 为 一 切实 系 
数 多 项 式 的 全 体 . Sh с: PA U ы A RJ о 
是 满 射 ,但 它 不 是 单 射 ,当然 就 不 是 双 射 . 

28. 18 A=(a,, a, B= {brst b, Y А Я) B у Sp] Bh 
射 的 总 数 为 m". 

证 i c(a = x, EB, n 可 以 为 六 ,加 中 的 任意 一 个 元 
素 , 即 共有 m 种 不 同 选 法 , 类 似 地 cCa,) = r КЧ x, 也 有 加 种 不 
同 选 法 . 以 此 类 推 , 共 有 m" 种 不 同 选 法 . 从 而 有 m° 个 不 同 的 映 
射 . 

29. An TERRE m TERE (zw 之 xn) 的 不 同 单 射 总 数 

证 设 4=(a…a),B 一 人 56, 把 号 的 元 素 看 成 房 
E ,每 一 个 单 射 ,相当 于 每 个 a; 各 住 B 的 一 个 房间 ,其 不 同 住 法 共 
有 


为 


m) 
(m —ny!` 


30. An TERRI m тэ ЖЖ (л >т) НЧ X IB] И] ag 
证 igk) H n 元 集 到 上 元 集 满 射 个 数 ,第 28 条 已 证 x 
元 集 到 & 元 集 总 映射 个 数 为 如 , 但 它 可 分 为 到 1 元 子 集 的 满 射 ， 


Cal = 
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到 2 元 子 集 的 满 射 ,…' ,到 元 子 集 的 满 射 . 从 而 有 
. А r 
к= 2С, — k=1,2,-- m. 
将 它们 写 出 来 就 是 
т"<=С}е(п,1)-Ез-ЕСШе(тт), е 
(т 1)" С ngn, D+ Сід 0(п,т—1), 


элыз . .. *.... (1) 
2'=C)gGn,1) Са (п,2), 
1"=Clg(n,1). 

由 (1) 式 可 得 


т" СС (оп Т) С)" Ст m2)" 
Ф С) Сі" | 
= [Су 0-1)" POC 二 1)" nC 二: 
HE DCC gai DHe 
+С СС Cn]gnm—1l)+gen,m). (2) 
由 组 合 公式 知 g (n, iB ЖРТ Оа =1,2,--,т—1). 所 以 由 
g(n,m) 一 之 — 1) Cas. 
з. An TERES ”个 元 素 集 的 不 同 单 射 个 数 为 mi 
证 由 第 29 条 并 注意 01 =1 可 证 . 
32. 什么 叫 映射 的 象 集 ? 什么 叫 映 射 的 原 象 集 ? 
E БВ с.л В, XTA, I * 
a(X)= (c(a)|a€ X.C B, 
并 称 Í (X)29 X # c FHR. 4 XIZ, o (X)— EER. 
对 YCB, 记 
| 01У) = {bibE A,oc(b)€ Y CA, 
当 了 了 非 空 时 ,可 能 c-:(Y) 是 空 集 ,这 时 对 Y БСА, ДА o (b) EY. 
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33. Њо. А —B,BE Z, 

1) 4 А,СА,СА Fola D Ea lA); 

2) 4 AA: 都 是 ARITE о(А, UAD 0А) Ua(A,); 

3) 当 А,, А, 都 是 AMTER oA ПА, СА) la (A;). 

证 1) У y€Co(A D, AFE aE А, «(а)=у. Wat, 
уЄө(А,),  о(А,)С=а(А,). 

2) V yEo(A1U 4,), 故 存在 a€ AUA, Ж о(а)=у. 无 论 
аЄ А, Wat A #9 y€ o( A.) ШосА,). 

F Z,V z€ ce (ADU o (A,), PRR z€ c(A,) , АЖЕ 
ає А, Ж s(a)=zx. 因为 a€ A, U A,,# =Є0(А, UA). 

所 以 aCA, UA) =аА,) Us (A,). 

3) 类 似 于 2) 可 证 . 

注 一 般 地 ,oCAl 门 A;) 关 oC(A1) Noel). 比如 , 设 4==11,2， 
3)},В= {zx,y) ,规定 o(1) 一 a(2)= 二 xz,o0(3)= 二 y. 再 令 A,=11,3), 
A,= (2,3) ,那么 

0А.) = В,с(А,) = В,оСА,) 0(А,) = В. 
但 А, ПА; = (3),0СА, NAD = (у) 30А) ПосСА,). 

34. БЮ { о: A 一 > 上 ,那么 

1) 4 B,CB,C BW, 1(B,)Co 16(B,); 

2) Ч В,,В: 都 是 B 的 子 集 时 ， 

s 1(B,UB.)=a (В, Јо !1(B,); 
a ‘В, N B:)=0'(B) Ne't (B). 

Ж 1) Ya€o™(B,), W] ela) Є BIEB, 1 або !(В,), 
HBI z 1(B,y= s 1(RB,). 

2) 两 个 式 子 的 证 明 是 类 似 的 ,以 第 一 个 式 子 为 例 来 证 明 . 

V a€ = (B, UB,)<€=>s(a)€ B, U В,<>20(а) € B, 8 ala) 
€ Bie—ça€ e (B) R аЄо 1(B,)j—a€o B) Uo 1(B.). 

35. BY s; A——B,A,CA,.,B,C B, 


二 ”二 元 运算 


则 аС!{в‹А, )) 2А, oo (В)ЛСВ,. 
证 Уаєл, 2 о(а)Єе(А,)АШ кс: 


BHIS А,ССе-1СеСА,)]. 


Y 


bE сөе CB) З або !(В,),. "A =g (a) Є B, ,此 即 
“1(B,))=B8B.. 
Ж O 上 面 两 式 一 般 不 等 ,比如 ， йс; 2}, B= {a,b}. 


alo 
规定 001) =0(2) =а, &% A = {1}, й] 
70(А,)) =0— (а) = А5 А, 


令 B,= В, 8] 
Со (В))=0(А) = í 5 В 


@ жон, nir 
alo CAD ISA, s0 '(G(B,)3 В, 


36. 什么 叫做 卡 氏 积 ? 
* i A,B 是 两 个 非 空 集合 „ДІЯ 
Ах В= { (2,5) |аЄ A,bE В) 


为 4 与 五 的 卡 氏 积 . 
当 4,8B 中 有 一 为 空 集 时 ,规定 卡 代 积 АХВ=(2 
一 般 地 , 设 А,А,,- А 都 是 非 空 集合 ,定义 卡 氏 积 为 
A, ХА, ХХА, = { (2,0, т ,а„)|а;Є А,=1,2,›п} 
当 4,,… A. 中 有 一 为 空 集 时 ,规定 4 X-… x А„=(27. 
37. 御 么 叫做 运算 ? 什么 叫 知 二 元 运算? 
Ж 映射 o:4 一 >=B, 称 为 4 到 8B 的 运算 .比如 
G: x —sinz=z, 
Ж A= (一 2 ,十 co) 到 [一 1,1] 的 运算 ， 
„КВ 0: AX B ——C HA, BRIC 
‚й 


Ë А,В,С 都 是 非 空 集合 
的 双 项 运算 . 比如 4 为 m X n 实 矩 阵 ,B 为 nXs ЕЕЕ, АВ 是 
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mXs WER, CRE Кх КОЯ) R": 的 双 项 运算 . 
i; 4 是 非 空 集合 ;映射 z, AX 4 一 一 4 Ж 5 A 的 二 元 运 
算 . 任意 (4a,6)E Ах Aola,6) 常 通 记 为 a。5, 有 时 简 记 为 ab. 


38. FRERE MW 对 所 规定 的 法 则 是 不 是 M 60 — yu PL , 


1) M 一 Z (整数 集 )， 法 则 ;a ° b=a*; 

2) M=21+( 正 整数 集 )， 法 则 ,& ° ba; 

3) M=Z, 法 则 :a ° b=a+ 2b; 

4) М=2 (MERR), 法 则 ,a ° b= —abi 

5) мА), 法 则 :a ° б=1› 
Ф) M= (1, ,i i, 法 则 : 数 的 普通 乘法 ; 

ç a, a>0, 

D M=QChm085, 法 则 :a "610 осо, 
89. Мек" Екй. 法 则 :普通 除法 ; 
Ü мек ; 法 则 ;普通 除法 ， 


解 ржа. 2: C D=7EM. 

2) 是 MB LAA. KAREE aba ° b= a: 是 一 
个 唯一 确定 的 正 整 数 . 

3) 是 好 的 二 元 运算 . 因为 对 任何 整数 < 与 5,a 十 中 是 一 个 唯 
一 确定 的 整数 . 

4) 是 M 的 二 元 运算 . 因为 当 a,6 为 任何 负 整数 时 ,地 为 正 整 
数 , 而 a。5 二 一 ab 为 唯一 确定 的 负 整 数 . 

D 是 M 的 二 元 运算 . 因为 对 任 一 实数 as,2, 都 有 唯一 确定 的 
值 1 与 之 对 应 ， 

6) 是 M 的 二 元 运算 . 因为 1, 一 1,z, 一 :中 任意 两 数 相 乘 ( 包 
括 自身 相 乘 在 内 ) ,其 积 仍 在 M 中 . 

7) 不 是 . 因为 法 则 没有 规定 0。1 等 于 什么 . 

8) 是 . 因为 对 任意 二 非 零 实 数 2, b, RE- MEERLE 
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ать ER". 


39. 下 列 各 法 则 是 不 是 M 的 二 元 运算 ， 
D м=|(% 7) lasbE R| ,法 则 :普通 短 阵 芭 法 ， 


2) м=|(° пасек, | а), 
с d с d 
法 则 :A 。 В=АВ+А'В'. 
解 1) Æ. 


2) 不 是 . 因为 4=(。 


( „)Єм. 因此 不 是 M 的 二 元 运算 
40. 什么 叫做 二 元 运算 满足 结合 律 与 允 计 德 
Ж 设 4 的 二 元 运算 为 "。”, 如 果 满足 
‹а°5у)°с=а°* фес), Ҹа,Ь,сЄА, 
则 称 4 关于 运算 *。" 满 足 结合 律 . ИЛИШ . 
| a° b=bva,V a,b6 А, 
则 称 4 关于 运算 *。” 满 足 交换 律 . | 
41. 下 列 各 集合 对 所 规定 的 二 元 运算 是 否 满足 结合 律 和 交 
换 律 : | 
1) M=Z,a •Ь=а +Ë; 
2) М=9,а ° =; 
3) M=Q;a ° b=a+b— abi 
4) M=R,a ° b=aBb°; 
5) M=R' ЧЕЖЕ ЙО ,a 2: 
6) M=R,a ° b=a + 2b. 
解 MES УНЕ 1). 021 ° (1 ° 0). 


EA wasa: 
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ДЕ. 
2) 满足 结合 律 , 不 满足 交换 律 , 因 为 1° 252 5 1. 
D 满足 交换 律 和 结合 律 , 因 为 | I 
a ° b=a+Bb—-—ab,b ° a=b+a—ba, 
&а°б=б е as 
(а ° б) » c= (a+ аб) ° c=a+b—abtc— la+tb—ab)c, 
a ° (ó ° c)=a ° (с Бс) аЬ с Бс абс Бс) 
(а ° b) ° c=a ° (b ° с). А | 
4 结合 律 和 交换 律 都 不 满足 . 例如 
Ф 22 ° 1,(1°1)* 221 ° (1 ° 2). 
5) 结合 律 与 交换 律 痢 不 满足 例如 
6° 222 0,0 ° 2) ° 391 ° (2 ° 3). 
6) 结合 律 与 交 氛 律 灾 不 满足 .例如 
iy 22 ° 1, (0 ° 0) * 120 ° (0 ° 1). 
з. „ыл а „5.с,а}, Шин 1-1 所 给 出 的 二 元 运 
算是 否 满 足 结合 律 和 交换 律 ? Ж 1-1 
E ”结合 律 和 交换 律 都 不 满足 , 因为 由 В р 
表 1-1 可 知 
c ° dÆd ° c, (Ó ° с) ° 4560 • (c ° d). 
43. R“ ?为 集合 MM 的 一 个 二 元 运 
算 , 则 MP n ЕЖ а,,а,, ya 的 前 后 硕 
序 不 变 时 ,总 共有 


{2n—2)! 
п} (n—1)1 
种 对 > 个 元 素 加 括号 的 方法 . 
证 用 yn) 表示 个 元 素 的 所 有 可 能 的 加 括号 的 种 数 . 由 于 
п 个 元 素 无 论 怎 样 结合 ,其 最 后 一 步 总 是 前 个 元 素 同 后 mn 一 个 
元 素 的 结合 . 因此 , 可 得 函数 y(n) 的 一 个 递 推 公 式 ， 
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фп) == ф(1) (п 1) +фС2) (п 2 二 pn 10801). (1) 
今 考虑 宕 级 数 Е 
. у= AS D aat ACX at ++ + 二， (2) 
则 由 (1) 式 可 得 | ; І 
y=p DD z+ oS 00200010202 +. (3) 
H + #(1)=1,002)=1. 故 (3) 一 (2) 得 
光一 y 十 工 一 0， 
解 得 


14—45) 
MW 


(因为 , 当 z=0 时 ,由 (2) 式 知 ?一 0, 故 上 式 分 子 根 号 前 不 能 
取 加 号 ). {Н ЕЖЕ ЖОЕ. Ж | 


(1—4zr)i=1]—2r— > 1 • 3 . 5 ° 
ВЖ | 
1 oa 

Ке = == жт E E 


++ (2п —3) 


T * 2" < т". 


Т * an, 
l (4) 
比较 (2)、(4) 两 式 中 z" 的 系数 , 即 得 
Legs ене (08-3) т 028—2)! 


(п) = ni! п] (я—1)1` 

44. 证明; 如果 集合 M 的 二 元 运算 “。?” 满 足 结 合 律 , 则 对 M 
中 任意 (9223) ЛЖ аа, ya, 只 要 不 改变 元 素 的 前 后 次 
序 ,无论 怎 样 结合 ,其 结果 都 是 相等 的 . 

证 ”对 元 素 的 个 数 ， 用 数学 归纳 法 . 当 a= 3 时 ,结论 显然 成 
立 . 假定 元 素 的 个 数 少 于 n 时 结论 成 立 , 下 证 元 素 的 个 数 为 n 时 结 
论 也 对 . | 

先 规定 记号 
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ay ° a> ° ws. ° a= ((a, ° as) ° as) © =a. a,x-1J ° Ay 
即 先 算 前 两 个 ,再 与 第 三 个 算 ,依次 向 后 算 ， 
令 C 是 由 азаа, 按 某 种 结合 方法 所 算得 的 结果 ,由 于 
不 论 怎样 结 含 ， 最 后 一 步 总 是 两 个 元 素 运算 ， 可 设 .C 一 名。 各， 
Жн b EW k Л ДЖ a1,… sar(1<<h 坟 nn 一 1), 按 某 一 种 加 括号 方 
法 所 算得 的 结果 ,b。 是 后 a 一 上 个 元 素 аз, a, 榨 某 一 种 加 括号 
方法 算得 的 结果 . 由 于 1 之 上 <n,1<<w 一 <n, 赦 由 归纳 假设 
b =a; ° a, ° to ars = di4] ° ауу ° **" °? Aas 
于 是 再 由 结合 律 及 归纳 假设 可 得 
C =b, ° h= (a, dr oa ° (бау, ° аы; ° *"* ° an) 
= (a, ° ax ° ag) ° (Yag ° "tt w a,-i) ° apd 
= [la ° = ° аду) ° [ ° * ° 4—13] ° a, 
= (a, ° as ° *** ° a,-1) ° ano 
这 就 是 说 ,这 п 个 元 素 无 论 怎样 结合 ,其 结果 都 等 于 (a,。as。… 
* aw-_1)。a,, 从 而 它们 都 是 相等 的 , 即 证 . 
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一 、 矩阵 的 加 法 、 减法 、 РЯ 

45. 什么 叫 矩 阵 的 加 法 ? 

Ж 两 个 mxXn EER A= Ta), B= (5) 的 和 A+ B 指 的 是 
mX xn Eka; F by). 

46. ТАЩЯЯ ЕЕ? 

答 HE A= (а) ДАВЕН EERE O а) lG fE А. 

47. 什么 叫 矩阵 的 减法 ? | 

Ж Р лхз» EB A= (а), В= у 19 X n 矩阵 
A+(—B)= (ay by) i A— В. 

48. {РАЈЕ ЯЕ BE? 

F ЖА Ej m X n Ж А = (а, ) 的 数 条 是 指 ахан 
(gaij) У kA. 

49. 和 矩阵 的 加 法 满足 哪些 运算 律 ? 

答 ”和 矩阵 的 加 法 满足 以 二 算 律 : 

1) 交换 律 .A 十 8=B 十 4A; 

结合 律 :C4 十 8) 十 C= A 十 (8B 十 CQ); 

3) 存在 零 元 ,0 十 4 一 4 十 0 一 4; 

4) 存在 负 元 :( 一 4) 十 4= 4 十 (一 4) 一 0， 
HP А,В,С,О 15 m X n ER. 2 | 

Ж 若 把 数 域 己 上 一 切 和 xx 和 矩阵 组 成 的 集合 记 为 Р” СК 
同 ), 则 P"“" 关 于 和 矩阵 的 加 法 构成 一 个 加 群 ， 

50. 和 矩阵 数 乘 满 足 哪 些 运算 律 ? 

答 1) 分 配 律 ,KC(4A 十 B) 二 kA 十 kB， 
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(А+ОА=АА-А; 

2) 结合 律 : (Ш) А=ЕСЙА); 

3) LASA, 
其 中 A BHH тхл ERE, k 为 任意 数 . 

Ж РТВ А Яа ЯЛ Р Бау 
间 . | 
51. 什么 是 矩阵 的 乘法 ? 
=< mxn 矩阵 А== (а) 与 nXs Ж E£ B= (b,,) ЗЕ ia 28 
C= (c, ) C Ў m> s WE, Н. 


cij anb asb, + 十 Qiang 一 anb, , 
¿=1,2,-" туў 1,2,5. 
52. ЖЕЕ S 381538 E ЕЕ ННВ? 
答 1) 结合 律 :4B)C= А(ВС); ` 
2) ВЗВ. А(В+С) = АВ+АС; 
ЖУН. (А+ ВС = АС+ВС; 
3) АЁ=А,ЕВ= В, 
H F E Ар; 
4) A0=0,0B=0; 
5) САВ) = (&A)B= AGB) ,k 39%. 
Ж PRT IME. паян, AAF 
的 不 可 交换 环 . 
53. 什么 是 可 交换 矩阵 ? 
E ENEAS BIE AB= BA, 则 称 А неи п. 
Ж 一 般 地 ,A4B 关 BA. 
54. 设 4 是 nxn 给 阵 , 秩 有 =1, 则 


1) А= 《Pa ё„)$ ЕТ (1 
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2) ААА; 
3) А" =" A,m 为 自然 数 . 
ж 1) 由 于 秩 4 一 1, 不 失 一 般 性 ,可 设 
i b, сз b; ` 
САБ се АР, 


waaeaeea.......... 


hb, esa. АБ, 
1 
k: 
则 Ае .|b ba) s 
k, 
即 表 示 成 (1) 的 形状 . | 
1 1 1 


Ё, jE Ë, Ë, | 
2) 4 一 | ‚|| (зб) N rob d =k]. | т) =ЁА, 


k, &, k, 
1 


Җен £= Cheb) i =b, Fkb E БЕ. 


k, 
D 注意 到 2) ,用 数学 归纳 法 可 证 . 
55. 如 果 AB8 一 0, 是 否 一 定 有 4=0 或 B80? 


r] O о о 
x< 不 -一定 . 比如 A=|, N (в [9 | ‚А0, В830,{Н 


AB=0. | 
+ х іН ЕДЕ A EB T. ED SE SS EL 2} Җ# 22 WS + 
Жата E. 
56. 秆 么 电 左 消去 律 ? 矩 阵 是 否 满足 左 消去 律 ? 右 消去 律 呢 ? 
答 左 消去 律 是 指 对 任意 A B.C, h АВ= АС. 4 天 0 可 推出 


24 T . 矩阵 的 运算 


в=С. 类 似 地 ， 人 B.C, H BA=CA; А50 
可 推出 В=С”. 

由 第 55 条 的 反例 知 对 和 矩阵 而 言 = ‚ойлон 2483888 x.. 
因为 对 第 55 条 中 的 4,B 有 AB=0 一 A0,4 关 0, 不 能 左 消去 АШ 
推出 8=0. 同样 48==0=08,B 才 0, 也 不 能 右 消去 ВАН 4 一 0. 

57. ША 3лхт Ж Е, AB= AC,.,AZ0,348k A= = Е, ЩІ 
В==С. 

证 ”因为 秩 (4 A)= BE Ат, ЦАА Ж т Хт u] ВЕ. 
+ЖА'АВ=А' AC, ЕЖ САА) 8 B=C. | 

Ж 怨 这 里 给 出 左 消去 律 成 立 的 一 个 充分 条 件 , 即 4 是 列 满 
秩 时 , 左 消去 律 成 立 . 但 它 并 不 是 必要 条 件 . 

D 类 似 地 有 右 消去 律 成 立 的 充分 条 件 : 若 BA=CA,A20,. 
Н 4 为 行 满 秩 , 则 B= C. | 

58. В,С rxr 5 rxn ЖЮ, e С= г, i 

1) 当 BC=0 8,8—0; 

2) 当 BC=C и, B= Е. 

证 这 是 第 57 条 的 特例 ,只 要 右 乘 C (CC )-! 即 可 得 证 . 

59. #АВ=ВА,АС=СА,Ш | 

1) A(B-++C)= (B+C)A; 

2) A(BC)= (ВС)А; 

3) 对 数 域 БЕЖ ga), РО, 

Ag(B)=g(B)A; 
Ag(C)=z(C)2A; 
FLA)g(B)=g(B) FLA); 
fCA)g(C)=zg(C)f(A), 
f(A)g(A)=g(A)/Z(A). 

证 1).2) 容 易 验 证 . 对 于 3), ИШЕ пете 

其 余 可 类 似 地 证 明 . 设 
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Fia) =a," Hearta, 

glr) =bn" tH thart bo, 
H AB=BA 可 证 = _ 

А'В?== Р А' ,i=1,2, ,лу)=1,2, m. 

于 是 | : 
FCA) + g(B)= (a,A"+-.- Ба А +а,Е) nB" + +b, B+ b,E) 
=a, A" bn B" 十 …， Fb B+ bE)+ аА, В" ++ ++5,В--4, Е) 
十 ao 匹 (BR 十 … 十 5oE) ` ` | 
= („В+ +b E)ya, A". + (ba B” + +b Ea E 
=g(B)f(CA). 


60. ШЖ A= (B+ E) ,那么 Аї= АВ‘ Е. 


证 ЖШ АА СВ 2ВЪЕ) = (B+ E), 
2, R: = Е. 
充分 性 É B'=E,Wi 


A’ =4(B'+2B+E)= F \В+Е)=А. 


61. 设 АДЕ яхп ШЕ, BIHE n 维 列 向 量 X, 都 有 AX 
0, 则 A=0. 

证 令 e: 是 第 i 个 分 量 为 1, 其 它 分 量 都 为 0 的 ЗИП. 
由 假设 知 

Ae,=0,1=1,2,:"" n 

` Ék А= АЕ=А(е, =" se) == (Ае, Ae.) =0. 

Ж 这 个 命题 的 逆 也 显然 成 立 . 

62. WA E nx n ER, ШЛЕ — фаха FFER В AB 
=0 ËJ 3638 £ FEL | A1=0. 

证 必要 性 用 反 证 法 . 若 141 天 0， 即 A ви, 则 由 
AB=0, 5R ATR B=0. 这 与 假设 矛盾 ， 
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充分 性 ” 设 |14|=0, 则 齐 次 线性 方程 组 Ах=0 AEF ro 
令 万 一 (ro0，…0), 则 五 天 0, 且 AB=0. 

63， 设 $S 是 一些 n 阶 矩阵 组 成 的 集合 ,对 任意 4, BES, 有 
ABES,(4B),==84, 则 S 满足 交换 律 . 

证 Улд,.8Є5, 

AB= (BA)’= ((АВ)?)°= (АВ). 
ВА = (АВ): АВ) = САВ) (АВ):)°= (АВ), И АВ= ВА. 
64. 1 D,(n=0,1:-- AE 3X3 FE, R 
D., = AD.+ B, 

1 0 
0 


> 
] 


„D= 


0 1 0 
нае 0 1 
1 0 0 1 
R D.. 
Ж 因为 р,= Ар, +В=В=Е, 
р, Dna ATDS А, 
所 以 
Р,=ЕЪ+АЪА? +A” 
1 1 1 
1 1 1b 
1 1 1 


由 于 А=Е,Е+А+А? = 


1 1.1 
anec- 7: 
1 1 1 


3 


" тС m= 3; 
w 2. mC+E, n=3m+1; 
тС+Е+ЪА п=3т-|-2. 
65. 设 4,B 都 是 n 阶 矩阵 ,48=A4 十 B, 则 
D A—E,B—E afit; 
2) AB=BA; 
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1 1 
3) 4 А= | 3 21, А. 
1 2 

证 1) НКА -- Е) В Е) = АВ (А +В) -Е= Е, 所 以 
А—Е 和 B— Ейр]. 

2) H DAE —CA—E)XB—E)=(B—kE)(A— E) 

=ВА—(А-+В)+Е, 

所 以 АВ=А-+В=ВА. 

3) 因为 B—E =(А– Е)! 

0 2 =i r—1 0 1 


1 2 1 
—1 0 1 0 0 1 
—1 一 1 БЕХ :| 
3 2 —6 3 2 —5 


=. 矩阵 乘法 可 交换 的 条 件 
€. жш a= [° к 可 交换 的 全 部 矩阵 ,其 中 ez 尖 d 


2 
1 
2 


所 以 В=Е-+ 


š Ху T; | 
ж ë в-| 7] иш AB=BA R АВ—ВА=0,# 
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| єх, — bz, = 0, (1) 
bx, + (d — а)ж, — br, = 0, (2) 
сх + (Ф — а)ху — cx, = 0. (3) 


BLS d 一 a 关 0, 所 以 由 (2)、(3) 得 
& 
;其 中 之 1 574 为 B 由 未 


知 量 . 故 与 4 可 交换 的 矩阵 形 如 : 
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т | Gy 
Be ; 
(сет саш > 
其 中 rsy 为 任意 常数 . 
. 1 2 r 2 | ; 
67. &a=| ],s=| E AB=BA В, х,у Z [B] 
2 4 2 У 
应 有 什么 关系 ? ‚ | 
解 由 上 面 第 66 条 知 ,2 一 (> 一 ?), 即 一 ?十 3 一 0 


4 
[1 0 0 
68. 设 4=| 0 1 | , 求 所 有 与 4 可 交换 的 矩阵 . 
t3 1 2 | 


Ж 设 8=(z) 为 3Xx3 Ж, AB—BA=0 得 方程 给 : 


1 
Zirt Tx, — F Tzs 


3 


Xa = T= 0, 


Заан. 


2 


1 
E3 = Ta3r 


2 


1 
T3 = La t F Tn 


2 
令 21 — а 02 =b, tn =e, Й-Б] А 可 交换 的 矩阵 形 如 


1 
6—ya 0 0 


B= a b Е. , 
is dedki 
其 中 ,5,c 为 任意 常数 ， | 


69. HERR š 行列 的 元 素 为 1, 而 其 余 元 率 全 为 零 的 
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n X n ВЕС ЕНВЕР), П A= Caride 
ШЖ АЁ = EnA, ЖР? kel 时 ， аы =0, 38 атаў, 
an =b; | 
u 2) ШЖ AE; = Е, А, 那么 当 kÆi 87 аь= 0; Кш 时 ,aa 一 
0, H aa — aji I | 
3) # À 与 所 有 的 n 阶 和 矩阵 可 交换 , 则 А 一 定 是 数量 矩阵 , 即 


A=aE. 
证 Dh 
O an 0 0 Р е, 
21 =АЕ„=Е,,А= | 
0 aal 0 ... 0 Ü 0 .... 0 
得 ап ав = an = Osaa = a ==а„=0 
2) 由 
| КЮ. е 
0 0 0 
0 аш 
=AE;=E;A= ал ap a, 
| 0 0 0 
0 a, 0 
BH48 2). 


3) 因为 4 与 任何 矩阵 相 乘 可 交换 ,所 以 与 EE, 相 乘 可 交换 . 于 
是 易 得 
аа» j=l ‚2,***,а„ 0,1596 3. 


即 4 ЖШН. 
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ж.о #a=( |M 
A= 2Е,,+3Е,, -4Е, +5E;,% ЖЖ} Ej 为 坐标 矩阵 
的 原因 . 
D 一 般 , 设 Ейт ій j 列 为 1， 而 其 余 元 素 全 为 零 的 
пХт ЖЕ. Ж А= (а) nXm PB B , Wil | 


A=. a; EÉ, 

70. 非 主 对 角 线 上 的 元 素 全 为 0 的 MERY n 阶 对 角 
矩阵, 记 为 A 二 diag(al,a;，,… ,4,) ,那么 

1) 两 个 ВЕРЕ И п ҮА AB ABRE; 

2) 当 A==diag (а, vaar" saa) aa, 53), R, A 可 交换 
ЭФ КЁ АА fj SB EE. 

证 1) 显然 . 

D аз A танине В... AB M ) ЯЛ 
KA bja BA 的 i 行 j 列 元 素 为 baj. 但 AB= ВА, Ш, 


b; a 6,0. 
当 іё 7 atanh be ERA 6, = 0. 因而 B= diag (hn ‚фаз, 
bm) 为 对 角 答 阵 . 
B, 
71. Ж 为 准 对 角 和 矩阵 , 其 中 B 为 n, X n, 


- 
.. 


Bn 
ЖЕ C=1, 2, sm H R A CB B... , B,2. 设 准 对 角 和 矩阵 A= 
Са, Е, , a, EE ‚а„Е,), р а#©]а;(тэб}1,}=1],0,з,к), Е, 为 m; 


MRE GLZ onr, л. 则 与 4 可 交换 的 矩阵 是 准 


对 角 和 矩阵 . 
证 设 与 А пре НАЈ ЕЕ А B= (Bpa Ж B; A; X n; 
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矩阵 (i、j=1,2,…,r), 则 由 AB 二 BA 得 
а,В=а,В, 1371,2, r. 
34 156 j 时 , 因 为 а, за,» 则 由 上 和 式 得 B= 0. 所 以 B= св... В», 
s+, Bn JINE fg 8 BE. | | 
72. ЙЕ, МЖ 69 条 中 的 坐标 矩阵 , 求 Е.Е. 
# ”由 乍 阵 乘 法 可 验证 


Eis» k= j, 
ЕЕ, = А 
0, #57. | 
73. W С=А+В, Еф A'=A,B' = — В, ЕТ 
件 彼 此 等 价 : 
D CC=CC" 
2) AB=BA; 


3) САВ) =— АВ. 

证 1)=2). AXC =А'+В=А—В,Е Ы, НС ССС 
得 

(A—B)XA+B)=(A+B)(A—B). ШШЕ ИЦ AB=BA. 

2)=3). (AB X=B'A'=(—B)A=-—AB. 

3)=1). —АВ=(АВ)'=В'А'=—ВА,  АВ=ВА. 
(А+В)‹А—В)=(А—В)(А-+ В), Ы 

CC' =С'С. 


=. ЖЕЖ 
74. НАШЕ РЕВЕ? 
答 ” 设 4 为 方 隆 ,A* 表示 个 A 相 乘 ,其 中 & 为 自然 数 , 称 
A 39 A BJ k IK pt ХЕ 4°=E. 当 4-! 存 在 时 ,规定 A= A, 
”75. ЖЕШИН ЕКЕ? | | 
答 主要 有 : | 
D A" • A"= А"+"; 
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2) (A) =A"; 
3) lA"|= A|". 
当 4 下! 不 存在 时 ,n.m ЗЕЛ 992; 34 4"! 存在 时 ,rn、m, 可 以 为 任 
意 整数 


Е | Ta: п), 


0 1] 0 L 
证 用 数学 归纳 法 可 证 ， 
[ss | 27 . 
` sing cosg J Б sinng соѕлф ` 


证 对 n 用 数学 扫 纳 法 . 4 a= 1 ВРЕ КАИ НГ. 
归纳 假定 结论 对 n 一 1 成 立 , 再 证 结论 对 也 成 立 : 
кы ч СЕ Кы — 510 (9 — А ы іф] 
sinp cosp) (зіпби—1)ф ` соз(л—})ф sinp соз) 
cosan —sinng 
|ы, casno |. 


即 证 . 
国生 
—1 1 —i -|-L 1 —1 —:1 
18 “ш —1 1 一 1 Ë =] 1 —1 
—1 —1 一 1 l l—1 —1 ~i 1 
1 —1 —1 —1 
i —1 1—1 —1 
йо 设 4=| ， _ | е 
—1 —1 —1 1 
证 А42=4Е. 
1) 当 n=2k if, 


B= А0 = (4E) = 2t E; 
B= he+2 一 4zCt+D К А==ў"*? * А. 


= ЖРА 
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79. HEERE n, 0 
А 1 бү” |А лї“! raD] 
Í À | = 0 Д" | нА"! | 
кед» Ог, г > 
证 用 数学 归纳 法 证 明 . 当 a= 1 时 ,结论 成 立 - 归纳 假定 对 
n— 1 结论 成 立 , 再 证 对 n 结论 也 成 立 ， | 
a 1 оү [am anae Pl А 1 0 
| | To ч аа fje A | 
0 0 À б; “<< 0.0 4 


À nA? r(n— 1) 


клы даш УЫ БЫ 


l 


лд"! 
0 0 А" 
А 1 
80 W A= 11,0 А". 
4 
À 
Ж RA 4:,4: ,猜想 
м Сд Cy 
6 如 e. Ar 
А" = o a a К э Е 
s 0 wa x 8 
再 用 数学 归纳 法 证 之 . 


81. 计算 | А Я 


34 PIR ”矩阵 的 运算 


ж 令 4-| 上 | ле. š 
利用 二 次 展开 式 得 


а 6" 
| | =(аЕ+ А)" 
6 а 


= Епа hA +e БС ав ЗА ББА" 
АТ о АИА р 
2 (а-+&)"—(а—&Ь)” (a+b)'+ (a—b)" 

Ж 也 可 先 试 算 , 再 用 数学 归纳 法 证 明 (1) 式 . 

82. 设 ” 阶 矩阵 4 的 各 行 各 列 都 只 有 一 个 元 素 是 1 或 一 1， 
其 余 均 为 0. 求证 :存在 正 整 数 上 ,使 At= E. 

证 由 4 的 特点 ,4 的 每 行 每 列 也 一 定 只 有 一 个 元 素 为 1 或 
一 1, 其 余 均 为 0. 考察 矩阵 序列 ， 

Å, A, AT 

以 上 序列 中 的 每 个 矩阵 ,其 每 行 每 列 的 元 素 只 有 一 个 是 1 或 一 1， 
其 余 均 为 0. 但 这 样 的 抢 阵 只 能 作出 有 限 个 不 同 的 来 ,因此 在 以 上 
序列 中 一 定 有 相等 者 . 假定 ASA, k >s Н А 的 假设 知 |41 的 
值 只 能 为 1 或 一 1, 所 以 4-:! 存 在 ,从 而 At: = E. 


4 2 2 
зз. йА=/0 4 0 RA 
0 一 2 2 
Ж ”利用 对 角 化 法 . 


先 求 4 的 特征 信 . А 的 特征 多 项 式 为 
[АЕ— А |= (А—4)204— 2), 
解 得 А =А4,= 4,42. 
再 求 特征 向 量 . % 一 (1,0,0) ,一 (0,1, 一 1) 是 属于 4 的 两 
个 线性 无 关 的 特征 向 量 . c:= (1,0, 一 1)' 是 属于 2 的 特征 向 量 . 
& Т = (a, saa), I 


三 “矩阵 的 等 


T -'AT=—diag(4,4,2), 

T A'T =diag(4",4",2"), 
А"=Таав(4",4",2")Т 一 | 0 4" 0 
0 2—4" 2" 


1 0 0 
1 0 1 
0 1 0 


84. Ü A= : 求 4™. 


解 1 利用 Hamilton-Cayley 定理 . А 的 特征 多 项 式 为 


FA = |АЕ— А | = (А— 1)2А+1). 
设 Д9 =g AFA + Cai +H c). 
$ А=1,-1 PIRA OR 
l=a+b+c, 
l=a—b+c. 
再 对 (1) 式 两 边 求 导数 得 
1004” =g (ААН СА) (А) +-2аА+5. 
На) = Р (1) =0, 5 А=1 代入 (4) 式 得 
100= 2а+№. 
H (2). (3). (58848 | 
а= 50,6=0,с= —49. 
于 是 (1) 式 变 为 
А190 = (А) ЎСА) +504? — 49. 
将 4 代入 (6) 式 并 注意 到 A(A)=0, 得 
1 0 0 
50 1 o| 


50 0 1 


А! = 504: -—-49Е = 


4" A 4"-— 2" 4" — 2" 
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Q) 


(2) 
(3) 


(4) 


‹5) 


(6) 


#2 先 用 数学 归纳 法 证 明 4" 一 4 HHA- E, RaR At. 


当 ?=3 时 ,可 以 算出 
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1 0 O 

=|2 0 ise 

| у SE. 

即 等 式 成 立 . 归纳 假定 等 式 对 n 一 1 成 立 , 下 证 等 式 对 = 也 成 立 . 
А" = АТА (AYA ЕуД== АА? 


— A= A"—:+ А*— 
BRE. 
于 是 
A= А%-_ A2— E= (А9 + A E)+ A: — 
=A" +2A?—2E= = А®-+-49А#—49Е 
1 0 O 
не-е 1 ol. 
50 0 1 
85. „ BJ EE 
0 1 
A= 
1⁄3 
. 0 
RA. | 
аа E 0 E, 
# 由 于 4 下 | , 则 和 = | | 
0 0 
人 
е 
ш (nx 
: р а 
86. Раг sss s 


可 能 值 , 使 得 a 0; 


Ш aE HX t R E E 3E65 Fç Ra] 88. 
由 于 4 是 上 三 角 和 矩阵 , 则 
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a” d 
100 


а Ii b Ж 


loce 


: 0 1 
ЯФ а= 3 (а.6,с). 由 (1) 式 得 а= 1 = сі. а= +1,с= +1. 


b 
D чае вА |, ”| ,那么 


an- i 
0 1 0 1” 


| 100 


由 此 得 5=0, 所 以 А=Е. 
2) 当 a=c=—]1 时 ,类 做 地 可 得 A= — Е. 
r b 
С ip b зия ЕШ. 


D 当 a=1.e 一 一 1 时 :4 一 [0 
а EE © 
个 当 4= 一 le~1 时 ,4 一 [ 。 “| ,其 中 6 可 为 任意 实数 


因此 满足 A. K ру АД 4 ЖЖ. 
aa иаи 


其 中 2 为 任意 实数 . 
87. 设 实 方 阵 а= |“ T 求 适合 4? 二 0 的 各 种 形式 的 А. 


в. | а? bc ЕК °) 
АЁ с(а+4) bcte 0 o) 
所 以 
а az 十 pc 一 0， 
blatd)=0, 
clatd)=0, ш 
bc+ d: = 0). 


1) 当 6=c=0 时 ,有 a=d=0, Hi А=о. 
2) 34 550 RF, Ed) a+d=0, ВЫ d=—a, == т. 于 是 
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a б 
a-| 4? |. 
== —а 


其 中 a 为 任意 实数 ,5 为 任意 非 零 实数 . 
3) 3 +0 时 ,类 似 地 有 


其 中 a 为 任意 实数 ,c 为 任意 非 零 实数 . 

88 设 A4 为 2xX2 甜 阵 , 如 果 A'=0 (之 2), 那 么 А-0, щ 
А АХА BEEF (4 之 3) 时 ,上 述 结论 是 否 成 立 ? 

证 由 =0 知 |4|=0, 和 因此 秩 А<2. 

1) 当 秩 4=0 8, А=0, 11 A2—0. 

2) 当 秩 A=1 时 ,由 第 54 条 可 证 得 

0= A =k A. 

但 4 天 0, 所 以 有 一 0, 故 4 一 上 4 一 0. 

当 4 的 阶 大 于 2 时 ,结论 不 一 定 成 立 . 比如 


А= 


оо 0 0 1 
4 一 |0 0 язна Ш„А'<=0,{Н 4: 一 |0 0 0 а 
0 0 0 0 0 0 


A+B =C, H] А=В=С=0._ 
证 i A= (2,,), В = (6), W AA'= А? {21ү 列 元 素 


ж 0 1.2," n). 23254 Hh , 


BB'=B: 的 i 行 i ITRY ма = 1,2, п) 


0 ĉi e Cin 
шыт: 0 ` б 

C=| . : 21? 
: : kia : 


en — Cas `.. 0 


RIC: йз i fr i ATRA 205. 
H AHB =C, ERRA i $T : ARA 
alt 226+ Zc =0 
由 于 aij vbi; ,65 均 为 实数 ,因此 对 任意 的 i197 得 Qij=0,8j=0,c;=0. 
所 以 A 二 8 二 C= 0. 
b 2 
90. 求 满足 | ” | =E mera CMRE 
a &? гі 0 a?-+ic=bc +d =], 
w $ 1 - | з е 
1) 当 上 =0 时 ,(1) 变 为 
at=d=1,c(a+d)=0. 
车 a 十 d= 二 0, 则 c 可 为 任意 实数 , 且 4== 一 4d 二 1 或 a 二 一 d= 一 


(1) 


1. 

É a+d£0,  с=0,а=4=1 9 a=d=-—]. 

2) 当 b0 时 ， 《1) 变 为 а+а=0, а? + рс= 1, Вр а= а, 
ШЕ. 
c= 5 


ó 
d 


Ë Ho МЕК | ШЕ a 
其 中 之 可 以 为 任意 实数 ,y 可 以 为 任意 非 零 实数 
91. 什么 叫做 矩阵 多 项 式 ? 


由 1).2) 知 满足 | | = 的 一 切实 方 阵 为 以 下 几 种 闫 型 ， 
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答 AEI P ER] nxn 矩阵， 
Рх) аа" 二 "十 aiX 十 Qo 
是 数 域 Е, 
РА) аА" +a А+а,Е 
为 4 的 .- 个 矩阵 多 项 式 . | 
2 —1 
92. 1 г 5а+з,А=[ ° | ; 


RSCA) (А) IRE /(А). 
2 —11 2 —1 1 O 
ж поя | -s| ]+al | 


[74)1=0, 秩 CFC47)) 一 0. 


л. РНЕ Б 

93. {ТАН ЖЕ? | 

B ВА (а), ЖЕ тхл EBR S А 的 转 置 , 记 为 4 
(或 А7), Вр 


Га аһ а, 
4 ар Ang 
А = ... 
аы аы ` аы 
94. 矩阵 的 转 置 有 哪些 规律 ? 
答 ЖЕНЕШЕ: 


1) REH :(RA+HIBY =kA' +IB'; 

2) 对 合 性 : (A Y =A; 

3) FREN: САВ) =B'A'; : 

4) 无 序 性 :(47-0) 一 (4 ,其 中 4 可 道 ， 


! 


ъъ. 
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5) Ж А=# А’; 
6) 141 = E | ,其 中 А 为 方 阵 ; 
| 
C D Вв р 
95. {ЖЕ PE HI HE E РЕС ute ИЕ PE? 
管 HAE FE А = (а) хн» ЖК А == (ах 28 A HHR 
阵 , 其 中 ai 为 а: Я Ў. 比如 设 


| 2 ш СТР: = 1—: 2 | 


S. 2—3? —5 2+ 0 
ARER A НИЕ р то т Хп ЖЕЕ 
а а а, 
Ta а ав с" аш 
ay, | аз se аы 


96. 矩阵 的 共 思 满足 : 
1) kATIiB=—kA+i В; 


2) ASA 
3) АВ=А+ B; 
4) А'=(А)'; 


5) |А|=]А]= I| OR 4 为 方 阵 ; 


证 ”只 证 5)、6) ,其 它 容易 验证 . 


42 P-E никй 


5) 设 4 一 (Cap)vxw 那 么 由 行列 式 定 义 有 
e уна i 

而 А= (а), „. Т 
[А|= 2, Содда an, 


= > (IFW a а „а= [А |. 


从 而 
ГА" |=14 T=TAT. 
6) 设 秩 4=r, 则 4 存在 一 个 r 阶 子 式 不 为 0, 由 5) 知 ,相应 


地 ,在 141 中 这 个 子 式 也 不 为 0. SA 4 中 一 切 r 十 1 阶 子 式 都 等 于 


0, 仍 由 5),141 中 一 切 + 十 1 阶 子 式 也 都 等 于 О, СА) =r= 秩 
CA). 而 由 第 94 ЖЖ СА”) = А. 

97. 1)  А= (а) Е nX n 实 矩阵 , 则 下 面 的 三 个 条 件 彼 此 
等 价 :@@ А=0;@ A'A=0;@ trA' A=0. 

2) ЖЖ 4 是 复 矩 阵 , 土 述 结论 是 否 成立 ? 

W 1 20229 8 4. 

FEOS. 5 АА (6,,), „Ж ёа al + а,б 
=1,2,-** ,n) PRVA I 


O=trA'A= bu tbr 6, 27 аб. 
i.J=1 
故 а,=0 (G, j=1,2, ,п), В A=0. 
2) 尖 4 是 复 矩 阵 时 ,上 述 结 论 不 -一 定 成 立 . Ш, А = 


p. || “0, А' A=0. 但 可 改 为 下 面 的 彼此 等 价 的 三 个 条 件 ， 


@) A=0;,@ А'А=0;@ tr A A=0. 
划一 名 > 四 是 显然 的 ,下 证 轿 一 四 . GAAS (с), 


则 саана анан і 十 anan = > lan l|” РЕВ 


О=1г А'А= х [а:, | > cea = 0, ВВ А= 0. 
i j= ` 
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98. 如 果 АЖА Ш.Н А?=0. 2, А=0. 

证 0 二 A:=A'4, 由 第 97 条 得 А=0. 

99. 设 A' 一 A,8' 一 B, 问 AA 十 BikA 十 1B (k,l 为 常数 ) ,AB， 
A ,4 "是 不 是 对 称 矩 阵 ， 

Ж (4 十 1B)' =kA'+iB' =kA+1B, AE АА+ІВ ЕЛЕЕ 
ЕЕ. 取 £=¿=1,ËBIl A 十 B AER Е. 

Р А] ЖОЖ УНА ле Е ЖОШ РЕ. 但 可 以 证 明 ; 若 A,B 为 
对 称 和 矩阵 , 则 

AB 39 <> AB= ВА. 

Ж: Е, АВ= (АВ) = В'А' = ВА; E.Z ,АВ= ВА= ВА = 
(ABY. 

当 A =A, R A ЕВ, A t XT КЕ E, IN Ay = 
(Aty 1= A, 

ХРИ EE 4 的 伴随 矩阵 A" ЖАКЕ РЕ, [КОЖ (А)! =(А')` 
= A”. 

100. 1) PST 5 XF 254011) АЯ ЖОН; 

2) НКБ ХЕКЕ РЕНО E БЕЛЕ КИЕ РЕ; 

3) A CB): 2 УКЕ BE BJ ТЕМЕ REE САГИ EE, 

4) Bi uj ЖИП БЕ АЧ PRIE EZ PLE ЕКЕШ БЕ; 

5) 可 交换 的 对 称 和 矩阵 与 反对 称 矩 阵 之 积 是 反对 称 矩 阵 . 

证 1) (А+В” = А +В = А+ (— В) = — (44+ В). 


2) (А) = (А)! = (—– А)! = –А-!. | 
3) (A'Y =(‹(А')"=(—А)*=(—1)"7!А4', 
(Ay [47709 n И, 

— A” , 当 n 为 偶数 时 . 


4) 证 明 见 第 1058 Ж. 

5) (ABY =B' A'=(—B)A=—AB. е 

101. 人 和 任 一 2Xz 矩阵 可 唯一 地 表 为 一 对 称 矩 阵 与 一 反对 称 
矩阵 之 和 . 


44 : 第 二 章 EEA 


证 设 4 为 nxXza 和 定 阵 . 令 
в- А4 42, (1) 
则 
В'=В,С =—С.Ң А=В+С. 
2) Ë 
А=В,-+С,,В',==Ву,С'|=—С,, (2) 


Wi В=В, ‚„С_С=С,. 事实 上 ,由 (1)、(2) 得 


B=} (A+A) = СВ, +С) +B +C) 
= (B, +C +8,0) = В. 


从 而 由 B+C=B,+C,= B+C, {$ С==С,. 


1 十 W 3i —2+2 A 3i 一 8 
102， 设 4=| o 1+ 3i 一 2 十 2 3:| W 
0 0 1+3 
соз = 2псоз EDE 2n(n+1)cos stor 
4* 十 下 "一 2?+1 о. cos "= 2псоѕ “+D 
0 0 cos T 


证 41+\ 3i=2(cos віп T) а, 


az 一 一 2 十 2 3 :1,а= — 8. 
从 而 | | 
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1 a а? 
其 中 B= 0 1 ] 
0 0 1 
易 得 
е п(п +1)» 
2 
ае 0 1 па , 
0 0 1 
1 na ва 
тес 0 1 ла 
0 0 1 
因为 а= 2,0—9,2 2 “ёз, 


a ta= HeT HeT) == 2*tlcos = Я 


所 以 

Cr 二 cr пб(а"+!4+а+1) PRED ае аз) 

е И а"+а" n(a"t!+a"t!) 
0 0 a"+a" 
cos na 2лсоѕ n+ Dx 2п(п + 1)cos (я+2)я 

3 3 3 

= "+1 0 : cos na 2ncos (п-+1)х 
3 3 
0 cos 3 


五 、 矩阵 的 逆 和 伴随 和 矩阵 
103. 什么 叫做 矩阵 的 逆 ? 什么 叫做 伴随 矩阵 ? 
* 设 4 二 (ay),xn; 如 果 存 在 пХи 和 矩阵 B, #4 AB=BA= 
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HE ”矩阵 的 运算 


E, 则 称 4 是 可 道 的 ,而 B 称 为 A 的 逆 秆 阵 , 记 为 A”. 
设 A 为 A= (а;) POR az 的 代数 余子 式 , 称 


A Ал + Аң 
_ Аз A, ++ Аш 


为 4 的 伴随 矩阵 . 
Жж 中 TAER 4 的 道 矩阵 是 唯一 的 ， 
D 4 的 伴随 矩阵 A" ХӘ 4 是 否 可 逆 , 它 都 是 唯一 存在 的 - 


104. 


АА'=А'"' А=|А|Е. 


证 HERRE a uE. 


105. 


106. 


iZ A E: nX n 3 N 
СЕ А=п. 


34 A 可 道 时 ,A = А 


Ж Enum EB) kE А. 


107. 


设 4 уор, 


DA AET Н CA = AD ANA 
2) HH 一 | 一 |4| 一 作为 自然 数 ; 
D (4)-: 一 4- 为 非 零 常数 ; 


4) (ATD =A. 
证 1) 因为 14' |= 14150, 70 Аай. IN AA = 
(A T'AY =E = Е, PELAN = CATY. 因为 


А А)=-1-д:А=1.- |АҺЕ= 


所 以 А], R(A*)71= A] A. 
2) A AATE, ЕА | = [А7 |=1. 1471 = al 1, 
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Jm |A |= 147-1 1--- [41| Idans al. 
се u 
个 

3) НАСА) = ДАЕ А) = ФА. 

4) H AASE А УЖ AHX, BICA =A. 

108. ЖА 为 ”xz 矩阵, 则 

п, 秩 4 一 zi 
к Ж А=п —1; 
0, # A<n—1. 

证 当 秩 А =н 时 ,4 可逆 .由 第 107 条 知 А aE, АТ Tk 
A" =n. 
当 秩 А=п-1 时 ,存在 4 的 一 个 n 一 1 阶 子 式 不 为 0, 秩 A*" 
之 1, 但 44'==|4|E=0, 故 

# 4 十 秩 А°<п,Ж A Ҷип A= 
所 以 秩 A* =l. | 

当 秩 A<n— 1 时 ,4 的 一 切 ”一 1 阶 子 式 都 等 于 0, 即 4,; 一 0， 
从 而 4* =0, 即 秩 4 =0. 

109. #АЖпха&@[Е(а;>®2),ШЩ|А` |= AJ". 

W |А |550 8, 由 44" = 二 14|E, 等 式 两 边 取 行 列 式 得 
АІ .14"|=|141", 所 以 14:|=141"!. 
S 当 |141=0 时 , 秩 4 一 1, 由 第 108 ЖА А" <1<n,Rj 
14*1=0, 所 以 IA |=0=|д|*—!. 

110. 1) RA) 一 Rr"!4A' ,其 中 有 4 是 nxn НЕЕ, 为 常数 ; ` 

2) 0° =0; | 

3) E* =E. 

Ж ”由 伴随 矩阵 的 定义 可 验证 ， 

111. 2 A=diag(a,,a,, sa.) W] A" =diag (bb, b.) 


- . 


其 中 b= 1 а, 
jz 
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Ш 由 伴随 矩阵 定义 可 证 . 
H2. (A*)=(A)". 
证 W А (а,;),хь› M 


113. (AB)'=B:A'. 
证 当 |4B| 关 0 ĦA ВЕ, Н AA'=|JA|JE,#8 А" 
=|AJA™ ЖЖ В" = |B|B , Д 
(АВ)' = |АВІ«АВ) `= |B|B t. [A] A=B" A". 
Щщ ЈАВ| = 0,6 А(А = А- АЕ. ВО) = В— АЕ, 31 fr 2 
АЖ АСА) |5®0,| ВСА) 130. 由 上 面 的 证 明 可 知 
(AQ)BOD)1 一 (BA AAD". (1) 
ФС(САСДУВ(А))* = (С, (А) ), а, (BAD СА(А)) * == (gu (АЎ), хаз 
BORM 
| f; Q= g Q) i. j=l, 2n. (2) 
由 于 7,0) 5 вО ЕК, BA X37344 А EORR, АА 
而 427? 式 是 恒等式 因此 (1) 式 也 是 恒等式 . 特别 地 , 令 4 二 0 代入 
(1) 式 , 即 得 (AB)* = B: 4". 
114. ÜZ АЖ пхп ЖЕ (п222), КА)" = | A|” 2A,. 
证 | А1508}, А" Ий, 106 Ж, Ж 107 条 和 第 109 
条 ,有 : 


(А) = |А | (4°): А |! • A= |A|” `A. 


1 
JAJ 
ЩА |=0 时 ,由 第 108 条 知 秩 A'I. 
1) Ч А‘ =0BF,A1=0,(A")'=0=|A|[" A. 
2) ҸФ А" =1 时 ， 

Q) 4 п2>2 时 , 秩 4 过 mn 一 1, 由 第 108 条 知 . 


"| 


п эн КИВИ ЕШ 


‹А*)" =0=|А|"?А. 


2 мп2, a= (< а Е 


а 


b 
paan =|" д] а= ата AtA. 
c 


49 


115. 试 求 满足 (4 "六 一 4 的 一 切 п (之 2) 阶 矩阵 A. 


R НЖЖ, АВНЕ 4 即 为 满足 等 式 
[А |" • A= A. 

D 3 |AJ2=1 时 ,4 ИЮН охл 和 矩阵 

2) 当 |41*? 关 1 时 ,4 一 0. 


1 1 оо 
0 1 0 0 
116 W n ЖЕЕ A=] sssssssessaennsese KA 
0 0 1 1 
0 0 --`0 1 


Ж 因为 14|=1, 所 以 由 第 106 条 得 
1—1 1 р 


А*=|А|- A-!= К 
| 1 
—1 
1 
117. Ë А.В 分 别 为 "xn M т хт ТЕВЕ Ж 
0 | 
В 0 . 
解 ” 由 第 106 条 得 : 


a 
0 B 
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А ot |A olfa om7 A-! 
o М = |; | 4 -al ga 
кыы ыш „кын р 


118. #АВУЭУлхп ШШ ,АВ=Е,Д A™ =B sk BSA. 

证 h ABSE RIAA А20. Н AER АВ=Е 
得 A=B. H BUAR AB=E 49 A=B”. 

Ж HEA =B, RENERE AB= BA= E, RK I, H 
要 验证 AB= E 8 BA= Е BI uJ. 

119. # A,B пуй, A+ B 是 否 可 道 ? 

Z ”不 一 定 . EW, A=E,B=—E Tiğ, A 十 B==0, 故 A+ 
B жирі. 

120. Ж А,В,С „Хп SE EE, ABC= E. 

1) А,В,С 哪些 为 可 着 和 矩阵? BH TS RH pi. 

2) ВСА=Е,АСВ=Е,САВ=Е,ВАС=Е,СВА=Е 中 哪些 
式 子 成 立 ? 哪些 不 一 定 成 立 ? 

Ж 1) 由 假设 知 |4|* 18| - |С|=1, 94150, 18150, 
1С150, Ei А,В,С #1757. 其 次 由 ABC= E 5 

A i= ВС.С`!~ АВ,В-! СА. 

2) ВСА= Е,САВ= Е Й Ў; ACB= Е,ВАС= Е,СВА= Е Ж 
一 定 成 立 ， 

121. 设 А*=0,Е (у. 

1) Е.Е А) = E+A+ A ++ + Atl, 

2) E+ A ESTN? к 

证 1) (1—z)(1+<x+z2 tetra, 
将 和 代入 即 得 

(E—A)(E+A+ A. + А !)=Е— A Е. 

所 以 (E—A) 1=E+AR+AA + + A. 
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2) Е+ A 可 道 .因为 4 是 等 零 矩阵 ,由 Jordan 分 解 知 存在 可 
ЖӨБ Т 使 得 


0 x 
Т-АТ=| ` | 
0 0 
从 而 
1 * 
Т-ЧЕ+А)Т= 
0 1 
А |ЕЗ+4-А|=1. 
0 A ‚ 
122. х= | 1 | ,已 知 ATN COFRE R X. 
解 1 ах | 由 
Хх oh 


o АХ, XA (E 0 

fe [8 х= ME 
得 АХ,=Е,АХ,=0,СХ,=0,СХ,—<=Е. 
所 以 X,=A-1,X,=0,X,=0,X,=C-, 

0 Ст: 
Ал! a 
0 A:E 0 C 

C 0:0 кшн 


Вр х- | 


#› | 


L 
кә 
=> < > © 
° 
9 
k= 


т х 0 A 
la oJ 


+ 解 1 用 的 是 所 谓 待定 系数 法 , 解 2 ННН PF BJ Ы Ж 
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变换 法 . 
0 а, * 0 
123. 设 A=| `7 ` |,@у#0,г=1,2,+-,ял. Ж 
0 0 >e ai 
а, 0 ... 0 
A! 
0 B f 
# 将 4 写成 4=| ， o "其 中 B=diag Car san1), IB 
第 122 Жж 
о 0 2 
a, 
w 1 
з= Pi еа а, 0 
B© ol ; 
У s SQ 
а 


ж=ў 
b 
124. & a= |° |],в4—к=1,ж A". 
c d 
Ж |A|=ad—bc=1, H3 106 条 知 


ameg A =a =[ * | 
| А| 一 c a 


125. H A,B,A+ B # u] 5 , W 
1) (A+B) SA A ATAB DA; 
2) (4-1! 十 五 DY) = A(A+ B) p= В(А+В) А. 
证 1) (А+В)СА7! – AT (А7' +871) A 1 
= (А-В) А! — (А+В) А-А! +871) 7147! 
=Е+ВА!— (A +В) 1lA 1 
= ВАТА! + В) А! 
= (Е+ ВАТ) СЕ (AHB DAY] 
=B(B HACE — (A +B 1)- A] 


0 1 1 1 
1 0 1 1 
126. 设 A= ЖА! 
1 1 1 0 nxa 
解 ” 用 初等 变换 法 . 因为 x 
1 1 1 
1 1 1 1 рана | ионун E 
(А: E)—| 1 0 1 1: 0 l 0 
1 1 1 ~ 0 0 0 О 
: 1 1 1 
l 1 1 1 : п— 1 п— 1 п— 1 
и z 1 n— 2 1 
010 еа 
ЕК 1 Lood 
„Ж. ЕЕЕ атаса 
: on 1 1 
l 0 0 g п— 1 п — 1 п — 1 
а PENE Жи ЗОРА 
L SET KR = Жеш el 
ш A 1 БОЕ кы 
о 0 0 1: к=] Taj Aci 


五 = ЖЖ ЕВНА РЕ 


=B(B +AT!— A ')=E. 
2) AHB SB '(A+B)A”, 
上 式 两 边 取 逆 得 


(AHB?) -= ACA+ B) 18. 
其 次 由 ATHETA A+B), ХА 
(А-1-+ЕВ-)-=В(А+В)-!А. 
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2—п 1 1 
п—]1 п—] п— ] > 
_1_ 2—п .. l 
— E ;一 ] п—1 п—1|, 
1 1 . 2-а 
п—1 п—1 n—1 


所 以 


anc 


n—1! ... ... +» 
1 1 = 2—n 
127. 设 4. 忆 都 是 =” 阶 矩阵 ,4 十 下 ,4 一 吾 都 可 道 , 设 了 = 


[в ајр" 
Z, Z, 
解 用 待定 系数 法 . 令 D-: 一 | > > ,由 DD '= E, 
AZ, + BZ, = E, (1) 
AZ, + BZ. = 0, . (2) 
BZ, + AZ, = 0, (3) 
BZ, + AZ, = E. (4) 
(1) +03019 | 
 (A+B)(Z,+Z,)= Е, Z, +Z,= (A+ B)”. (5) 
(1) 一 (3) 得 | | 
Z —Z,=(A—B)1: ` (6) 
由 (5)、(6) 解 得 
1 


2 和 4 一 7 了 (4 十 有) 十 (4 一 B) D , 


Z,=+C (А--В)-\—(А—В)-'7. 
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H (2). 4) n] 8 Z,=Z, rZ: =Z} &. 
P 2 ыд D Б о 
ВА)  2\(‹А+В)-!—(А—В)-Ф (АФВ): (А Вә!) 
128.  А:--2Е,В-— А—24+2Е,6 B. 
解 В- А: 2А+А= ACA+2EFX(A—E),. 
1 зур a- Ll 
A(ZA SE, A = 4. 
因为 А?'+8Е=]10Е,СА-Е2Е)СА*—2А-+-4Е)=10Ё, 
所 以 (A+2E) = (A —2A+4E). 
因为 Е=А+З—Е=(А—Е)(А?-+А-+ ЕЁ). 
所 以 (A-E = А+ A+E. 
于 是 B'i=(A—E) А+2Е) "1A-! 
=(A+A+E) - J (A —2A +E) А, 


化 简 上 式 得 B =L (At+34--4E). 
129. 设 4 可 道 , 则 (4 一 一 (4-0 *. 
证 由 第 113 条 知 4 (A = AA" =Е'=Е, 
所 以 (A 1= (A). 


—1 0 0 
130. ал-|) —1 1 
t .1 —1 
1) Ж(А+2Е)-!(42--4Е); 
2) Ж(А+2Е) A— 2E). 
Ж 1) C A+2E) A? —4E) 
=(A+2E) (A+ 2E)(A—2E) 


—3 0 0 
1 —3 0 |. 
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1 0 007—3 0 0 

2) aroraa 1 0 | 1 一 3 J 

1 1 1 1 1 一 3 


— 0 0 
-| 4 —3 1 
0 4 —3 


131. BAA nXn 矩阵 , 则 4= ВС, Еф B у n>X n uJ 3 5E 
ЕСС. 
证 ША, ДЕ п ИПИЕ Е P .Q iE 


E. 0 Е. 0 
А=Р| |e=rale"| [Б] = sc, 
о 0 | 0 0 


其 中 B=PQ samem c= Jor с=с. 
132. W AE aX n ЖЕ, ДА пй о # fE % BURR Y 0 
` 的 多 项 式 g(x), 使 得 g(4)=0. : 
证 必要 性 设 4 的 特征 多 项 式 为 
РО) =R +a, A" 十 十 A 二 ao， 
其 中 a 一 (一 17)"141 关 0, 而 fCA)=0. 8 f(x) 是 适合 条 件 的 
glr). | 
ЖЛЕ W gA =bn" + +b Àb, b0, M 
O0=g(A)=>,A"”+-- +b, AHE, 
—р,Е = AG6.Ar 14... b E), 


所 以 ATE рд" HHE), 

133. i8 A n ИНЕ, A a Че 8 E x 
维 列 向 量 , 求 (A 十 a Y 1. 

解 Aa =ACE—A- la(—8)), ' (1) 


RPA !a)X—#')=(—#')(E—(A le)(— PB)), 
~P = (1+8 Aa) 1—8 )СЕ—– А!аС—8' 7, 
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E =(EËE—A la(—8')3+ А7'!а(—{/) 
=(EÉ— A а(— 8 2 
ФА OHEA a) ROEA 100-8 7) 
=(E+A la(1+# A'a) 1(—B')J(E— AT aCe), 
(Е A al- PIT SEHA al l HEAT aTe). (2) 
由 (1)、《2) 知 : 
CAH) = СЕ – A al 8) ITAS? 
А FPA i Atap A (3) 


注 (3) 式 称 为 Sherman-Morrison 公式 . 

134. и, EAA n ÆRE, R Etur TAKK. H 
R(E -+uv )7!. 

解 把 第 133 条 的 4 看 成 E, 当 1+vE lu=1+x' us50 В, 
(Etur ! 存 在 , 且 由 第 133 条 的 (3) 式 得 


(E+uv') 1=E— 


i _ 4 
140и . 

135. Ü AE ЛИШ .,А+ЕН[Ж,Ң /(А)=(Е—А)‹(Е 

+A), J ' 

1) (EHA) (E +A) =2Е; 

2) f(f/(A)3= A. 

证 1) (Е+/(А))‹Е+А) 
=[(E+(E—AE+ A) NEHA) 
=(E+A)+(E—A)=2?E. 

2) УСУСА))=СЕ— ҒСА))СЕ+ f(A) 


=СЕ—(Е—А)(Е+ А) + (E+A 
= А а Оаа 
= ФЕ+А)-10Е-А)=А. 


136. В ,8 为 二 维 列 向 量 , 常 数 < 天 0, 皇 Ва 1560,00 
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(Е --саВ') = Е— (c+2d— 08 а)аВ, (1) 
其 中 L= 2. 
证 由 三 一 Pa 一 二 ,两边 乘 cd ,并 整理 得 
с+а =сӣд' о. 


所 以 с+24-—-саВ'а=а, 
СЕ —сад' ) СЕ — (с+24-—с4@!а)е8' 1=СЕ—се8' ) (Е – адад ) 
=Е-—(с+4)а8 + (cdh о)ав = Е. 
由 此 即 得 (1) 式 . 
137. Бп AEE 4 中 每 行 元 案 之 和 都 等 于 非 零 常数 
<, 则 4-! 中 每 行 元 素 之 和 都 等 于 十 
证 不 难 验 证 : 方 阵 A 的 每 行 元素 的 和 等 于 се 


Í I 


uj Йй 
由 冯 可 道 ,并 用 二 4-: 左 乘 (1) 式 两 端 得 


1 1 

1 . . 

ДЕ |+}. (2) 
1 1 J 


由 (2) 知 A 884730 R 00 88 F. 

Ж 由 (1) 知 ,< 是 4 的 一 个 特征 值 ,(1,1,…,17 是 4 的 属于 
特征 值 c 的 一 个 特征 向 量 ， | 

138. 设 4,7 都 是 zx 矩阵 , 则 . 

1) (TI4T)m 一 TI4"T ,其 中 因为 非 负 整数 ; ‹1) 

2) 4 A 可 逆 时 ,(1) 式 对 一 切 整数 着 都 成 立 ， 

证 1) 当 关 =0 时 ,(1) 式 左右 两 端 都 等 于 五, 结论 成 立 . 当 m 
为 自然 数 时 ,用 数学 归纳 法 可 得 结论 ， 
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2) H 1) 知 对 非 负 整数 (1) 式 成 立 . ТАРА т = — а 
全 之 0)(1) 式 也 成 立 . 事实 上 | 
СЗАТ) =ССТ АТ) D= TATTY 
=T XA YT =TA"T. 

139. iZ nXn ERE A= (0,,а,, msa), B= (Bis Brst 8,), 
H C.D% E A=BC,B=AD, i] | 

1) Е а.а, "а, 与 向 量 组 8.,08,,- Ba 互相 等 价 ; 

2) 存在 可 逆 矩 阵 荆 使 B= AT. 

证 1) 5 С= (с), „Н A= ВС 得 

(а,в, э а) = 8,8," , 8,26), 
Вр | 
o; =t Tc, B, +" е8, 31,2, n. (1) 
由 (1) 知 aaz ya 可 由 及 ,0 线性 表 出 .类 似 地 ,由 五 一 
4D 知 有 ,2 可 由 ma yan 线性 表 出 ,从 而 它们 等 价 ， 

2) 设 秩 A=r ДН 1) 知 秩 B=x. 从 而 存在 列 初等 变换 ,把 A 
的 后 z 一 > 列 都 变 为 0, 即 存在 可 逆 和 矩阵 和 ,使 4Q= (ci0) ,其 中 
C, 为 nxr 和 矩阵 , 且 秩 Ci=r. 类似 地 ,存在 可 道 帘 阵 R, (E BR= 
DO, ЕФ D, 为 nxXr 和 矩阵 , 秩 D. ==. HAR DR, S 


R, 
Q= (Q. , Q, ) R А + 


Hj (C, 0)= AQ=(AQ,, AQ,) ,所 以 AQ 5C. 
其 次 ,由 BR= (Di,0) 得 
B= (D,,0)R '=DR,. 
故 


C,= АО, = BCQ,= D.R,CQ,= D.S, (2) 
其 中 S=RCQ, 为 >Xr 和 矩阵 . 由 (2) 式 知 
== Су 6 SEr. 
所 以 秋 S=r, BI S 2 uj m Е. 于 是 
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S 0 
B = р, о) ORAC] | R! 


9—1 


ај 
0 


Oea xs 
а-ар, 
5-1 

其 中 T=ql s p| RTX axa рн. 

140. 设 À 是 主 对 角 线 元 素 为 零 的 4 ЗУКО ВЕ, B 
一 diag(0,0,,2) Ж k>0,1>0. 

D АЙЕ Е-+АВ,3ЧЕШ 4 中 元 素 满足 什么 条 件 时 ,EE 十 AB 
а]? 

2) 4 E+ AB ИГ, ЕН (E + АВ) CA УКН . 
0 a bP c 


1 kd Ís 

0 1 k|’ 
0 0 kt 1 

|E+AB|=1—kiť. 


о O e 


所 以 当 + Gt, E+AB 可 道 . 
2) (E 十 4B)-14 =(E+ AB) (А-1) = СА E+AB)) ~ 
=(A 1+B>`'. 
因为 4,B E X PGE Е, ET НИ EE Z ИЕ ЕЕ ЕШ 4-:! 是 
Xi PRIE RE. А-В ЕЯ BE, АЛСА Вә EJ (E + 
AB) А 是 对 称 矩 阵 . 
141. 车 4,D 可 逆 , 则 
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А ук 0 
P 中 -| > -1CA-! рар 
А В А-1 ABD 
| P кф -| -1 |. 
证 以 2) 为 例 ， TE 
(| В.Е е. В.Е = 
0 Dio Е 0 Eio рт 
Ë O: E с 0:4 Б) 
0 Eio D“ 0 E: O D` 
Ж 也 可 直接 用 和 矩阵 乘法 验证 . | 
ма. T| 2) т, яри, яв, 
pA Ta M — MBD“ | 
с.р рәсм D-ACMBD- + D-' 
其 中 M= (Авр). 

143. „ИВЕ A= (an) 的 各 阶 硕 序 主子 式 全 不 为 0， 则 有 4 
二 BG, 其 中 B 为 可 逆 的 下 三 角 短 阵 ,C Загана Е ЕРЕ. 

证 对 4 的 阶 数 n 用 归纳 法 . я==1 时 结论 成 立 . 归纳 假定 
结论 对 运 合 条 件 的 4 一 1 阶 矩阵 成 立 . 令 А, 为 4 的 第 n 一 1 Щй 
序 主子 式 , 则 A=[® “|ва lalo mu 

F 2; ATA < A, а 
з e ‚|=[% 1 ы 
RBP 4=a,— В Arla. H lAl Ж 450. 

由 归纳 假定 A=B C. HE B, 为 可 道 的 下 三 角 和 矩阵 ,C, 为 可 

Ау ЕВЕ, MA 
А, а BC, а В, ОС; Bi'e 
b J-l 0 J-l {Ў ч. А 


由 (1)、(2) 得 
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„БУЛ JG 5J- 
же ве T E Jeh Sasa 


逆 的 下 三 角 矩 阵 ,C 为 可 道 的 上 三 角 和 矩阵 . 
144. Ú À 0 mxXn E Pt F ff £ nXm ЖВЕ В, ВА=Е, 
则 称 B 为 4 12:00. 证 明 
1) А 200 H An; 
2) А KEME <> A 为 可 北方 阵 . 
证 1) 必要 性 T ВА=Е,, Й] 
п= Ф E,=#k ВАВ Ал. 


所 以 Ж A=n. 

充分 性 ”因为 秩 А=л, АЖА А=л. 5 B= (АА) 1А’, 
则 BASE, 

2) 充分 性 “显然 . 

必要 性 W В... 4x 的 唯一 左 逆 . 在 ВА = Е, АЗЕ 
. ME 

Е=Л?В'=А' 8.8, Bd = С, A Bae ABD, (1) 


HPE =p 8.). 由 (1) 式 知 
A'B=e,1=1,2,. n, 
其 中 为 第 i 个 分 量 为 1, 其 余 分 量 均 为 0 的 列 向 量 . d FEE, 
A P=e; 的 解 唯一 ,从 而 A'x 二 0 HARM. 
X. АА'х=0 58 А'х=0 Й. AA r0 只 有 零 解 ,从 而 得 
|А A 50. 那么 
= т= (АА )= Ë A. 
{НҢ ЯВ А=я, БЫ m=n, B 4,B 均 为 方 阵 . 又 B84 二 ,所 以 
A 可 逆 . 
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六 、 ERRE 
145. 什么 叫做 矩阵 的 迹 ? 
答 设 A= (аха, А 的 主 对 角 元 素 的 各 称 为 A 的 迹 , 记 为 
чл, 
пА=аџ Раз + Ба. 
146. ПА 1гА'. | 
147. JEREMIA ERTE БА ЗУ. Вр 
tr(A+B)=trA+trB; 
(АА) = АтА. 
证 B nXn В A= (а), B= (b,;) W 
tr(A+B)= (anth) + Canton) + Са db, )=trA+trB, 
tr(kA)=kan Бар |" +H kamm тА. 
148. 设 A= la) А 的 特征 多 项 式 为 
[AE— A| =P Hb A 1 十"… 十 4A 十 bo， 


pij b,- = —trA. 
证 因为 
І | А-аһ an + —а„ 
АЕ A|= 一 az А-ар + —а„ 
一 Qu =й + А—а„ 
== À" — (а Fag tH +a, ә)А l+. С-ТА | 3 
所 以 b -1 二 一 (ana, +J Fanm) = —trA. 


+ 若 两 个 矩阵 的 特征 多 项 式 相 同 , 则 此 两 矩阵 的 迹 相等 

149. 设 4 与 BB 相似 , 则 tr4A=trB. 

证 因为 4~B, 所 以 ]4E 一 4|=14E 一 B8|, 故 trA 二 trB， 

150. hrde, H A 的 全 部 特征 值 , 则 
пА=А+А+Ъ ТА, 

证 H Schur Ф, F EAEE Т, Е 
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À, жу. 


| гт 
0 А, 
Ж trA =A +A +: БА. 
151. trAB=trBA. 
证 设 A 为 xXm Е.В Ж тхп ЖЕЕ, КА Е i л> 
m. WJ E 208 条 有 
ІДЕ AB|=A "| AE— ВА. (1) 
所 以 AB 5 BA 有 相同 的 非 零 特征 值 , 由 第 150 条 有 trAB= 
їгВА. . 
152. PFE n MERE AB, A AB—BA= E. 
证 用 反 证 法 . 若 AB—BA=E, M 
n=trE=tr(AB—BA)=trAB—trBA=0, 
矛盾 . 
153. i A,B,C RE лхп E, Н 
AC=CA,BC=CB,C=AB—BA, (1) 
则 存在 不 大 于 的 自然 数 mm, 使 得 С" 0. 
证 1) 先 证 trC* 二 0, 其 中 为 任意 自然 数 . 
C=C 1(AB—BA)= A(C-1B)— (Ct 18)A. (2) 
由 (2) 式 及 第 151 ABIA trC*==0. 
2) 再 证 C 的 特征 值 都 等 于 0. 设 C 的 特征 值 为 为 ,4,…, 义 ， 
则 存在 可 逆 和 矩阵 工 ,使 
В a 、 


所 以 C 一 了 
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从 而 
О= тС = АА БА, 1,2,0. (32 
AK YE, iS C КЕН В ЧЕЗ ЕА АА" ;入 ， 且 重 数 分 别 
Ж тузт, тт, СЗО 
ОАА А, 1,2,6 


RAI 5 З, ВЧ Ер 
А А 
A ә. Д 


А .. Ж 
HIE т = = =›,=0,Ф Б ЕЕЕ АЯК Е 0 Ж, С 


的 特征 值 全 为 0. 
D 再 证 C" 一 0. 由 于 C 的 每 个 若 当 块 都 形 如 
0-1 
йш те , i=l, 2, у. 
: лг 
0 a хл, 
因此 
J, 
C=T” T. 
J, 
令 m=max(mn n, n) 
: J? 
C”"=T"! T=0 
JT 
+. 矩阵 的 直 积 


154. 什么 叫做 矩阵 的 直 积 ? 
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Ж iR A= (a),< = | B= Cb) MER ТШЕ пх m: E РЕ 
aB а„В сс AmB 


an B а„В S anm B 
为 A 5 BHAR, LA AGB. Н У Kronecker #. 


y 
ах bx 
aB bB ay by 
лав | В е сх cdzr| 
су dy 
ха xb 
в®л= |] = хс ха 
УА уа yb 
ус yd 


由 此 可 见 ,一 般 地 ,A@B 了 BC@A. 
155. 和 矩阵 的 直 积 具有 以 下 性质 : 
1) 0004 一 0,4C00 一 0; 
2) RAQIB =k AQB), k I 为 常数 ; 
3) (А, +4) QB =A QB +A QB, 
Аб) (В, +B:)= AQB, +ADB, г 
4) E.@E,,= Е. 
证 ”这些 都 可 依 定义 验证 ,下 面 以 3) 的 第 一 个 式 子 为 例 来 证 
明 . | 
设 А, = (а;;), „+. Аз == (b; ),x + 那么 
(а. +6208 … Caim Fóm) В 
š (A, +A,)G) B= : : 
(anb B - (a.+b.,.)B 
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auB … aj,ÑB 
Жа 


a B +з а,„В 
= A,@ B+ А,В. 

156. (AG@B)'= A'G@B' 

证 A= (a). Р 

| anB с amB 


b, ËB ёё bin B 


b B + b,,B 


t 


uem] 


b .. 
a, B + а„В 
a, B' Екін aa В! 


= А'@В'. 


а„В ++ а,„В 
157. (А@В)®@С=А@®(ВФ@®С). 
证 А (а,), х, WI 

a B … а„В 


(АбОВ)б9$С= ӨС 


a B ++ а,„В 
а (ВФС) чы. aim (BQC) 


=А‹В@С). 


an (BOC) … am BOC) | 
158. СА,б9В,)СА,В,) = A AQB, B, Ei А,А,,В,В, 分 

Жн Ж X. 

证 А, = (a), А, (6) B = (z), B,= (d). 


š 3 


再 令 
C = (A, @ B.) (A, @ B,) = (С), (1) 
D = A,A, Q B,B, = (D,,). (2) 


下 证 C= D; 出 (1), (2) 得 
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Cu = (aa B,)(b;B,)4+- -- + (a, B.) 0, B.) 
= (anbu + FH aimb) BaBa Б. 
所 以 C= D. 
159. 4 A,B ЗЧ, CAG B) =A В. 
证 设 A 为 nxn [Н BE, B 39 mx m 可 道 矩阵 , 则 
(АСВ) (А В) = ДАВВ = EE, = E,,. 
由 此 即 得 结论 . 

160. ЎА, А, --..А4, ул ЮРЕ 4 Ву ЕА, л, 
А 为 m ЕВЕ В 的 全 部 特征 值 ， 则 AOE 的 全 部 特征 值 为 ， 
д; °" жу E AER 1,9,5, 

证 ”由 Schur 定理 ,存在 可 北 和 矩阵 T. MI B S EBE @Q-x。 有 


А. т A Ы 
А= Т! raze- Q. 
0 А, 0 Him 
那么 
À, * fa * 
АФВ = |Т! т | Q- © 
0 А, | 0 Ём 
| А, x А x 
| a| (TORQ) 
0 А, 0 т 
ѓа + 
a| | | 
0 Ам 
= М! . M, (1) 


Ж M=T@Q. 由 (1) 式 得 出 AGB 的 特征 值 为 
Ад) s Ày дь Ы Арыз "Аро Аз 
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161. HAH nXn ERE, B J mX m FEE. ШШ} АбОВ| = 
|А|"+ |B|". 
证 由 第 r60 条 (1) 式 知 
АСВ | = (Аура "Ауд ) (Ара зд) Qa Ад) 
= (Apt A D Ca pn 
= {А|" ‹ |B|”. 
* 由 此 可 知 AGB 可 道 <=>A 与 8 一 定 都 可 道 ， 
162. 秩 (4@B) 一 ( 秩 A) + (Ë B). 
证 B A nxm ЖЕ, BY sX: ЖЕ, Ё A=, В=[,И! 
FETE n| ЖЖ E£ ру xs， T, 有 


Е, Е, 0 
‚0 0 0 0 


于 是 А®в = (P@P| | С | | ‹о®т› 


—‹Р®ю] 。 š | (ФТ). 
由 于 POR 和 QT 都 是 可 逆 矩 阵 ， 于 是 
秩 (4@B)= |“ | =ы- А): G B). 
163. 设 A,B 59] nXn #l m X m Ж РЕ, Д) 
tr(AG)B)= (тА) (В). 
证 设 A= Cay) „H 
aB … а„В 
A®B= : 


, 


aB * a,B 
tr(AG8)=tur(auB) +tr(anBD+ == -+tr(a,,B) 
一 《an 十 azz 十 … ;十 aw)tr 召 

= (тА) + GB) ` 
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一 、 关系 

164. 什么 叫 关系 ? 

£ ”关系 是 映射 的 推广 . 设 А,В EW f Н САХА, й: 
称 尺 为 4,B 间 的 一 个 关系 . 当 (a,5)ER 时 , 称 a 与 5 具有 关系 
R, Nq aRb,B[ 

(a,b) € R&>a Rb. 
2,4 (2,0 ЕКЕ, жа 56 ARA ЖЖ RH aRb,BD 
lab) € В<>арь. 

Ж GQ 由 上 面 的 定义 可 知 ,Y a€E A,Y 6€ В,аКЬ sk aRb 有 
且 仅 有 一 个 成 立 . | 

© 4 4,B 都 是 非 空 集合 时 ,4 XB 是 非 空 集合 ,4XB 的 每 
个 子 集 , 就 是 4,B 间 的 一 个 关系 . 因此 А,В 辣 的 关系 不 是 唯一 
的 ,特别 地 ,车 4XB 有 x 个 元 , 则 4XB 有 2 个 子 集 , 从 而 А,В 
间 有 27 个 不 同 的 关系 ， 

© @=АхВ, В А,Б 间 的 一 个 关系 . 对 Y aC A,Y bE 
В, RE (a ,b) € @ , R аЬ. 

165. W A=(1,2,3), B= (#8 ,X1). 

1) R= 二 {(1;, 错 )}， 

2) (1, 错 )E Rz 
问 R, , R, 是 不 是 А,В 同 的 关系 ? 

F R 是 4,8B 间 的 一 个 关系 . R, 不 是 А,В 间 的 关系 ,因为 
R, 并 没有 明确 规定 是 一 个 什么 样 的 集合 ,只 知道 它 至 少 有 一 个 元 
(1, 错 ), 无 法 判定 (2; 错 ) 是 否 在 R, P. 
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166. 设 M 是 一 切 = 阶 实 方 阵 所 成 集合 ,Z 是 整数 集 . 

1) Ё,= {(А,т) АЄ М,тЄ2,# А=т), 

2) Р,={(А,М) |АЄМ,тЄХ,|А|=т}, 

问 R R: 是 不 是 M,Z 间 的 关系 ? 

答 Ri,R; 都 是 M,Z 间 的 关系 . 比如 ,就 只 而 言 ,Y AGC М, 
V пет, а fk A=m Ф Atm MAVER- ВА Н —, 
Ш R,C Mx Z. 

167. 为 什么 说 关系 是 映射 概念 的 推广 ? 

E ”我们 先 看 一 个 映射 的 例子 . 设 

A= (1,2,3),В8= {对 , 错 }， (1) 
映射 Ғ.А В 规定 如 下 : | 
f:l 一 > 对 ,2 一 > 对 ,3 一 一 异 ， 

可 以 看 成 是 A4XB 的 子 集 {(1, 对 ),(2, 对 ), (3, 错 )}, 即 把 了 看 
成 是 А,В 间 的 一 个 关系 ,在 不 引起 混 清 的 情况 下 ,可 以 写成 f= 
{(1, 对 ),(2, 对 ),(3, 错 )} 
一 般 地 , 设 f 是 集合 A 到 8B 的 映射 , 则 集合 
{ (а, Ј(а)) |У aC A,f(aEBICAXB | 
"Ж А,В 间 的 一 个 关系 . 此 即 表 明 可 以 用 这 个 关系 来 描述 映射 
反之 , 若 ABARRE КАНЕ. 

V аЄ 4, 存 在 唯一 的 5€EB, 有 aR65, 则 尺 决 定 了 一 个 A 到 8B 
的 映射 (а) =. 这 也 就 是 说 ,映射 是 一 种 关系 . 

但 这 并 不 意味 着 А,В 闻 的 任意 一 个 关系 都 可 以 决定 4 到 B 
的 一 个 映射 . 比如 ,对 (1) 式 中 4,B, 令 R={(1, 对 )}), 则 尺 是 A, 
В 辣 的 关系 ,但 它 并 不 是 AF) BARI. 

从 以 上 两 点 看 出 关系 是 映射 概念 的 推广 . 

168. 什么 叫做 集合 4 上 的 二 元 关系 ? 

Ж 设 REAX4, 则 称 只 为 4,4 间 的 一 个 二 元 关系 ,简称 为 
及 上 的 一 个 关系 . 换血 话说 , 它 是 4,B 阅 关 系 的 特殊 情况 , 即 当 
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4 一 已 时 ,4 与 4 之 间 的 关系 , 称 为 4 上 的 一 个 关系 ， 

169. iZ Z 为 整数 集 , 问 下 列 RR 是 不 是 Z 上 的 二 元 关系 ? 

1) 规定 (2,0) E Reat+b=—=1,V a bE Z; 

2) 规定 (a,b) С Réa 整除 5,Y а,5Є Z; 

3) 规定 (0.5) Є Rebpa—b #2 整除 ,¥ a,b6€ Z. 

Ж 1),2),3)dFÉ RREZ 上 的 关系 ， 

170. 8 4= {1,2,3,4}, #5 

la b) Є R—— a 整除 5,Y а,ьЄ А, 

问 R 是 不 是 4 上 的 二 元 关系 ? 如 果 是 ,请 写 出 R J BB G 3 . 

E 尺 是 A 上 的 二 元 关系 ,因为 Y a,bE 4,a 或 者 整除 5, 或 
者 不 能 ,两 者 必 居 其 一 .由 规定 可 知 : 
К={((1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,4),(3,3),(4,4))}. 


二 、 等 价 关 系 

171. 什么 叫做 等 价 关 系 ? 

E Ú RER A .上 的 一 个 关系 ， 

1) 若 对 Y a,5E А, У (а,Б) ЄК 8, #9 (,а) ЄВ, ШЕ А 
有 对 称 性 ; 

2) 车 对 Y aC А, (2.0) ЄР, MI R RT B BE; 

3) Vabe EA Ela DER, (,с) € В, Ж (a ,c> ЄР, 
RR 具有 传递 性 ; 

若 丸 具有 自 反 性 .对 称 性 与 传递 性 , 则 称 尺 为 4 的 一 个 等 价 
注 @ mE R 具有 对 称 性 ,那么 当 a= 时 , Ca b) FU Cha) ER 
者 都 不 在 RR 中 ,或 者 同 在 R 中 ,不 可 能 一 个 在 ,一 个 不 在 . 

@ РАНЋНАБТ Я (а,а) ER HAER, R 
就 不 县 有 自 反 性 . 由 此 看 出 ,具有 自 反 性 的 关系 RR, 其 元 素 个 数 至 
РНЕ А 的 元 素 个 数 一 样 多 -， 
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@ 上 述 三 个 性 质 有 一 个 不 成 立时 , 它 就 不 是 等 价 关 系 . 

D 有 时 还 把 等 价 关 系 记 为 一 , 当 (a,5)E 一 时 , 记 为 a 一 志 

172. А (1,2,3), РИК ФЕ А 的 等 价 关 系 ? 为 
什么 ? 

1) R,=((1,1),(2,2)); 

2) Ё,={(1,2).(2,1),(1,1)}; 

3) Rs={(1,1),(2,2),(3,3)}; 

4) К,={(1,1).(2.2),(3,3).(1,2),(2,1)}; 

5) В„=={‹1,1),(2,2),(3,3),(1.2),(2,1),(1.,3),(3,1), 
(2,3),(3,2)}; 

6) R,= @. 

E 1) А 不 是 等 价 关 系 , 它 只 具有 对 称 性 与 传递 性 ,但 不 具 
备 自 反 性 ， 

2) К, 也 不 是 等 价 关 系 , 它 不 具备 自 反 性 和 传递 性 . 

D R, 是 等 价 关 系 ,因为 它 具 备 自 反 性 、 对 称 性 与 传递 性 ， 

.4) К, 也 是 等 价 关 系 , 它 具 有 三 性 . 

5) R; 也 是 等 价 关 系 , 它 具有 三 性 . 

6) А, 不 是 等 价 关 系 , 它 具 有 对 称 性 与 传递 性 ,但 不 具有 有 自 反 
tE. 

173. 设 A={1,2,3): 0] 4 上 的 二 元 关系 有 多 少 个 ? 4 的 等 
价 关 系 又 有 多 少 个 ? 

答 4Xx4 共 有 9 个 元 素 , 它 共有 2 个 不 同 的 子 集 ,每 个 子 集 
都 是 一 个 二 元 关系 ,因此 在 4 上 有 2° 个 不 同 的 二 元 关系 . 

要 构成 4 的 等 价 关 系 , 至 少 要 含有 (1,1),(2,2),(3,3) 这 三 
FEK. 因此 К, = (01,1), 02,20), 3, D 是 元 素 最 少 的 一 个 等 价 
关系 . 其 次 还 有 以 下 几 个 等 价 关系 : 

`Ё;=1{(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)}; 
К,= {(1.,1),(2,2),(3,3),(1,3),(3,1)}; 
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==((1.1),(2,2),(3,3),(2,3).(3,2)}› 
Rij={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2), (2,1), 
(1,3),(3,1),(2,3),(3,2)). 

因此 4 有 5 个 等 价 关系 . 

174.” 设 尺 为 实数 集 , 岗 个 实数 辣 的 直列 关系 娜 些 是 等 价 关 
RLD; 

答 HA“ “акшан. 

175. 设 4 是 平面 上 所 有 三 角形 构成 的 集合 ,两 个 三 角形 之 
Ш TI AREE E 4 的 等 价 关 系 : 全 等 ;面积 相等 ;相似 ， 

答 都 是 等 价 关 系 ， 

176. P s iu ВЕ NR: 和 RUR 是 
不 是 4 的 等 价 关 系 ? 为 什么 ? 

Б LUER RAR 是 4 的 等 价 关 系 ,但 RUR: 不 一 定 是 
4 的 等 价 关 系 . 比如 ,4 一 11,2,3}. 

Ку={‹(1.1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)}. 
Е,= {(1,1),(2,2).(3,3),(1,3),(3,1)} 
都 是 4 的 等 价 关系 ,而 
Е,ЦВ,={(1,1),(2,2),(3,3).(1.2),(2,1),(1,3),(3,1)} 
不 是 等 价 关 系 , 因 为 传递 性 不 成 立 ， 
(2,1), (1.3) Є А, ЏА,, {Н (2,3056 R, UR, 

177. 有 人 说 :假如 集合 4 上 的 一 个 二 元 关系 R 具有 对 称 性 
和 传递 性 ,那么 它 也 具有 自 反 性 ,他 的 推论 方法 是 :因为 R 具 有 
对 称 性 , 即 aRb=>bRa, 又 因为 RR 具有 传递 性 ,所 以 aRb, bRa=> 
aRa- 这 个 推论 方法 有 什么 错误 ? . 

答 ” 这 个 推论 方法 是 错误 的 . 因为 从 上 述 推导 过 程 要 得 到 
аКа ,前 提 是 a Rb 存在 ,但 具有 对 称 性 与 传递 性 的 关系 ,并 不 -一定 
有 此 存在 . 比如 ,4 一 !1,2),R= 101,1)0),А 具有 对 称 性 和 传递 
性 ,但 推 不 出 自 反 性 . 
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三 、 等 价 类 

178. 什么 叫做 集合 的 分 类 ? 

# 设 4 是 一 个 非 空 集 合 , 如 果 4 分 成 若干 个 两 两 无 公共 元 
素 的 非 空 子 集合 之 并 , 则 称 它 是 .4 的 一 个 分 类 . 即 存在 4 的 一 个 
ТЕЛЕ (А156 0 |161) (CT 是 指标 集 ? 满 足 

G) A= UA; 

Gi) 3428 RANA, 
则 称 {4;1i€E7T} 是 4 的 一 个 分 类 . 

179. 什么 叫 等 价 类 ? 

E 设 4 有 一 个 等 价 关 系 ~.VY aE4, 令 

а={х|хЄ A,r~a}, 

则 称 2 是 a 的 等 价 类 ,a 的 等 价 类 也 可 记 为 fa]. 

180. 设 A4={1,2,3,4}, 和 4 的 一 个 等 价 关 系 为 

т == ((1,1),(2,2),(3.3),(4,4),(1,2),(2,1)}, 

求 4 的 所 有 不 同 的 等 价 类 . 

# о 由 一 可 知 :1 一 1,1T 一 2. 故 有 三 个 不 同等 价 类 

1={1,2},3={3},4= {4}. 
181. 8 А=({1,2,3.,4,5},55Ё 
а 65<=> 2 |(а-—Ь). 

1) 评 明 :一 是 4 的 一 个 等 价 关系 

2) 求 出 4 的 所 有 不 同 的 等 价 类 . 

@ 1) 因为 Y 2ЄА,2| (а-а), а-а, -АъҢБФЕ. 

V a,b€ А,а~ 22| (a—b)=>2| (0p—a)=>b—a, 
即 ~ 具有 对 称 性 :. 

V а,ф,сЄ Аас бБ®„бдс—а=®@|(а—6ф),2|(9—в)=>2|(а—с)=> 
ас. Bl— А EEH. 

综 上 和 得手 一 是 等 价 关 系 . 


м 
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2) 1={1,3,5},2={2,4}5 A 的 两 个 等 价 类 . 
182. 设 一 是 集合 4 的 一 个 等 价 关 系 ,Y a,b,cE 有 4, 那 么 
1) аЄд; 
2) Ф ь,сЄа, W ьс; 
3) a=b<—a—bi 
4) Y z,y€ A Ш ==y A т у= Н НО. 
证 1) 因为 一 是 等 价 关 系 ,Y aC A, ба-а, Ш a € a. 
2) Б,.сЄа>Ь-~а»,с~а, НХК У ЭАТ 5 5-с. 
3) 设 a=b, H] a€ а=ф->а ~. 
反之 ; 设 a~byY z€ ¿4,r—a a —b=>z—b=> x€ b, IEE} асс}. 
类 似 地 可 证 5Са. 这 样 а =. 
4) # z y> 2 ШЕ c€ r )y=>c€ х, В сЄ yzpe—z,c— y 
=zr—y=>zr= y. 
183. 集合 4 的 一 个 等 价 关系 ,可 以 确定 4 的 一 个 分 类 . B 
之 ,集合 4 的 一 个 分 类 ,可 以 确定 4 的 一 个 等 价 关 系 . 
这 里 只 用 例子 来 说 明 . 
设 A= {1.2,3,4,5),& A= {1,2}, A= {3}, A= (4,5), Д) 
4 分 成 三 类 , 它 所 确定 的 等 价 关 系 为 
--=<=={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4).,(5,5).(1.2). 
‹(2,1),(4.5),(5,4)}, 
再 设 4 的 等 价 关 系 为 
К={((1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,2),(2,1),(1,3), 
С3,1), (2,3), (3,2),(A,5),05,4)), 
则 这 个 等 价 关 系 所 确定 的 等 价 类 为 
В,={1,2,3}=1,В;= (4,5}=4. 
Ж 从 上 述 例子 可 见 , 由 4 的 一 个 分 类 作 相 应 的 等 价 关 系 
时 ,只 要 规定 属于 同 - -类 的 元 素 彼 此 等 价 即 可 . 反之 ,给 一 个 等 价 
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关系 ,只 要 把 它 的 所 有 等 价 类 求 出 来 ,就 得 到 了 此 集合 的 一 个 分 
类 . 


四 、 剩余 类 
184. 设 ”为 自然 数 ,Z 是 整数 集 , 规 定 
a—b—n|(a—5),V а,&Є Z. 

1) 证 明 : 一 是 2 的 一 个 等 价 关 系 ; 

2) Z 共有 多 少 个 不 同 的 等 价 类 ? 

证 1) 仿 第 181 条 可 证 ， 

2) 下 

2={+*,—2я-Е2,—п-Е2,2,я-Е2,2я-Е2,<}, 

карто АРИБИ Е ЕИ, РЕ е yy saq, 

Oa 
共 得 出 n 个 不 同等 价 类 . 

由 于 和 任意 整数 mEZ, 都 有 mw 一 ng 十 +;, 其 中 0<<r—a, N E E 
何 整数 属于 生 仅 属于 0,1,…，…,7I 之 一 . 

185. 什么 叫 模 = 的 剩余 类 ? 

E Ил ЕЖЕН, б а,БЄ7, Н п| (аЬ), а,Ь Æ 
. 于 模 п jR. 记 为 a=6C(modn) , 简 记 为 a 三 b(n). 因此 第 184 条 
的 等 价 关系 可 改写 为 

a—b<— a==5(modx). 

从 第 184 ЖЖ. л i. Z 分 成 4 个 等 价 类 ;0,1,…， 

”nn 一 1, 其 中 每 一 个 等 价 类 都 称 为 模 的 剩余 类 . 


五 、 和 矩阵 的 初等 变换 与 初等 矩阵 
186. 什么 叫做 矩阵 的 初等 变换 ? 
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答 下 面 三 种 变换 的 每 一 种 都 叫做 对 和 矩阵 作 了 一 次 初等 变 
Ж. 

1) 交换 矩阵 两 行 ( 或 列 ); 

2) 用 一 个 非 零 数 乘 矩 阵 的 某 一 行 ( 或 列 ); 

D 用 -个 数 乘 矩 阵 某 一 行 ( 或 列 ) 加 到 另 一 行 ( 或 列 ) 上 去 . 

注 “ 对 矩阵 的 行 作 若 干 次 上 述 初 等 变换 , 称 为 对 和 拖 阵 作 了 行 
初等 变换 . 对 列 也 有 类 似 地 说 法 . 如 果 对 某 . -矩阵 既 作 了 行 初 等 
变换 ,又 作 了 列 初等 变换 ,就 乱 统 地 说 成 对 矩阵 作 了 初等 变换 . 

187. 什么 叫做 初等 矩阵 ? 

Ж ”由 单位 矩阵 经 过 一 次 初等 变换 得 到 的 矩阵 , 称 为 初等 矩 
阵 . 具体 地 说 有 下 面 的 三 种 : 

1) 互 换 单位 矩阵 第 i 行 与 第 j 行 而 得 到 的 初等 矩阵 , 记 为 
Plij); 

2) HEFY с RAMEE i 1RR с 5 P 
G(ce)); 

3) 把 单位 矩阵 的 第 ; 行 的 倍加 到 第 i 行 而 得 到 的 初等 矩阵 
记 为 PG, (kD). 

Ж ”对 一 个 ;xn 和 矩阵 4 作 一 次 行 初等 变换 就 相当 于 在 A 的 
左边 乘 相 应 的 一 个 xs 初等 矩阵 ; 作 一 次 列 初等 变换 蒜 当 于 在 А 

188. ”初等 矩阵 是 否 可 逆 ? 如 果 可 道 ,请求 出 它 的 道 矩阵 - 

解 IPG.) |=-—1,PG,jDBDBE PG. j = PG, р). 

IPED |= PENTE PGE i= PE). 

IPG JD] =1, PG, JANI, 

PG, jD =P, СА). 
189. 矩阵 的 三 种 初等 变换 是 不 是 独立 的 ? 
答 不 是 . 因为 
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Pli, 3) = PC iC) * PG, jG1)) + PGG, iC—1)) + РС 1)). 

| (1) 
Су Н, 16 у ry ЗЕЛЕ, арр НЕЧ 55 F0) DS 
类 初等 变换 所 取代 . 换 铝 话说 ,三 种 行 (或 列 ) 初 等 变换 中 ,独立 的 
只 有 两 个 ,好 用 РОСА ЗЕ ЗНЯВ Н PG, 1023 (sk f 
PH- EE. 


六 、 БЕЕН — ам —— = 

190. ТАЕ ПТ? 

Б 设 4,8B 都 是 数 域 P 上 的 nxm ЖЕЕ, MEH A 经 过 若干 
个 初等 变 模 得 到 8, 则 称 4 与 p 等 价 , 记 为 АВ. 

191. 等 价 是 不 是 和 矩阵 间 的 一 个 等 价 关 系 ? 

答 设 MM 是 一 切 nxm 矩阵 的 集合 ,规定 : 

ARB<—> AB,Y А,ВЄ М. 

可 以 证 明 屋 是 以 的 一 个 等 价 关 系 . 

192. ЖА R nXm ЖЕ, 4=r, 则 
E, °) 
о о 

193. ФА 为 上 xn 和 矩阵 , 则 4 可 道生 >4 可 表 为 有 限 个 初 
FERE ZR . ` 

194. 设 4, 忆 都 是 sx 矩阵, 则 ASBES Е s ИрИ 
BE P уп Ирр Q , E 

A= PBQ. 

195. А,В #85 хл EBE j| AxB k 4 一 秩 B. 

证 必要 性 设 4 二 B, 则 4 二 PBQ, 其 中 P,Q р 
阵 ,所 以 秩 А = #6 В. 

充分 性 ” 设 秩 A= B=r, Ж 192 ЖШ 


<| 
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E. 0 E, 0 
а= |7 N B|, 21; 
再 由 对 称 性 与 传递 性 得 A— B. 
196. 设 M 为 一 切 nXn 矩阵 所 成 的 集合 , 则 
M=M UM, U UMs 
其 中 M, 为 一 切 秩 为 的 nxXn 和 矩阵 所 成 的 集合 (二 0,1,… ,nn). 
证 由 于 和 矩阵 的 等 价 是 几 的 一 -个 等 价 关 系 ,由 此 得 到 24 的 
不 同等 价 类 .由 第 195 条 知 ， 相同 秩 的 矩阵 在 同一 等 价 类 中 , 而 
zX” 和 矩阵 的 秩 只 有 z 十 1 种 可 能 :0,1,…,n. 
注 DM R -TEER 0. M, 为 一 - 切 可 道 第 阵 所 成 的 集 
合 ,特别 地 ,EE,E Me 一 般 地 有 : 
[Е 9 | 
Í esa 
@ 车 M J: — t] nX m EE Ë Er ВО 4 2 , Til 
M=M UM U UM, 
Hp А=тїп{л,»},М, 为 秩 等 于 : 的 一 切 n X m РЕВА. 
197. ”什么 叫做 矩阵 的 标准 形 ? 


Е, 
ж ШЛ ях т EE RAAS] 


M.= 


0) N 
| ЖЕ: 
E, 0 Е 

É ‚| 为 4 的 标准 形 


Ж 思 由 于 后 面 还 要 介绍 对 称 矩阵 的 合同 标准 形 , 方 阵 的 相 
似 标 准 形 , 因 此 ,这 里 应 该 称 为 在 等 价 意义 下 的 标准 形 .… 

D 移 阵 等 价 意义 下 的 标准 形 是 叭 一 的 . | 

@ чн RE KY ER ЕЕ 29 58 S SE ВЕ, a ве пуна ЕП] Б) і 
一 系列 初等 变换 化 为 单位 矩阵 . 

198. 只 用 行 (或 列 ) 初 等 变换 能 否 求 出 矩阵 的 秩 ? 能 否 解 线 
性 方程 组 ? 
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E ”只 用 行 (或 列 ) 初 等 变换 可 以 求 出 矩阵 的 秩 ， 只 用 行 初 等 
变换 可 以 解 线性 方程 组 . 但 如 果 用 列 初等 变换 ,一 般 不 能 得 到 同 
解 线性 方程 组 . 

199. Ё тхл Ж Е А = (а; ,ао,, oa) 经 过 行 初 等 变换 化 为 
矩阵 B=(B,B,, ,8,). 证 明 :如 果 š 

kia ha, ha, =Q, (1) 
Ж А 

| kið, +B, ek pa = 0. D 
反之 亦 然 . 

证 由 假设 知 ,存在 mxXm Вр P 6 B= PA, ИВ 8, 
= Pe, G=1, 2," n). 

先 证 人 1) 之 (2) 由 1) 成立, 则 | 

0 =P (kiai t kat + kna) 
=k, Pa j+ Ë,Pa,+ +k, Pa, 
， =k p Hkh tH kB.. 
ИЕ (2)=> (1). 由 于 
| 0 =k 3-ЕА,$%,-+Е5-ЕА„Й8,„ 
=k, Pa +k, Pa, +-+ b,Pa, 
=P (km Hira tH tka), 
用 POER EK BO). 

Ж “对 矩阵 施 以 行 初 等 变换 ,不 改变 列 向 量 的 线性 关系 . 

200. 对 一 个 已 知 线性 方程 组 作 若 干 次 行 初等 变换 ,得 到 一 
个 与 原 方程 组 同 解 的 线性 方程 组 . 

证 设 线性 方程 组 为 AX=B, HP 4 为 mxXn 和 矩阵 ,B 为 nm 
X1 答 阵 , 令 增 广 和 矩阵 为 万 = 《4,8B), 由 于 若干 次 行 初等 变换 相当 
РЕЖ 8 mXm ОЖ ВЕ 已 ,因此 新 方程 组 为 (P4) 和 一 PPB ,于 
是 

X, 是 AX= B HR AX, = Bé (PA)X,= PB. 
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201. А пхп ERE, A=. ЕВН: п Bi НЙН BF 
P PAP ' 的 后 nn 一 r 行 全 为 0， 

证 由 第 192 ЖА, ff # = BV ul um EF PH Q, ië PAQ = 
[Ё- 


"| 那么 РАР? =” |7 Hp T=Q PA aD ВЕ 
lo ol 0 o’ 


R r pas” o EARR RA nr NEIE. 
202. 1) 把 矩阵 | ” 。 | 表 成 形 如 | 。 ”| 与 | Уер 
之 积 ， 
2) 设 4 二 |” | 为-- 复 给 隆 ,141=1 ,证明 А 可 以 表 成 形 如 


sb ене. 


证 D 因为 4 天 0, 用 第 三 种 初等 变换 将 |。 ”| 可 变 为 


sss ү шт 
0 а>! a 1/10 1 1 1100 1 z 
2) 当 азо 时 ,可 证 | 
p ALa ШОЛ. e 
从 而 由 (1),(2) 两 式 得 | 


A СОЕ оо 


ат 
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24 a=0 В, 1= (А | =ad—be= — be, ВЕ c 关 0. 因为 

h JG a-lo ЈЕ а 1 
所 以 a s... 
азо 的 情形 知 , |” “| 可 表 为 若干 个 | ”| 与 


a 


| 。 аре т 能 次 成 若干 个 形 如 [，。 ”| 


É 828. 


203. ЖАД nx >n  ,}А|=1,ИЕННД.А 一 定 可 以 表 成 
PCG,7(&)) 这 一 种 初等 矩阵 之 积 . 

证 设 妇 =(aj), 对 用 数学 归纳 法 .第 202 条 知 当 n=2 时 
结论 成 立 , 归纳 假定 结论 对 n 一 1 成 立 , 再 证 结论 对 x 成 立 . 不 失 一 
般 性 ,假设 an0 (因为 由 i141| 壮 0, 可 用 第 三 种 初等 变换 把 4 的 
某 个 不 为 0 的 元 变 到 (1,1) 这 个 位 置 ), 则 


ап С Gir 
е Е 1 ж a'on 
Р‹2,1б(ал!К1—а,!))А= + 
а а | 
1 ai 
1 #85 , š 
Р(2,1(ау!(1—а))) АР(1,2(1—ац))= шы es 
Aal ке 好 rn 


将 (1) 式 右 端 经 过 若干 次 第 三 种 变换 PCG,1(8)), 可 化 为 
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| 1 0 ... O 


| А = В, RR AT eT, В. (2) 
+ 1 
0 


其 中 Rove R. Ti eT, ЖЖ = ЖШ. 
由 于 141=1B81= 18, |=1, 8, 为 (x 一 1) 阶 方 阵 , 由 归纳 假设 ， 
B, 可 以 表 成 第 三 种 初等 矩阵 (一 1 阶 ) 之 积 , 即 B =P, P, 令 
q=| i usa. 
P, 


则 Q, 5393 = fi) 8536 BE: , Н 


5=| СЕ 1-е Q 3) 
и Р, Ру r е 


А=К eR Qe QT TT (4) 
ORAR EA E ВЕЕ 98 PRE ВЕ. 
204. Ж @ УС) н) Җ#Н йй Ж ERKA , SK FK SE РЕ 
为 列 ( 行 ) 满 秩 的 , T А Ж > РЕ, 


E, 
1) A К> ЕТЕ m>X m nj iñ ЕЕ P 使 4=P| | ; 
2) А ЕЕ РЕ rx рН Q f: A= (E, 000. 
| 证 1) 充分 性 是 显然 的 ,下 证 必要 人 性 . 设 秩 4==>, 则 可 通过 
行 初等 变换 ,使 4 变 为 前 > 行 线性 无 关 的 В, fE mxm F] 2 5E 
В, 
БЕР, 使 PA 一 B=| | ,其 中 Bi 为 -Xr ИЖЕ. 令 Р,= 
pa 0 
0 Enr 


H (2). (3548 


|w 
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再 令 


Е, 0 Е, 
Р, | И ‚„Р.=Р,Р,Р,, pali А 
| Е, | 
$ P=P' РЕ А=Р| | |: 
类 似 地 可 证 明 2). 


+. 分 块 矩阵 的 初等 变换 

205. 什么 叫 广义 初等 矩阵 ? 

答 下 面 5 РКВ КУГ АЛАН ЕЕ. 

0 Ё, А 0 E, 0 Е, C Е. 0 

ао а е Ее 
其 中 4 Е mx m НЕЕ, B 是 nXn [Ж рЕ,С 是 т хип 矩阵 ， 
D E: nx m #.. 

Ж г X 4J3FEEE S ЯЛЕ КЕЛ ЕШ E 28416. ERX 


.初等 矩阵 之 一 ,相当 于 作 一 次 行 变换 , 右 乘 一 次 相当 于 作 一 次 列 变 


换 . 这 样 的 行列 变换 称 为 分 块 和 矩阵 的 初等 变换 . 
@ 广义 初等 矩阵 都 是 可 逆 和 矩阵 , 且 | 


$ Te Fa) [4 S O .| 
E, 0) le, 0110 EJ lo Ej): 


Т т 
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HNE. 1) 用 初等 变换 ;2) 利用 分 块 矩 阵 的 初等 变换 ， 
W 1%. 


2) + В= |! | 则 4=| 
т 1 —1J' B —В 


0 —2В -~E Е 
但 B-: 一 亏 B, 所 以 
B В В В 
2[в\ в) 4\В —BJ 4 


207. iZ A,B ASE nxm fl mx n 8 ВЕ, ШЕЕ: 
|E,— АВ|= | En— BAI. 


证 因为 
En E, ГЕ, 
E p Tk И (1) 
di 


对 (1)、(2) 两 式 两 边 取 行 列 式 邮 得 欲 证 的 等 式 . 
208. i A,B TIE nXm Ж тп ЖЕЕ, А50, 
ДЕ, — AB| = А" [АЕ – BA]. (1) 


证 т=п, 
0 ErE BIO E) (АЕ А 
[Г б р к ЫР z)” 
PPAR JIA, BMA JAE, —AB|= АЕ, - ВА|, ВВС З. 
当 пл 时 , 令 в [80 .41 一 (4,0).x, 风 由 上 面 的 证 明 
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知 
|AE,— А, В, | = | АЕ„— В.А, |. (2) 
但 是 
В 
дв, са0 [7 = АВ, = (3) 
ВА 0 
вл | . (4) 
о 0 
则 
АЕ, – А,В, |= |AE,— АВ |, (5) 
AEn m ВА 0 
[АЕ—В,А,|= 0 АЕ. 
= А" |АЕ,– ВА]. (6) 


将 (5)、(6) 代 入 (2), 即 得 (1). 
注 Ф ARPA Sylvester 公式 . 
D 这 公式 说 明 AB 5 BA 具有 相同 的 非 零 特征 值 . 


л. 和 矩阵 的 第 二 种 等 价 关 系 一 一 合同 
209. 什么 叫做 矩阵 的 合同 ? | 
E #А,В# ESO Р LI nxn EBE. 车 存在 P 上 的 nx 
n uj н T iË B=T AT, ШАТЕР LERT B.,i А=В. 
210. МЕН 0 n ПУРЕН, MEERE M 
的 一 个 等 价 关 系 . 
| 证 V ACM, 因为 A=E'AE, 所 以 4 六 4, 即 人 台 同 具有 自 
Б. 
V А,ВЄ M,# 4 三 B, 则 存在 可 逆 阵 了 ,有 B=T АТ. 所 以 
A=(T Y BT, B} B=4, 即 合同 其 有 对 称 性 . 
V A,B,C€ M,# A=B, B=C , WHET A ЕТ 5,9 B= 
T'AT,C=S BS. 从 而 C=(TS) 4(TS) ,所 以 4=C, 即 合同 具有 
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传递 性 ， 
故 合 同 是 一 个 等 价 关 系 . 


A. 气 阵 的 第 三 种 等 价 关 系 一 一 相似 

211. ЖАЖА? 

答 BA BRERA Р E нхо ЖЕЕ. 若 存 在 P 上 的 nx 
n AER Т, В=Т-'АТ.Щ# 4 5 B 相似 , 记 为 A~B. 

212. 矩阵 的 相似 是 不 是 一 种 等 价 关系 ? 

Ж 设 M 为 数 域 己 上 一 切 nxx 矩阵 所 成 集合 , 仿 第 210 条 
可 证 “~” 是 М 的 一 种 等 价 关系 ， 

213. 息 阵 的 三 种 等 价 关 系 : 等 价 . 合 同 、. 相 似 之 间 有 和 什么 关 
系 ? 

答 ”因为 两 矩阵 等 价 所 > 具有 相同 的 秩 , 因 此 合同 一 定 等 价 ， 
相似 也 一 定 等 价 . 反之 不 然 ， 

合同 与 相似 一 般 说 来 两 者 之 间 没 有 什么 关系 , 即 合 同 可 以 不 
相似 ,相似 也 可 以 不 合同 . 

214. i A Ë n ERE, ШЕН A— A. 

ш FETA АЖЕ POR ОКА) 

аА) 
d, (à) 
Р(А)(АЕ ANQ) = А ‚ a) 
d, (A) 
其 中 DA, dA, di 为 4 的 不 变 因子 . 对 (1) 式 两 边 取 转 
Е, Д] 
аА) 


: d,Q) . 
Q WAIA P'O = А + (2) 
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《1)、《2) 两 式 说 明 4 与 4 有 相同 的 不 变 因 子 , 所 以 A— A'. 
215. # ЖР ЕҢ А~ В, ШУ f(z)E Plz), 有 
/CA)— РВ). 
证 И /(r)=a,z"+ aras 5 B=T OCAT, 
2 В^= ТУА k= 1,2,1 m. 
于 是 /(B)=a,B"--- ta B+ a E 
=anT A"T + +a T AT +a T ЕТ 
=T aná” H e tan Ata E)T 
=T—1f/(A)T, 
即 fCA)— f (B). 
216. ”如果 A, BRE n ИВЕ, Н 4 可 逆 , 证 明 AB— BA. 
证 EA AB=ACBA)A™, ИЦ AB— BA. 
А | Р А O в 0 
217. 8 4~B,C~DD, 证 明 [ | -| б | 
Ш iZ ACRA nX n M m x m ЖЕЕ, НЕ, {ДЕНИН 
| T 
# T.S. A B=T-1AT', D=S 1CGS. $ P= | | ШР ий, 


且 


| Ро de 上 г АЕК 0: 
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一 、 定义 

218. ”和 什么 叫做 向 量 组 的 秩 % 

Ж 设 P' 一 {(ay,…,as)|a;:EP} 为 n 维 向 量 空间 ,a ,*… ,a € 
P” saisai, 为 向 量 组 oy,… ,a 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 则 称 > 
为 向 量 组 mw ,…… ,ar К, Жс (азза) л. 

ШЖ а =а, == ++ а, ==0, Ж {аз an) =0. 

Ж 在 一 般 线性 空间 中 ,可 类 似 定义 向 量 组 的 秩 . 

219. 什么 叫做 矩阵 的 秩 ? 

答 i А = (aj) 05709, 是 4 的 行 向 量 ,9 ---, 8, 3 А 
BIJE ERE 4 的 秩 可 以 有 三 种 定义 方法 : 

1) Ж 4A= 秩 {a ,a,}; 

2) Ж 4= 秩 {8,,…,B.)， 

D # 4 中 存在 一 个 上 阶 子 式 不 等 于 0, 而 一 切 & 二 1 И 
都 等 于 0, 则 称 上 为 4 的 秩 , 并 记 为 秩 4A=%; 特 别 地 , 当 4A 二 0 时 ， 
规定 秩 ASO. 

220. 年 阵 的 行 秩 等 于 矩阵 的 列 秩 ， 

221. НЕ 4 的 行 秩 等 于 < 拓 >4 中 有 一 个 * 阶 子 式 不 等 于 
0, 而 一 切 ~ 十 1 阶 子 式 都 等 于 0. 

+ 他 由 第 220.221 条 可 知 第 219 条 中 和 矩阵 秩 的 三 种 定义 
是 等 价 的 ， | 

© iZ АЖ хп ЖЕЕ, ДРЕ А<тїп{зәя). 

222. ЙАЖ5хХпЖ  .Р A s ИО F£ Q 29 п Er n] 2 B 
BE, DU 


Ж A= (РА) = (АО) = (РАФ). | (1) 
Ж 〈1)? 式 说 明 初 等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 . 
223， j A 3 n ГЕР, Д 4 прі => 秩 А = п. 


二 、 求法 
224. ЖЕ 
2 —4 3 一 3 5 
А=|1 —2 1 5 | 
1 —2 4 一 34 O 
的 秩 . 
E ”因为 
. [1 一 2 1 5 3 1 —2 1 5 3 
4 一 ~| 1 —2 4 —34 | 一 0 3 一 39 -4 
2 —4 3 —3 5 0 0 1 —13 —1 
1 一 2 1 5 3 
mt 0 1 一 13 a; 
0 0 0 O 0 
所 以 秩 A= 2. 
225. 设 nn 阶 非 零 实 方 阵 有 4 二 (ai), 且 141 的 每 一 个 元 素 а, 
都 等 于 它 的 代数 余子 式 Ap RE A. 


ж 不 失 一 般 性 ; 设 (aa r Ain) O0 , 则 
[4! = аА, Ta, Аг | anA; 
а Ра +. Ба 0. 
УТЫЖ. A=. 
226. ЖЕ 


м м ми 

№ ~ Ф — 
ою 
< 

о wW ке A 
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的 秩 . | 
# IER 4 施行 初等 变换 得 
1 7 17 3 
0 4 10 ] 
А —-A,= в 
D 4—7А 10—174 1—34 
I 0 0 0 0 
1) 当 4 一 0 时 ,显然 秩 А,=2, A=2; 
2) 当 А0 В], | 
r1 7 17 3 1 0 0 O 
А, 0 4 10 1 ы 0 4 10 1 | 
0 一 74 —]7А 一 34 0 7 17 3 
0 0 0 0 оо оо 
5. Ф А=3. 
227. R FIJE REH Ek: 
f 1 1 : 1 1 1 
a, | 4 as a, as 
A= at aš аў aš а? I 
a, aš аў аї аў 


(ai 十 1)3 lat (a,+1)' (atl) (a,+ 1) 
Epy 1563 Бф, азёа,.1.7=1,2,3,4,5. | 
解 ” 和 矩阵 A 是 一 个 5 阶 方 阵 , 因 其 第 5 行 是 第 1,2,3,4 行 的 
线性 组 台 , 故 141=0, 即 5 阶 子 式 等 于 零 . 而 
] 1 1 1 


ар 4з а, Gi 


D,= Æ0, 


2 


ai аў at а 
a а} æ а 
即 4 中 有 不 等 于 零 的 4 阶 子 式 , 故 秩 A=4. 
228. 1) АЖЕ г 的 n 阶 方 阵 ,47 二 m4, 其 中 束 关 0, 则 
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mE, 0 
ЛЕТНЕЕ 了 ,使 | | NL 


2) Я „ИЖЕ A= (а) у B= 二 diag(n,0,…,0), 其 中 
a = lG j=l, 2 esn). 
WER ДБ ДЕН] m T, iE ТОАТ = B. 
证 1) 由 假设 知 x 一 mz 为 4 的 零 化 多 项 式 , 它 无 重 根 , 且 
特征 值 为 亚 或 0, 又 由 秩 (4)==r, 从 而 存在 可 逆 阵 全 ,使 


m 


m mÈ, 0 
TR д 


2) ШР Ж‹А›=1,А%#=лА,Щ Eñ 1), 存 在 可 道 阵 了 ,使 
T'AT =адіар(п,0, + ,0)= В. 
229. 设 有 一 组 互 不 相等 的 非 零 实数 219225592. H zi + x; 
+H х, = 0, ШЕ Е : 


1 1 1 
Ti Ta А 
А == ... 
XT одр" ж 
2х1 = х 
的 秩 为 x 一 1. 
证 由 第 387 条 知 


lA|=([ Da) П az) =o, Е 
所 以 秩 А< л 1. 
-AM AA 4 BJ п—1 阶 顺 序 主 子 式 
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= ТЕ ca), 
ISi l 
ась А 
所 以 秩 А2еп—1. АП А==п — 1. 
230. 求 下 列 axa 矩阵 4 的 秩 , 其 中 


1 a a wnt а 


а а а = 1 
ж D 当 4=1 时 ,显然 秩 A=1. 
2) |А|=‹1—а)" ltl (п — 1)а). 


G) 34 а51 Н 1 十 (x 一 1)a 关 0 В, 1А |520. Ј. Ф A=n. 


阶 顺 序 主 子 式 
А, | 一 (一 a) 51 十 (一 2)a] 天 0， 


《否则 1 十 Cn 十 2)a 一 0,1 十 (na 一 1)a 一 0, 则 a 一 0. FAN A= 


n—i. 
231. Ё А = (a;;) JE n ЗЕЛ ,Н 
ах 220,2 1,2, ns 
a, <0,:2# Р. j=l ys t; 


` 
2 aj=0,i=] '@уз=*,п› 
财 秩 А=л—1. 


(1) 
(2) 


(3) 


证 把 有 A 的 各 列 都 加 到 第 1 列 , 由 (3) 式 得 第 1 列 全 为 0, 于 


是 |141=0. 
考察 14| 中 an 的 代数 余子 式 
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有 
由 (1)、(2)、(3) 知 Au 是 严格 对 角 占 优 的 , 即 有 


” 
РА 

а:2> =? [а;;|›ї==2,3,'е›п, 
= 


не 


Ж 21.320, ТИЖ А = п — 1]. 


A 1 2 —3 2 
232. za- —3 2 1 ' en. 


2 —3 2 
解 今 2 1 —1 一 0, 解 得 а= 3. 
2 —1 # 


1) 3⁄4 zz 立时 , 秩 4 一 3. 


2) 当 и= Rt, U 
н E 2 1 2 —3 2 А 
ASE = чуге ЕЕ 2 1-1 e 


№ — 2 一 1 4 -2 4 —2 1 22 


2 

1 2 一 3 1 2 一 3 2 А 
一 8 一 8 5 ка o s- 8 —8 5 ма |, 

0 8 —8 5 2-+2 0 2%—Л—- 
而 248 — А2 — А= А(2А+1) (4—1), 

G) 5 к=-ЕҢ АЕ (0,1, 1388, А3, 


233. 8 5Хл 矩阵 4 二 (a) 的 秩 为 r, 并 设 4 0—1 r 阶 子 
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式 
а», aij 
#0, са) 
а» а; 
a 
S А=| i |= BD ата 5 А ВТ, po, 
а, 
为 4 的 列 向 量 , 则 


1) qi sai 为 ay,… sas 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ; 
2) 8; ，… ,Bj 为 Bot 8, 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 
证 1) 令 | 

[ Yi, = (ай КТ ,а,;,) В 


+ ааа оаа ава аав ате онь 
(а оока) 
ACCORA Y 5,7: 线性 无 关 ， ЛАТТЕ К Ж asss ai, 后 也 线性 
无 关 . Хаа) =, азза, 就 是 ma 的 一 个 极 大 
线性 无 关 组 . 
2) 类 似 可 证 . 
234. ЖА 5 n BIELE, REHA) =n. 
证 因为 4 的 特征 值 只 能 是 0 或 纯 虚 数 , 从 而 一 1 不 是 4 的 
特征 值 , 即 
|(—1)E—A|¥0,|1E+AI0, 
秩 (E 十 4A) 二 nn. 


=. 和 矩阵 的 运算 及 秩 的 变化 
235. # А=# д = А (РА), Ж 250. 
证 ”由 秩 的 定义 可 证 . 
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236. 1) # = HEDJBR2H( ) 可 由 维 向 量 组 (线性 表 出 ， 
10:409640 ); 

2) {ү RAR A HE Ж. 

证 01425 Ж. 

237. #CA+ B)< Ë A+ # В. 

证 А,В ЖЕ :хл HEF. Н 

А = Ca, a. B=. (8... 8.5, 
其 中 a 和 分别 为 4 与 BB 的 列 向 量 ,那么 
А+В= (а +8,,-*,а, t 8.2. 

ШЖ А-г, В=:, Н ans о, 与 В, 分 别 为 a1,… ,a 与 
Bi，,…,B, 的 极 大 线性 无 关 组 ,那么 pe 可 由 anes 
G; биз” 80, 线性 表 出 . 由 第 236 ЖА 

秩 (A 十 B) 二 秩 ({@ai 十 Bi,… ,a 十 BB,} 

«(од v al B; 85.) S rtt = В A+ ФЕ B. 

+ A-B) 4 十 秩 ( 一 B) 一 秩 4 十 秩 В. 

D ВА ВУСТ А-ТЕ В.И h t, 为 任意 常数 . 

238. 1) ЖС(АВ)<тип{Ж А, В), 

2) ЖАА AD Smin {Pk А,,Ж А, Ë A). 

239. ЖА у тхл ЖЕЕ, В A пхт ERE, ncm, П] 
АВ |=0. 

证 it ABA mx n р, Й] 

#k(AB)=<#E А<піп(т,п) =п< т, 
[АВ |=0. 

240. 薛 尔 佛 斯 特 (Sylvester) 公 式 设 4,B 5 s> n 与 

nxm Ж ВЕ, WJ 
Ж A+ Вп k CAB). 


ы е >. Б Ж. 
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HDA 
af” C] É EE. 十 秩 (一 4B) 一 x 十 秩 (4B). 
A 0 
但 
ali [2 Е >R A+ Ë B, 
A 0 0 A ; 
由 (2)、(3) 式 即 得 欲 证 之 不 等 式 ， 
注 由 此 可 知 


# А+ЖЖВ—я<Ж‹(САВ)<шп( А, Е В). 
241. 佛 罗 扁 尼斯 (Frobenius) 不 等 式 
АВС) > (АВ) -+k (ВС) — P(B). 


(2) 


(3) 


证 iZ А,В,С 910 sXm,mxn,nx: E, Н B=r. 由 
满 秩 分 解 知 B= B.B,, Н B,, B, 分 别 为 由 Xr 5 rX n SE EE, H 


秩 В, = В, = ғ. 故 


CAB) = (АВ, В,)<Ф(АВ,); 
(ВС) =k (BB; CO) < (В,С). 
将 (2).(3) 式 代入 (1), 即 可 得 出 结论 . 
242. ÜQ 9 kX k НЕ, т.п 为 非 负 整数 , 则 
1) ENHE”) SRTR"); 
2) EHER) 007"). 
证 1) $ A=Q",.B=C=Q", h Ж 241 条 得 
PKT) RHR — BE (Q"). 
2) & А=6"',В=69",С=0"', Ж 241 条 即 得 2). 
243. АЕ) = р, ОВ Е) = а, W] 
Ж(АВ--Е)<р-+9. 
证 1 因为 4B 一 E 一 A(B 一 E) 十 A 一 E, 所 以 
ЖЕ САВ—Е)<ЖСАСВ-—Е))-+%Ж}(А—Е) 


(1) 
(2) 
(3) 
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=ЖЖ(В—Е)+Ж(СА—БЕ)= р-на. 
证 2 H AB-E=(A,E)| 5) , 故 
А=Е 
Ав ев БВА P 
A— E 
= 2+9. 

244. R A Ek S r ËJ тхл SEE, А A PIER s ITE s> n 

+E BE В, Д] | 
Ж Bèr+s—m. 

证 4 中 去 掉 一 行 向 量 , 其 秩 最 多 减 1, EE B 可 视 为 A 去 
Pë т s 个 行 向 量 后 所 得 的 手 阵 ,因此 五 的 秩 至 少 是 — (т 5) = 
r 十 5 一 类 ВЕ Во>ғ--5 — т. 

245. AR m X n EE, RREH s. C 为 4 中 任意 + 行 .t 询 
交点 上 的 r Xi 个 元 素 按 原 相应 位 置 组 成 的 子 矩 阵 , 则 - 

ФЕ Ceèrẹ+st+t—m—n. 
证 C 看 成 是 从 4 中 任 取 - 行 ( 即 删 去 六 一 > 行 ) 所 作成 的 > 
Xn EE 8, 由 第 244 条 知 
秩 B2Z:s— (т ғ); 
В ЕД е Ж ОЕП 2: B WEE n—: 列 ) 所 成 的 rxt Ж ЕЕ C, tt 
有 
Ë C 2>#k B—(a—t)22s— (m—r)— (nt) 


=r+s+t—m—n. 
246. АЖ mx n EFFE HR A=r P= (р) sXm ФЕ, w. 
其 中 Ри = рь = pu =1,R.#g:tG 3 SFE; Q= (0) n> t $E 


Ё ,其 中 Фи 290 = =q =l RREFEN 
1) Ж(РА)2>®+>—т; 
2) 秩 (AQ) 之 1 十 r 一 3 
3) (PAQ) 2k+i+r—m—n. 
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证 $ BH ABB k ЯТ ЖП) kX n TERE, CH ARAT: 
列 构成 的 mX! PERE D 为 A ВОВА 4r ЕТЕ 36 X. 4 BF 00 56 Ж 
TER A ЖИЙ ЛЕ FJ ВАН & > 1 FERE, А 
1) pa=(9). 因为 秩 A=r, Ш B2r— mk), М 
ЖОРА) = fk B>k+r—m. | 
2) А0 = (С,0), АЖ А =г, К Cr (n— I) AA 
CAQ = Ж C 之 1 十 r 一 n. 


В D 0 2 
з) РАФ | |. О D 39 A ZE ЕЕЕ 
Е. НУВ A==r, Н А 0 тхл НИ PR(D)Z+r— (m —k)— 


(n — 1) t 


#(PAQ)= Ж 0р) +r тп. 

247. Ж 4 ,4 A, Е л ИЕ. Н АА-А =0, Д 

秩 А, А, Ë А, < (т 1)л. 

证 由 第 240 条 有 

O SRA Ar An) = RRCA CA Am) 
之 秩 А,+Ж(А, А.) n 
之 秩 A,+ # А, HERCA An) 2722 
> 4 十 秩 hy 十 … 十 秩 А. – (т 1л. 

故 

Pk 4 十 秩 Artet Ek А„<Оол—1)л. 

248. WIERE A=(ap) у mXn EE EE, ША 的 秩 为 0 或 ] 的 
充分 必要 条 件 是 存在 m+ n ЯЗ ciers cab brs ,6 ,使 得 

a; = e;b; ¿= 1,22, | mm; = 1,8,7 n. 

Ш 先 证 必要 性 . 设 秩 A=0 sk 1. 着 4 的 秩 为 零 , 旭 ;= 
O= esm j=l en FERRER с Ер b, 全 为 零 中 知 结论 成 
DAR 

Щщ ж А=1 时 不 妨 设 (an rans ai 0250, В 
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(aa, Ga за.) =C lan rdis б ,аы),4==1,2, ,mn, 
则 a= cb; ЖФ бухар 1.2. 1" sri ,7=1,2 7" n. 
ІЛЕ. REK Cirt?" yy rb: be," yb, 


使 得 aiT cibi =l, mI], 
记 A= Cel cs sss c.) B = (Б, фо, bn)’ 
出 А==(а„)=А'|В,. 


于 是 Ж А<пип(# А, В,)<1, П A=0 3 1. 

249. 设 齐 次 方程 组 AX=0 和 BX=0, HF А,В УД U 
sxn т Хп EE ЯА 

1) 车 4X=0 的 解 都 是 BX=0 的 解 , 则 秩 А> В; 

2) ЖАХ=0 与 BX=0 M, ШЕК А= В; 

3) Ж AX=0 的 解 都 是 BX=0 的 解 , 目 秩 A= #* B, 则 AX = 
0 与 BX=0 同 解 . 

证 设 W 5 W, 23i AX=0 5 BX =0 的 解 空间 , 则 

dimWi 一 n 一 秩 A， dimW,s 一 mn 一 秩 В. (1) 

1) 由 假设 知 W EW: Д] dimPisdimW: 由 (1) 式 可 得 

秩 4 之 秩 В. 

2) 由 于 W,= W, , l| HH CORRER А == ФЕ B. 

D ЊЕ WEW, X H OREA dimW,—=dimW,, M iii W,— 
W, BINE AX =0 5 BX=0 8. 

Ж #А=%Ж В, AX =0 5 BX=0 不 一定 同 解 ; 比如 
А=(0,1,0,+-,0),В== (1,0,---.0),# A=% 8=1, 但 AX=0 的 
解 空 间 为 

| МИ = { (6,0, k Y |k € Р}, 
而 BX=0 的 解 空 间 为 
W= {Oska tsk) |k € P), 
显然 W,= W,. 
250. iZ 4 у nXm EER, 
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 А= А'= (АА) = RLA А). (1) 

# АМЕР ШЕ? 

证 由 于 秩 4= 秩 4 ,因此 只 须 证 明 秩 A— САА), ЖИЕ 
明 АХ=0 与 44X=0 同 解 即 可 . 事实 上 ,4X=0 的 解 显 然 是 
ААХ=0 的 解 . ZZ W X, ÉE A AX=0 的 解 , 则 
| О= Х',А’'АХ,= (АХ, (АХ). (2) 
由 4 RE BE EE АХ, =0, | A АХ =0 的 解 也 是 AX=0 的 解 . 
由 第 249 条 得 秩 4 一 秩 (4'4), 从 而 得 证 (1)? 式 . 

34 A 2 E EBEBE, (1) 式 不 一 定 成 立 , 比如 , 取 A = 


1 | 
| | | , 则 А'А=0, Ж(А'А) =0,{Н# A=1. 
p = 


Ж АЖЕ, 
# А=%%А'=Ж(АА')=Е(А' А), 

其 中 4' 为 АЗЕР. 

251. 设 4, 也 都 是 = 阶 方 阵 , MERCAR) = fk B ARERI 
是 方程 组 ABX = 0 h] R 4% 5 Jr EA BX= ой, ЕФ X' = 
(хуз). i 

证 由 第 249 条 即 知 . 

252. R 4,B,C RE n Е, MHE 4= 秩 (BA), 证 明 ， 
PECA) = FBA’). 

Ш НЕА (ВЛ) КЖ 249 ЖШ ВАХ-0 与 AX=0 AR. 

H X. Æ B4:X 一 0 的 和 任 一 个 解 , 即 BAX =0, N] AX, 是 方程 

ВАХ =0 HJR H mE АХ=0 的 解 , 即 42Xo 一 0, 亦 即 X, 是 А?Х 
=0 的 解 . 此 即 ВАХ =0 与 AX = 0 [и]. 由 第 249 Ж.Ж (А?) 
= Ю (8A). 

253. iZ 4 是 一 个 方 阵 , 则 

D fe EEY x [EAD = СА); 

2) ERCA = 0А), ДЕСА) = REAO =. (1) 
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证 1) 考 讶 4,4?,… ,A”,-…, 有 
Ж ASAD De SRRA, (2) 
《2) 式 不 可 能 无 限 不 等 , 故 存 在 正 整数 二 ,使 
HELA = RCA 
2) Ж APX =0, M] АСАХ) = 0. 
ЕКСА?) = Ek (At), Ж 251 Ж,АХ-0 与 AX = 0 ај 
解 , 故 АСАХ, = 0,80 Xo £ AttiX=0 的 解 . 这 样 AnA 与 
AX =Q RE, BRECA) = Att, 
闻 理 可 证 其 他 ,从 而 得 证 (1) 式 . 
254. # А,В пхп ЖЕЕ, R. A8=0, f 
# 4 十 秩 B<. 
证 1 由 第 240 条 ,0 一 秩 AB2># 4 十 秩 五 一 2 由 此 得 结论 ， 
证 2 В ЫЫ УУ B... B: sB, WI 
АВ=А(В,,В,.`~-,В,) =(AB,, АВ, ,AB,)=0, 
故 АВ, = АВ, = “= АВ,:=0, Ву. B, , B, 都 是 方程 组 AX=0 
的 解 . Е А =, ЖАЧА пг 个 向 量 , 因 此 
Ж В<п —ғ. 所 以 
(А) TBS ++ (n—r)=n. 
255. 设 和 为 nxXn Ж, Н А2 Е, П] 
(АЕ) (А Е) =n. 
证 ROHE 0А БУ (АБЕ А+Е) = (2Е) = 
n. |H А = Е, (A+ EXXA—E)=0,RR 5 254 条 得 
#(A+E)+#kCA— Е) Sn. 
Т. СА+Е) -Ф(А — Е) =n. 
256. А,В уп, Н ABA= В!, R] 
(ETAB) HE- АВ) =n. 
证 ‘"АВА= В-і, (АВ): = Е. 由 第 255 Ж, (ABE) 
+ (48-Е) =m CABE) = (Е + АВ), AB- Е) = 
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秩 (E 一 AB), 故 秩 (E 二 4B) 十 秩 (E 一 AB)= 二 n. 

257. 设 A4 是 一 个 mxn 短 阵 , 则 存在 非 零 的 nXs ERE В, 
使 得 AB=0 HAERERAA <и. 

证 必要 性 . 用 反 证 法 ,车 秩 4==n, 则 AX=0 只 有 零 解 ,从 
而 与 必要 性 假设 矛盾 . 

充分 性 ， 因 为 秩 4<z, 所 以 齐 次 线性 方程 组 AX = 0 有 非 零 
解 ,不妨 设 Хо (лу, ,х„)5©0,% В=Х'„,Ң ИВ Р. 

258. хп ВА ШУ Ж BJ n> s В.С 都 是 
А 的 左 道 ( 即 BA= E, CA=E,), M] B—C 的 秩 不 大 于 s~n. 

证 因为 8,C @ A 的 左 道 ,所 以 . 

BA=E=CA,(B—C)A=0. 

这 表明 4 的 每 一 个 列 向 量 都 是 齐 次 方程 组 


(B—C)X=0 ` 
的 解 向 量 . 由 于 AB) n S hip] ҖЕ X , ЖЫ 
#(5—C)=r, 


W s— rZ, В к<сз—п. 
259. 设 mXn EBE 4 А0 r, H bibr ,Bn 不 全 为 0, 若 
КЕ E: i 


b A b | 

b. b b 
две 2 2 | 

b, бы pn 


则 秩 B&n—r+]. 

证 ЖА =, AX= 上 5 的 线性 无 关 的 解 最 名 为 x 一 + 十 1 
个 ,其 中 2= (b 6, bn). 而 В 的 任意 列 向 量 都 是 上 述 方 程 组 
的 解 向 量 ,因而 秩 Bn 一 + 十 1. 

260-” 设 4 是 一 个 3 阶 方 阵 ,上 且 A =E, AZ БЕ, A 十 EE 与 
A 一 E 中 有 一 个 的 秩 为 1, 另 一 个 的 秩 为 2. 
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证 А = Е Нр Т.б 
T AT = діар(а,а аз) (1) 
Я а= +10==1,2,3). 

叉 因 为 А Е, Ш А+Е50, 从 而 й@у,@з,@з RAMPE: 
anana, 分 别 为 1,1, 一 1 或 1, 一 1, 一 1. 由 (1) 可 知 A+E SSA— E 
中 只 能 有 一 个 的 秩 为 1, 另 一 个 的 秩 是 2. 

261. БАЕ ИТЕ, Н A =E, А52 + Е, W 

ФА ЪЕ) = (А Е) =1. 
证 (0526 260 条 可 证 . 
262. D 设 4 是 z 阶 对 合 矩阵 ( 即 A*— Е), NJ 


| #С(А+Е)”-+-Ж(СА—Е)*#=п; (1) 
2) 设 4 Ел ЖЭН A =A), ДІ 
EDHE EY =n, - (2) 


HH m k Жая. 
证 1),2) 的 证 法 类 似 , 只 证 1). H ASE # A 可 对 角 化 、 
由 于 4 的 特征 值 只 能 是 士 1 РЕЙ PE T. fE 
A=T diag (E, –Е,_)Т, 
(A+E)” =T 'diag(2"E. OT, (3) 
(А EY =T diag (0, (—2}E,-)T, (4) 
由 (3)、(4) 式 得 | 
ЖКА Е)" = 5, Ж (A— EY =n s, 
所 以 CHEY ЯСА E) =5 п ға. 
263. 设 数 域 P 上 阶 方 阵 4,B 可 换 ,证 明 : 
#(А+В)< Ж 4 十 秩 B— CAB). 
证 W, W: W, W, Е AB, A+B, AB 的 行 空间 , 那 
А 
діти, = В A,dimW,= Ф В, 
ати”, = СА +В), іти, = (АВ). 
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H F W,CW,+W,;, ВЕЕ 
dimW.,=<dim(W,+W,)=dimW,+4dimW,—dim(Wi[1W,). 
# (A+ ВЭС A+ Ë: B 一 dim (Wi NW) (1) 
H + AB 的 行 向 量 是 B 的 行 向 量 的 线性 组 合 , 所 以 W.C W, , X 
AB 二 BA, 所 以 W CW, Kt WEW NW, 
#k(CAB)<dim(W, ПИ) (2) 
将 2) 式 代 入 (1) 式 即 证 . 
264. 设 A,B,C 是 二 个 1 阶 方 阵 , 秩 :4== 秩 (BA4)， 
则 ; 
ФЕСАС) = (ВАС). 
证 Не ASRA), Н 249 条 , 齐 次 线性 方程 组 
(BA)X=0 与 AX=0 (1) 
同 解 .又 方程 组 (4C)X 一 0 的 解 当 然 是 方程 组 
(BAC)X=0 (2) 
的 解 , 反之 , 设 X, p (2)8) t — W, CX, =C. ШЕ) A (BA) 
С, =0. 从 而 由 (1) 知 ,CG 也 是 4 一 0 的 解 , 即 (2) 的 解 也 是 (4C) 
Х=0 НЯ. й 
(ВАС) Х=0 У(АС)Х=0 
同 解 . 由 第 249 Ж, САС) = RABAC). 
265. W А,В,С тхп.п х 5,5 Хт (СА) = 
# А, ШТЕССАВ) = (АВ). 
证 ”类似 于 第 264 条 可 证 . 
266 设 和 4,8,C 分 别 是 mwmXn,nXs,sXm FR. EE, #k ( BC) = 
秩 B, 则 秩 (4BC)== 秩 (4B). 
证 N #CABC)=#k (ABC) =} B A), 
FKCAB) = ЖАВ) = (ВА). 
， 所 以 只 需要 证 明 秩 (C'B'4!)== 秩 (B'A')， 由 题 设 有 : ССВ = 
KB. 于 是 由 第 265 ЖС B A=B A), 从 而 秩 (ABC) 
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= (АВ). а 

267. 1) 列 满 秩 矩阵 左 乘 一 矩阵 ,其 秩 不 变 ; 

2) 行 满 秩 和 矩阵 右 乘 一 矩阵 ,其 秩 不 变 . 

证 1) 设 A4A,8 分 别 为 mXn 5 nx s ЖЕ, HA 4=n, 下 证 
秩 (48)== 秩 B. 

A AA пр, РТИ В = ЕСА’ AD<8CAD<8Ë В. 
ВРЕ (АВ) =F B. 

2) 类 似 可 证 . 

268. B P E m W; E Q m nXm EE, Hik Q—=m,Q= 
QP, WJ P = E. 

证 рл Q HARAP. m Q'Q "й, P= E. 


妈 、 分 块 矩阵 的 秩 
269. i ABDA Хи Ej s> m 5B E , Wi) 
max!( 秩 A, $k В) (А,В›<: Ж 4 十 秩 B. 
证 (А,В) sx (ntm ERE, Z А £ m Й], 
所 以 ” 秩 АЖЕ (А,В). 类 似 地 , 秩 ВСА, В), ЈАП 
| maxi R 4, В) <Ф(А, В). ` 
Ë Д = (a, a.) В = (B... Bn), СА, В) = (aya, В, 
obn) AP G; s""* G, 为 4 的 列 向 量 , 8 "sfn 为 B 的 列 向 量 . 
| 设 秩 A= ғ, Е B= š; H а, ~ а, Б Врз" “Bi TWA ау, ， 
a, 与 Ву, 8, 的 一 个 极 大 线性 无 关 纹 ,那么 向 量 组 a,… ,a,,p,， 
Ba 与 as sai Bi By 等 价 , 故 
BCA, В) = В (ast rans 8 An) = ЖЕ (о, бе заг, з.) 
7 十 二 秩 A+ Ë B. 
270. 1) 秩 (4,B)= 秩 (B,A); 


2) #‹л,юз=| |: i 
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证 1) 因 初 等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 、 
2) вед, В) вав в). 
271. ЁА= (а, ,0,) A nXm Я ЯЕ, ЖН о, ,а, Ж А 
ВОЈ i КОА) = (Ах|хЄ С"), MJ 
D RCA) 为 C"*! 的 子 空间 ; 
2) dimR(A)= # А; 
3) NCA) = {х|Ах=0) 8 CWT 18], R. 
dimN(A)=m— # A. 
Tı А 
: ЕЕЕ | C1) 
Tm 
HDORA RCA) = (а, ,am) 为 线性 空间 , 且 为 C”*! 的 子 空 
8. | 
2) dimR (4) = іт, (о, an) = Fk {ast ,а,) = Ж A. 
3) МСА) Ж Ах = 0 的 解 空 间 ， 
.dimN(A)=m—# A. 
272. Ж(АВ)=ЖВ—&дт(М(А)ГЕО‹В)), Ж 中 4 Ж 
nXm ЖЕЕ, В m>x s ER, 
М(А) = (х|А2=0),8(8) = Bz|z=€ C, 
证 $ 0= мА) ПЕВ), Н 5р E Rph 8], BI 
ROB)= НФР, Ж 271 ЖЖ 
秩 B=dimR(B)=dim( HD) =dimH +dimD, 
故 dimH = # B—dim(N(A)NR(B)). FHE dimH = #t CAB5B 
可 . 
Н KAE аа, M H= LCa a). SERE. 
1) 先 证 Aa... Аа, 线性 无 关 . 设 
0=k Aa +. dk. Да, = Аса = tka), 


证 1) ALT= (Ay , G, ) 
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Жо baba, Є МСА), X kiat- etke HERCB), 
从 而 ket dha ENCADNRB) =D. HND= {0}, 
Ж Аа + tka = 0, W ana, RER É ki = А 0. 

2) 再 证 RCAB) =L Aa, t, Aa). | (1) 

V ABz=C€ ЕСАБ), ВхЄК(В) = НФР, 11 Br=c+d, 
Н+ сЄН,4Є = М(А) ПЕВ), Аа=0. ` 

^. АВх = Ас+Аа= Ас= Allet +a.) 
=h Aa + 2, Аа, Є (Аа, Аа, ). 

Ж.В) КСАВ)СЛС(Аа), ,Aa,), 

反之 ;VY khAa ttk Да, Є1САа, ,Aa,) ,由 于 
а Є НСКСВ), г. а= Br(i=1,2,.. ,7). ХВЕ, 

k Аа, + +k, Aa, =k АВх, + +k, ABz, 

= АВ(Ё t РА, ,)СЕ(АВ), 

即 得 (1). 由 (1) 知 dimRCAB)=r. 

3) 最 后 证 明 dim Н = САВ). 

#CAB)=dimR(AB)—r= #k H. | 

+ AME: (АВ) = (А) — dim N(B (АСА )). 

# (АВ) = (АВ) = #(В'А') 

=#(A')—dim(N(B') ПАСА) 
== #6 A—dim (N(B NRA’ )). 

273. 1) Ж (АВ)<пип( А, B); 

2) ЖСАВ) =–  В<5 М(А) АСВ) = (0); 

3) (АВ) =% ASS МОВ) ГПА(А') = {0). 

证 由 第 272 条 可 得 . 

274. R(A,B)=R(A)+R(B). 


Ш У а.в еса, в,а 
k 2 


z 
T. 
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: ‚с ' 
‹А,В)| '|=Ал+Вҗє ка) кеВ). 
m . 


2 


所 以 RILA, OGRA) HRB). H TF НЙ, Er lt ЖН RCA + 


R(BXSR(A,B). 
注 . 再 一 次 证 得 秩 (4,B) 扫 秩 4 十 秩 B. 因为 
F(A, B)=dimR(A, B)}=dimCR(A)+R(B)) 
<KdimR(A)+dimR (B) = # А+ B. 
275. 1) Ж(А,В›=%# А-Ж(Е—АА*+)В; 
2) PCA, B) = #6 B 十 秩 (E 一 BB1)A; 


А 
3) afs] = A+ Ë B(E— ATA); 


А ; 
4) *[5| =#k B+Ëk A(E—B' B). 
其 中 4+ 表 示 A ШӘ 238 , 
证 只 证 D) ,其 它 可 类 似 得 到 


веса, вов | А, [ ° C 


=#(A,(E—AAt)B)—=dimR(A,(E— AA13B) 


=dim(R(A)+R((E— AA™)B)). 
(1) 之 最 后 -- 式 由 第 274 ЖШ. 
可 证 RCA) 1 RCE—AAT)B. 因为 

((E—AAt)B3X'A=B'(E—AA1)A=0. 
由 (1)、(2}) 式 得 

秩 (A,B)=dimR(A4)-+dimR(E— АА+) В 

=# 4 十 秩 (E 一 A41)B. 

А | 


276. 1) | 
|с 0 


(1) 


(2) 


一 秩 B 十 秩 C 十 秩 (E 一 BB1)A(E 一 C+C)， (1) 
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Dal, |ж віс. 

x= [2 „Y= | ,由 第 275 条 知 

一 秩 (X,y) 一 秩 了 十 多 (ETYY+)X， 
Ар? б 

жу=ю[ | s. 


Е ае 


BB+ 01114 
ee О 
E—BB* 01ГА (E—BB+)A 
ШЫ pop. 
再 由 第 275 条 和 (5) 式 知 
秩 (E--YY"™)X== 秩 C+ 十 秩 (E 一 BB*)A(tE 一 C+C). 
HOORAD MEDOR. 
| 2) 由 (1) 式 可 得 . 


"ГА O 

. = A ; 
277 рв“ | # 4 十 秩 В 
2) al | = B+ 秩 (ABC) 
АВ :04 i i 


) P |= (АВ) - 
| # p E, =P (AB) +n. 


证 р | „=al HEL 276 条 可 证 (1) 式 ， 


сл бе ЖЛ 
AB 0 0 —ABC 0 АВС. 


РАТА Pk И 
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B BC B . | 
alie ,| = авс В ВЗВ САВО) 
= ВА Ф САВС). 
0 4 —AB 0 —AB 0 
2 区 ЕРТ 0 1—1 0 Е 
0 A АВ 
хе. нЕ 5 PARAD +n 
А, 
А, š 
£ 一 般 地 , 秩 . |= 2 вл. ЖФА 2 
Am 
阵 . 
278. it A,B,C,D 都 是 ЕЕ, AC=CA,AD=CB, H 
A В 
jaixo ee] нЕ: 
n< #k С< 2л. 
证 因为 4C=CA, 所 以 ,由 假设 知 
А 
1-4 разь 1410—6421 AD—CBI=0, 


КИҢ 秩 G<2n. ХА 150, 7. Gn. 


0 B 
279. D 设 4=| 5 ?| ,其 中 五 为 w 阶 方 阵 , 则 


# A=? $k В; 


š 0 B 
2) 设 B= Ch) ба lsi j=l, 2, 1: ‚л,Ж А=| 


В AGL 
证 а p| ,由 第 277 条 知 
o B 
秩 A=# B+ # B=2 # B. 
2) HT B=1,N KH 1) 得 秩 A= 2. 
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五 、 降 阶 公式 
280. 第 一 降 秩 定理 : 设 ADIA n 阶 与 m 阶 方 阵 , 则 
afó | -| 秩 4 十 秩 (D 一 CA-1B), 当 4A 可 递 ， 
C D] 1l# D+B#CA—BD- IC), Daji. 


ë жао. elle ollo к. 


| -i бы КЕ i 
W 


А В. 
| 二 秩 (4) 十 秩 (D 一 CA B). 


ale p 


同 理 可 证 ali T =D) +RCA— BD- C). 
` 281. 第 二 降 秩 定 理 : 设 A DHIA n Et m ИН . 
则 ü 
#00 САВ) = #% D—# A+#(A— BD C). 


A 
证 + м- |< р] ,由 第 280 条 ， 当 ADETE A ` 


СМ) =№ A+#k(D—CA- B) 
= D+ #k(A— ВргС), 
移 项 即 得 定理 - 
282. n MER А = (а). ЖА 98 iiei TARE 


йолу э ПЕАТ Чао аве за A| U) His 
A 的 不 阶 顺 序 主子 式 


1222] -~ 
аб) [#0 14n 1 n>2. 


зеет, 


АА 


A= 
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1 245 i P 
S; = AÍ ) туў=Ё+ 15.1 n. 
J 


1 Zek 
(п ЕЕ 


Хараж O Skela 
= : : 
Sn 十 1 Е 5 


为 其 尔 佛 斯 特 方 阵 . 记 4 的 分 块 为 


2... 
я 
E 1 2- 天 
kleni” 
A А) 
外 十 ln 
| 
Ё +1... 1 2. Ё\ү г! 
А(\ ")— AÍ A( )) A = 4:15. (1) 
f &+ 17 1 2k 
走 十 ln 1 2-..Ë 一 工 
; * AÍ ) -4 AÍ | А 
证 < ktin ш ] 2k Е 
Салка 77* Citi, E 
Cak +l ia Сая 
НА У al? A à (8 ) 
“| ` | 1 2...b == 1% „д, . 
а, 


А = (У, 1,7" Yn) ЈН (222649 | 
Cki ktl C Akt k T Cart алык, H Appare) 


= Ark T AR] (ñ, ? ЭУ 


А, Yiri Я 
= Д, (арра татр) 


所 以 Skei kti Тт 
ауу акі, 


一 Aero 一 at | "°" ‚дә, )= À, Cerpi) 
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类 似 可 证 得 ¿= Д, Сс) ,fj 二 十 1 n. (3) 
由 《3) 即 证 得 (1) 式 . | 
283. 第 三 降 秩 定 理 : 设 mw xn 和 矩阵 4 у^ Б NR y FT 
a | кии ар) | ENE ый КЕ 
12 12---k; 


+1, n, Ооп А) (п k) E E£ 
Skiti 7 Skelm 
Sm, k+l к mm 
为 薛 尔 佛 斯 特 矩 阵 , 则 


秩 (4) 一 上 十 秩 (S)。 
证 将 4 作 如 下 分 抉 


12k) 
i a oa a 
k+ lem Б 
A 
° к ) 
12-5 

其 中 А) k 阶 顺 序 方 阵 , A, X kX (НИЕ, А, Ж (т 

kiim 
А) ХАЁ A 1 ] 80 —a) Х (п) ЕЕ. 


对 4 应 用 第 一 降 秩 定理 得 


Rosea, aa (тт) a A) 


НИИ 
由 第 282 条 ;再 记 


Е--1-=т 12. 71 ` 
кн) [А ш) 
k+ 1---л : 12+++} A 
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Chitti Chti? 7 Cihla 


Сараар Cepet? t Cig 


下 


所 以 #Ж(А)=Ё-%#(5). 
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284. 什么 是 线性 方程 组 ? 
= Ém 
anzi tagt + Ба, х=, 
ша ы Q 
аы Fam Lg + e EA nnn = m ， 

的 方程 组 称 为 线性 方程 组 . 

+ 中 (1) 式 可 简写 为 AX=B， 
其 中 А= (а). Х' = (ту, r) В = (Б, ,bn). 

@җщвВ=о{,АХ=0 КЕЈН. | 

© 4 BZ RT, PE АХ = В ЧЕК ЖЕЗ ЖЕН. AX—=0 
为 AX= B 的 导出 组 ， 

D H Х'о= (Gst) Ë АХ,=В RA ДЕХ, 为 AX= В 
的 一 个 解 . | | 

285. 什么 是 克 莱 姆 法 则 ? 

= 克 莱 姆 法 则 是 : 设 线性 方程 组 为 AX = B, Ф А = 
(a), В' = (b, "r sba). 
车 |4| 关 0, 则 线性 方程 组 有 唯一 的 解 : 

4, а, d, 
ASP LTU OAT 
a а=|А|,4; 是 把 矩阵 4 中 第 i 列 换 成 方程 组 的 常数 项 b,b,， 
e sbn 所 成 的 矩阵 的 行列 式 , 
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Ж 当 |41 关 0 时 , AX=0 H£ fg: 33|A|=0BF,AX=0 
AEF. 
286. 解 线性 方程 组 
5 [zi +2r+ 3z =4, 
аа) 


221124,4 == 0. Sy x Bs 
ж ”因为 | 
| E gi 
| d=|7 —1 6|=30Zo0, 
2 1 1 
4 2 3 1 4 3 
2 一 |0 —1 6[=——28, 4,= |7 0 6|=20, 
0 1 ] 2 0 1 
1 2 4 
ds=|7 一] 0|=36 
| 2 1 0 
所 以 方程 组 的 唯一 解 为 ; 
[14 
4 15 
Баи 
а 3 
2-6-8, 
I a 5 . 
287. 解 线性 方程 组 
十 y 十 之 一 1，… 
|та 


bcx Бсау аёт = (a+ b+ c), 
其 中 аз®®,Ь5©®с,сэә©а. | 
解 ” 设 所 给 方程 组 的 系数 行列 式 为 4, 则 
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= (а Б) Ф--с) (с а)50,. 
d: = — (Ь—с) Са? + (a+ 6+ 02), 
г a? + (a+ b--c)° 
0 саа 0: 
类 似 可 得 
+ (a+b+c) 
T b= O t 
2.24 (a+b+ с)? 
“a oe: 
288. 设 cyb,cvd 为 实数 且 不 全 为 零 ,求证 下 列 线 性 方程 组 
有 唯一 解 
ar+by+cz+dríi=0, 
bz—ay+dz—ct=0, 
cr=r—dy—az+bt=0, 
dz+cy—bz—at=0. 
证 设 系 数 矩 阵 为 4, 由 于 
AA'= (а®?+Ь+‹%@+4®©)Е. 
因此 |А| = (а2+-22-4-с2--42)560, 8 | А|5®=0. H ЗЕЕ, ЈА 
线性 方程 组 有 唯一 替 解 ， | | | 
289. EH anarsa, 为 由 个 互 不 相同 的 数 , 解 线性 方程 组 
z -z;+ etr =l, - 


ах ах ++ +a,r,=t, 


ау rita ‘224-5 Бау eti, 
解 ” 设 它 的 系数 行列 式 为 d 0 
1 T- (ш 1 
d= С 3 П (а: —а,) 50. 


а; + а? EET 
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故 原 线性 方程 组 有 唯一 解 
1 — 1 1 1 1 


a, woe Ai] £ а;+ ana а, 
айс! ау QA l. аг] ат! 
T 38 = 
F aƏ ары 
d 


PA Os СУЕ ЕСИЕТ 
Е (а, — а) laima)" (а, —аг у) (аар —–а,) (а, —–а,) i 


=] 2 3° 


290. 证 明 线 性 方程 组 
Lı = 2a 8t 2а,„®;-+К-Е2а„хл„, 
T= 2a X, H 2a,,z,+ + дал, C1) 


En = an T, FH anta +0 дат, _ 
НЖЖ. ДР a 全 为 整数 . 
E 将 (1) 写 成 


(а, – Эл Fat Het ant 一 0， 


1 
gui + (ag — FTH Баһт,=0, (2) 


“=з EE 


4 


ета edhe A DEL TE EE 
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= САБАНЫ, 
eh h, 均 为 整数 , 则 S ORE (о ЖТ. 
# fChy=o,BD | 
кй T 
10" 6 6 А, 0 
去 分 母 得 
《一 1 六 十 2 人 十 222 十 十 2 20) 一 0. (3) 
但 (3) 式 不 可 能 成 立 ( 因 ( 一 1)" 是 奇数 ,而 后 一 项 是 偶数 ) ,所 以 
(2) 的 系数 行列 式 f( 亏 ) 尖 0, 故 (1) 只 有 等 解 


291. ”证 明 线 性 方程 组 
Ttar tetar =D, 
{+ treo, 


(1) 


sitr + z1=0. 
在 复数 域内 只 有 和 零 解 . 
证 对 有 用 数学 归纳 法 - | 
当 n=1 В, ЮИ ЛУ. 假定 对 未 知 量 个 数 不 大 于 n 一 1 时 
结论 成 立 ,下 证 对 ”个 未 知 量 时 结论 也 成 立 . 
如 果 (1) 有 解 x, zxs，,…,z,, 且 全 不 是 零 . 不 失 一 般 性 ,可 令 
=s" >, ЙАН yt, HETH Ë ko, skm AIT 
А+, п, 
于 是 (1) 可 变 为 
Ë z 3-4,1, te + &, Z, = 0, 
万 好 十 有 十 -… 十 有 az 一 0， 


【二 0 


(2) 
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《2) 式 可 以 看 成 是 x 个 未 知 数 后 Ra 的 齐 次 线性 方程 组 ,而 


其 前 m 个 方程 的 系数 行列 式 为 
тү Z, е “, | 1 1 гав 1 
2 2 2 
х х Te Ea = T; 
А а = TZ л j и 5—0, 
Ж. ш а s 


因而 可 得 二 二 … 二 二 0, 这 不 可 能 . 
因此 ,(1) 的 任 - 一 解 zz... ФА ЗЕН, К х, = 
0;, 则 (1) 变 为 
21240,30, 
[Же чи: 


好 十 2 十 … 十 二 0， 
Leite t Harr = 0. 
由 前 л—1 个 方程 并 利用 归纳 假设 可 知 z = m r m0. СО А 
有 和 零 解 ， 
292. 设 a1s4z，"… a, EROR P 中 互 不 相同 的 数 sb Das sb 
是 数 域 P 中 任 一 组 给 定 的 不 全 为 零 的 数 .证明 : 存 在 唯一 的 数 域 
已 上 次 数 小 于 的 多 项 式 f(x) ,使 
Flai) =, :1=1,2,,n. 
证 考虑 线性 方程 组 
х jam, j+ e= jar lx = bhs 
Ly tarty tH Hay !х„=ф,, 


Li Farto + Бат Ee =b,. 
由 于 它 的 系数 行列 式 是 一 个 范 德 蒙 行列 式 ,又 ararsan, НАП 
等 ,因此 ,系数 行列 式 不 等 于 零 . 从 而 由 克 莱 姆 法 则 知 以 上 线性 方 
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程 组 有 唯一 解 . 设 其 解 为 
Ly = Cor Ez = Ci Tn Cal" 
А 
| /fGz)=c Hegre, 
网 zx) 的 次 数 显然 小 于 n, 而 和 且 有 f(a) 一 8 ,i 二 1,2,…… n. 
车 还 有 次 数 不 超过 4 的 多 项 式 ea) A 
gla) =b, ї==1]1,2,5.,п 
下 证 7z) 一 SCz). HEE, ESEA ga), A F(z)= f(z)— g 
(т), ЕС) 550. M AEDS, FENA n РКА a, 
san Ë F(z)=0. 70. 
+ ЖЕНЕН (Lagrange) 插 值 公式 , 它 还 可 以 直接 解 
出 , 令 | 
СС(х)=(т—а,)\х—а,)5°,(х—а„), 
1 元 ( 工 )》 == >) 
AL(T))=n—1, Lla) =b; (=1,2,. ,n). 
293. 解 线性 方程 组 
十 Xz 十 Ta 十 十 一 2， 
|а С), Сузу Са, 2, 
= HOr: +C t -С2,ух,=2, 
£i tHE r HC Iz Hee AORE =2. 
Ж ”系数 行列 式 为 


1 1 1 1 
с єс С 
Р, == {1 5 C: Cr, 1 


wvwaannsa....u... b... ........... 
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由 第 438 条 知 D, = 1. 


其 次 ,由 于 
2 1 1 I 
C3 С} C; 
D. = š =2D,=2, 
с. СЕ 
1 1 2 1 
L G 2 Ci 
Р, = к 一 0、z 一 2， 2. 


1 Ст? aas 2 a Єз 
r,=2,xr,= r,= + = т, 0. 

Ж 由 于 DD. 沽 0, 因此 有 了 唯一 解 .但 从 原 线性 方程 组 马上 看 出 
有 一 组 解 为 x 一 2,zs 一 TT 二 … 二 zx, 二 0. 

294. 设 AJ nXn EE, AH A НЕВЕН ВЕ, ПЕН. АХ = В 
ВН <А‘ Хер и, Жн B c (b, b, D = (а, 
а). 

证 必要 性 Й AX = B 有 了 唯 - 解 , 则 14| 关 0， ІА" [= [А 
|71560, A" X= D 有 了 唯一 解 . 

充分 性 W А*Х= БОЯ — Ж.А" 1350, BIR А" =», 
而 秩 А =н, [А |50, AX=B 有 唯一 和 解 ， 

295. 设 f(x) 二 co 十 cz 十 … 十 cz ;证 明 ; 若 f(x) 至 人 少 有 
ntl 个 不 同 的 根 , 则 f(x)=0. 

证 Rasaan N ГС) ntl 1 Ж ШЕЙ. ИЖ ЖК 
线性 方程 组 

co 十 ca 十 … 十 ci 凡 一 0 一 1 2，…， 姑 十 1 
其 系数 行列 式 |141 是 一 个 п+ | 阶 范 德 蒙 行列 式 , 由 Q i Í G2 dn р 
互 不 相同 知 |41 关 0, 故 线性 方程 组 只 有 零 解 ,co 一 0 一 … —=с,=0, 
BH f(x) 是 零 多 项 式 . 
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296. 设 整 系数 线性 方程 组 
> ai;z; =b i=1,2,." ,7 (1) 
对 任意 bib: > sbn 均 有 整数 解 , 证 明 其 系数 行列 式 必 为 土 1. 
证 记 有 4=(ai).x., 取 线性 方程 组 (1) 右 端 傣 次 为 单位 矩阵 
的 各 列 , 所 得 解 依次 为 Cl Cn 令 Ю==Сс,,#*#*,с„) : 则 AD=E,H 
站 \ 品 均 为 整数 矩阵 , 故 |41， 1D|=1, 但 |41 与 1D1 均 为 整数 ,所 
以 i4|1=1 或 一 1. 


二 、 线性 方程 组 的 同 解 

297. 什么 叫做 线性 方程 组 的 同 解 ? 

T 设 有 两 个 线性 方程 组 ,如 果 它 们 的 解 集 相 等 ,那么 称 这 两 
个 线性 方程 组 同 解 . 

Ж @ 同 解 是 一 种 等 价 关 系 . 

D 两 个 矛盾 方程 组 也 是 同 解 的 ,因为 它们 的 解 集 都 是 空 集 . 

298. ЖА тхл EBE, P 5 хт ЖЕЕ, РЕ Р= т, ГЕТ 
两 个 线性 方程 组 同 解 : 

. AX=B. 与 PAX=PB. (I) 

证 AX=8B 的 解 最 然 是 PAX=PB 的 解 . 

反之 , 任 取 PAX= PB 的 一 个 和解 六,, 即 有 PAX,= P B. 
因为 秩 (P'P)= 秩 P=mm, 所 以 P' P 可 道 .那么 P'PAX,=P'PB, 
ЛЕ (Р'Р)-!,В119 АХ, B. 19 X, 是 AX= B ГИЙ. 

Ж (O Š A mxn EBE, P R m ОЖ, AX=B 
与 РАХ=РВ 同 解 . 

@ AX=B 与 Pli,j)AX=P(i, 站 B AR НЧ PG рн 
位 和 矩阵 E 交换 第 i 行 与 第 j 行 得 出 . 这 就 是 说 ,交换 线性 方程 组 中 
任意 两 个 方程 ,所 得 线性 方程 组 与 原 方程 组 同 解 . 

© AX=B 与 PG())AX=PG(0))B AR, HPCH 
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单位 矩阵 上 的 第 i 行 乘 非 零 常数 c 得 出 ,这 就 是 说 ; 专 非 堆 常 数 乘 
线性 方程 组 中 任意 一 个 方程 所 得 的 线性 方程 组 与 原 线性 方程 组 同 
解 . 

D AX=B 与 PG,I())AX=PG,j(k))B 同 解 ,其 中 PG,j 
(&)) 由 单位 矩阵 天 的 第 ; 行 乘 以 加 到 第 i 行 得 出 : 

这 就 是 说 ,在 线性 方程 组 中 ,用 某 一 方程 的 上 倍加 到 另 一 方 
程 , 则 所 得 线性 方程 组 与 原 线性 方程 组 同 解 . | 

© к ЕТ, IRES RAHETERA, ИТ B 
新 线性 方程 组 与 原 线 性 方程 组 同 解 . 


=. 消 元 法 
299. 什么 叫 高 斯 {Gauss) 消 元 法 ? 

答 设 А= (a), B! == (b, A Ea ‚Ф,) , & A=r, 线性 方程 组 
AX=B,% 4 一 (4.B3),xorb 为 增 广 矩阵 ,经 过 行 线性 变换 ,线性 
方程 组 可 变 为 同 解 的 线性 方程 组 . 
сп + cz, + te есж, F e сь, dis 

с 十 十 сул, + +5 + Со, das 


[ д" + * + €, Z, = dpr 
] | 0= d.y; ‚ 


x | . 0= 0. 
| 0== 9. 


那么 ,1) 34 а, A0 时 , 原 线性 方程 组 无 解 . 
2) 当 Z, =0 时 ,有 两 种 可 能 : 
1° т=п, 这 时 原 方程 组 有 唯一 解 ; 
2° 7<z ,这 时 原 方程 组 有 无 穿 多 个 解 . 


= лі 


300. 用 消 元 法 解 下 列 线性 方程 组 : 
ZI1 十 37z 十 573 一 47a =], 
TI 十 3ze 十 273 一 22 十 zs 一 一 1， 


Lı — 2x tH TT T= 3; 
21-42-20: 5,2053, 


> + 22; +z, —=x=,+ r, = =] 


X — r, Hr, =— 3, 
1 十 37s +<x,=1, 
— Tx, F 3z; +T, = — 3. 


2+2=2; —3=,+2z;= 1, 
一 一 373 十 Zi 一 325 一 2， 
2z,—3zxz,-+-4rmz,—5=z,+2z;=7, 
9xz,—9zxz,+ 6z,—16=,+2zx;, = 25. 


» 
zı — 2z; + 3z;—4zxz,=4, 
2) 
| 


解 1) 增 广 矩阵 为 
1 3 5 —4 01 
1 3 2 —2 1 }—1 
1—21 —1 —1: 3 
1 — 1 1 —1 3 
1 2 1 — 1 i-l 


© Фо о н 
| 
сл 
| 
к= 

w бл фо (ә 
| 
jai 
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Г) © 
| | | 
© m 
с; OD = | 


+ m + m 
| | сч N © l | > N N 
© <+ + сс 
mm — > O S 0 =ч о о © 
ч © © © © = © о о © 
< і —— . ... 
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1 0 0 —1 0; 1 
бо оао 0 
0 6-1 0.205015 
ооо 2 1 —2 
ооо 0 O: O 
则 相应 的 线性 方程 组 为 
Ti Белу =], 
Z, ~T, =0, 
Xy =0, 
2z; tz; =— 2. 
故 原 线性 方程 组 有 无 穷 多 个 解 . 解 为 
r =1+4r,, 
Z = T49 
2:=0,. 
205:5=2— 024. 
HEF z, 为 任意 常数 . 
2) 仿 上 对 增 广 矩 阵 经 过 一 系列 的 行 初 等 变换 后 可 化 为 阶梯 
Ж, | 
1 0 0 0; 一 8 
0 
00 1 о! 6 | 
ооо 1! O 


故 原 方程 组 有 唯一 解 :z 一 一 8,z 一 3 2 一 6 一 0 
D 增 广 和 矩阵 经 过 一 系列 的 行 初等 变换 后 可 化 为 

1 22 0 -3 2,1 

0 -3 -3 4 —5 1 

0 0 33 —25 29 | 8 
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由 于 相应 的 最 后 一 个 方程 是 矛盾 方程 , 故 源 方程 组 无 解 . 
301. “c,d Or 24888 ,线性 方程 组 
zz, t ritr tr =], 
3r, + 2r jz, +z tH r =c, 
Zz 十 273 十 2z4 十 6Z5 一 3， 
52, F4r: Зе t 3z, — t; =d 
AR? EERIE T , 求 它 的 解 . 
解 ” 用 初等 行 变换 将 增 广 夭 阵 化 为 阶 稀 形 和 矩阵; 
1 1 1 1 1 :1 


3 2 1 1 —3ic 
:0 1 2 2 6 :3 
РОХ У 

1 1 1 1 1 


L e 1 

0 0 0 0 O; < 
|0122 ві з 

人 0 Va 


当 c=0,d=2 时 ,线性 方程 组 有 解 , 且 其 解 为 
r= xr; tr, 525—2, 
£, = — длу 2z, m br; t3. 
其 中 tirz: 是 自由 未 知 量 . 
注 当 c 才 0 或 4 了 2 时 , 原 方 程 组 无 解 . 
302. 讨论 a,5 取 什么 值 时 ,线性 方程 组 


= йл 181 


ах | (20—1)х,4+323=1, 


区 十 pz 十 27s* 一 1， 
al 十 bz 十 (十 3)zs 一 20 一 上 


有 解 , 并 求解 . 
а & 2 : 1: 
解 [ 220—1 3 : 1 | 
а bÜ 5+3 : 256—1 
а b A EE | 
+0 Bl ї о | (1) 
0 0 5+Hl : 2—2 
1). 当 a 关 0 Н 56 关 十 1 BF, Ek 4= 秩 4 一 3. 原 线 性 方程 组 有 唯 


ВЕНЕ = МИРЕ РЕ а 6. 
a(b+1) b+1°?°  b+l 
2) 当 5 二 一 1 时 ,由 (1) 知 : 秩 A=2,# 有 4 二 3, 故 原 线 性 方程 
组 无 解 . | 
3) 24 5 一 1 时 ,由 (1) 式 得 : 
ax, + z; + 2z;,= 1, 
у= 0, 
273 一 0. 


此 时 原 线 性 方程 组 有 无 穷 多 个 解 
2 一 1 一 QT1， 
3 一 人 0. 
zi 为 自由 未 知 量 .， 
4) 当 a=0 Н 25е +1 时 , 则 线性 方程 组 为 
bx, 十 273 一 1, (2) 
(ф— 1)=, 十 zs 一 0， н (3) 
(ó + 1)<,= 2(6 — 1). (4) 


НО а Р. RAOR ~ — Ру. 再 代入 (2) 得 
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一 2 4(®—1) 2Ь—4_\| 
2 十 1 6+1 b+l 

解 得 2 一 5. 

1° 当 a=0,b=5 时 , 原 线性 方程 组 有 无 穷 多 解 . 
== ола, 

其 中 大 为 任意 常数 ， 
2° 当 ae 一 0,8 尖 士 16 天 5 时 , 原 线性 方程 组 无 解 . 
303. 证 明 : 线 性 方程 组 


| 一 工 2 = 人 人 19 


т; жу==ай;, 
жу T = а, 
Ia — T; = Ay 


T5 — Tı = ds; 


ER 214.0. 在 有 解 的 情况 下 , 求 出 它 的 一 般 解 . 
证 “将 增 广 抵 阵 化 为 阶梯 形 矩阵 : 


1 一 1 0 0 0 :a 

0 1 == 0 0 :as 

0 0 1 —1 0 ia 

0 0 0 —1;а, 

—A— 0 0 Q 1 са; 

1 —1 0 0 0: a 

0 1 —Í 0 0 a, 

о 0 1 一 】 0 as 

= 0 0 0 1 —1 a, 


rS 
оо 0 0 о: Уа 
` j=l 


由 此 可 见 , 系 数 矩 阵 的 秩 是 4, 而 线性 方程 组 有 解 的 充分 必要 条 件 
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是 增 广 矩阵 亏 的 秩 是 4， Р =0. 34 5% 一 0 时 ,线性 方程 组 
有 无 穷 多 个 解 ,有 旦 其 解 为 : 
r =a tarta; ta, tT,» 
х.==а,+а +a, tT, 
£y =a; Fa t Ts, 


х,=а, |25, 


其 中 xs 为 自由 未 知 量 . 
304. 解 线性 方程 组 
Zi — Tp — T; — t — r, = 2a, 
— z + 3t — T; ++ —z,= 40, 


— жү t z; + (2" —1)=z,= 2"a. 
R 令 s= z+ r, + … 士 zi* 则 原 线性 方程 给 变 为 


一 5 十 2zli 一 2a， 
一 5 十 4zz 一 42， 
— s+ 2'r, = a 
由 此 可 得 
| n=at датада 
将 它们 统统 加 起 来 ,得 
ЕРА Е ВЕ: 
s= уж =na+sCy T+ + +) 


=na + (1— Ds, 
.. s= 2" = na 
所 以 诛 线 性 方程 组 的 解 为 
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+ 二 二 п—1 
r alltn 2 > 


x, =a + =a(l+n2" 13 


5 


305. 


ib а сз Ób 


i 
人 一 (1 1) 为 2X1 和 矩阵 , 斌 讨论 4X=C 的 解 的 情况 ,在 有 
解 的 情况 下 ,并 求 出 解 . 

解 |А|=[а+(х—1)5](а—5)”—'. 

1) 33aZ5,R.aZ (1—n)b В. [А4 (50. 因而 线性 方程 组 АХ 
СЖ. B Л 


= = sar = > САСИН = 
Ша: t latab] 
2) 当 a= 650 时 , 则 原 线 性 方程 组 与 下 面 线 性 方程 组 
ах tar: taz; 1 


同 解 . 故 原 线性 方程 组 的 解 为 
а= афа), 


其 中 zzz 为 自由 未 知 量 . 

3) 当 < 一 6 一 0 时 , 原 线性 方程 组 尤 解 . 

4) 34 a+ (Q —1)6=0 B] a= (1 —n) 时 ,上 原 线性 方程 组 无 解 . 
因为 将 线性 方程 组 中 前 n 一 1 Tost aD E. 得 
.O=n,3 A. 
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四 、 迭代 法 介绍 

306. 什么 是 迭代 法 ? 

答 “” 和 迭代 法 是 求解 线性 方 各 组 的 -种 近似 法 . 它 是 通过 某 种 
极限 过 程 去 通 近 精确 解 ， Eee -种 方 
法 ， 

307. 什么 是 简单 适 代 法 ? 简单 达 代 法 的 计算 步骤 是 什么 ? 

о 简单 选 代 法 由 三 个 步骤 构成 . | 

第 - - 步 :将 线性 方程 组 改写 成 迭代 形式 . 即将 第 1 个 方程 写成 
未 知 量 т, 的 表达 式 , 将 第 2 个 方程 写成 >, 的 表达 式 ,… ,将 第 
个 方程 写成 未 知 量 z, 的 表达 式 . 比如 假定 所 给 线性 方程 组 已 经 化 
成 和 迭代 形式 ; 


‚таят етен кет л ашаа оаааавоааааа (1) 


于 是 , 它 的 - ARARE: 
r tD =a, 1510 +a, х0 十 … - +a, т Fb, 

= 二 (2) 
TPO =а, 0 angr O H e H anne HH. 

第 一 步 : 求 近似 解 . 任意 给 定 初始 近似 值 ri r” Een 
RARRARORHM Л ИН arz r, 0 
第 一 次 近似 解 +P”, aP” i КАНДА FNR 
似 解 ;这 样 继续 做 下 去 ,可 得 到 第 k Warm us. 

第 三 步 :误差 估计 . 在 迄 代 过 程 中 ,随时 将 前 后 两 次 迁 代 所 得 
的 近似 值 进行 比较 ,如 果 发 现 有 

|z — тк |<, 
|z) rpt | e, 


[50 — rit 1› | <. 


——— 
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其 中 。 为 预先 要 求 的 误差 , 则 迭代 过 程 停止 , 且 取 第 上 十 1 次 近似 
值 为 线性 方程 组 的 近似 解 . 
ИП m merta дуто, 


308. 什么 是 简单 选 代 法 的 演算 表格 ? 
E 简单 迭代 法 的 演算 表格 是 表 5-1. 


+. z m ru. 


Ж 5-1 


ar а ayu "° 


Qa Gaz da ' b; 
aqa ax б “° b, 
анн —— h 
初始 近似 值 z, „д? ,-=,д 
第 一 次 近似 值 2 TE a 
第 二 次 近似 值 х0) ,TH | z$ Ме ж? 


计算 时 , 先 将 (2) 中 所 有 已 知 数据 和 初始 值 填 入 表 5 一 1 中 各 
ВЕБЕ Е, ЖАЙ до, zi... z 与 表 5-1 中 第 一 行 对 应 
的 系数 anan ,a 相对 ,把 这 些 怀 积 求 和 后 ,再 与 同一 行 上 的 刀 
Жл. 8049 

anti Harti H Бар ә 46 = zt. 
HAR 5 一 1 内 xi BR. АН до, ,zt0 与 第 二 行 相 对 应 
的 系数 相 乘 求 和 后 ,再 加 上 上 饭 , 得 z; AAE 5 一 1 内 . 如 此 顺序 
计算 下 去 ,就 得 到 第 一 次 近似 值 rP, e. 同 法 可 求 出 第 
二 次 近似 值 zi2 rP pe. 如 此 继续 下 去 ,可 求 出 各 次 近似 值 . 

309. .线性 方程 组 迭代 公式 收敛 的 充分 条 件 是 什么 ? 

答 下 面 给 出 线性 方程 组 迭代 公式 收敛 的 一 个 充分 条 件 . 设 
线性 方程 组 | 


=. 
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валаванаеаниаеевотеоотне е 


| 一- Бры +а„х„=й, ғ 


Qn 二 "二 dm х, ==6,. 
如 果 系 数 和 矩阵 是 行 对 角 严 格 占 优 的 , 即 


las |> 2 laz! ‚› G=1,2, 1), 
“1 
е 


那么 迭代 公式 
а а а b 
工人 一 12 200 13 700 一 zz 则 十 二 
ац ау а ац 
а а а b 
十 
42: „ 4 Ar 922 (2) 
а а а b, 
TETO <= —-—%у(®—-"%үю Шү, — 
对 任 取 的 初始 值 是 收敛 的 ， 


Ж “类似 地 ,假如 线性 方程 组 (2? 中 的 系数 抵 阵 是 列 对 角 严 格 
占 优 的 , 即 l 


[аг >X lasl |, i=l, 2, n, 


Ж АЖА OIERA DIAEA. 
310. ”用 简单 迭代 法 解 线性 方程 组 
13z,+ 4<x, =8, 
[ez isatsa mo 
5zi 一 5z? 十 6Gz =5. 
精确 到 四 位 小 数 . 
解 ” 按 列 的 规则 ,线性 方程 组 适合 对 角 严 格 占 优 条 件 ,所 以 迭 
代 形 式 
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ЕИ 8 
т ШТ Жр 
х= фа + * 
5 5 5 
0 一 Te 
是 收 全 的 . EE 8 ЗНА Из 
д = —0. 3077? +0. 6154, 
zF) =0. 375r” + 0. 312574” ， 
джо = — 0, 8333.-t” 4-0. 8333210 十 0. 8333. 
演算 表格 见 表 5-2. 
Ў 5-2 
Ü — 0. 3077 0 0. 6154 
0. 375 0 0. 3125 0 
0. 8333 0 0. 8333 


初始 近似 值 
第 一 次 近似 值 
第 二 次 近似 什 
第 三 次 近似 值 
第 四 次 近似 值 
第 五 次 近似 值 
第 六 次 近似 什 
第 七 次 近似 值 
.第 八 次 近似 值 
第 九 次 近似 值 


0.4912 


0. 3205 


0.3310 0. 7298 


0. 4022 


0. 4183 


0.4867 0.4158 0.7722 


0. 4875 0. 4238 


0. 4850 0. 4248 


0. 4847 0. 4257 0. 7831 
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由 表 5 一 2 看 出 ,精确 到 两 位 小 数 的 解 为 
жу== 0. 4847,ж;==0. 4257,х;=0. 7831. 
311. 什么 是 逐个 迭代 法 ? 
E ”逐个 迭代 法 与 简单 选 代 法 几乎 完全 一 样 ,唯一 差别 是 它 
们 所 用 的 迭代 公式 不 同 . 逐个 迭代 法 的 公式 是 
ж К” = anr P Баз P Har H Hant” +ә,, 
аг =ar t” +а»хт?? +аз х PF sss -Fant +b, , 


k 
К = аз Бард t pagt P + Баук! +: , (x) 


ZED Sapt tP Hapat t Hant tO i... a, z Ho. 

312. ”简单 选 代 公 式 和 逐个 迭代 公式 的 异同 是 什么 ? 

E 这 两 个 迭代 公式 的 差别 是 在 用 第 上 次 近似 值 о, со, 
э Ж RHL 次 近似 值 zi zip о 时 ,简单 迭代 
公式 是 将 zz 所 zl 整个 地 代入 公式 第 309 条 的 (2) 的 右 
端 ,而 逐个 迭代 公式 则 是 将 т”, 7... zt 逐次 代入 第 311 条 的 
С + ) 中 ,也 就 是 说 ,在 计算 со 时 ,及 时 地 引用 新 算出 的 t, 
zt... 一般 说 来 ,在 计算 过 程 中 ,及 时 地 引用 新 值 比 用 
旧 什 更 接近 精确 解 ,收敛 速度 要 比 简单 迭代 快 ， 

313. 用 逐个 迭代 法 求解 方程 组 

5z,+1-5z,+1. 3z,+ 0. 9, =21.1, 
1. 52,44. 52, +1. 4z;+1. 0z,+ 0. 5z, 一 21. 9, 
1. 32, +1. 42,45. 5z,+1. 5z,+0. 7zs 一 23. 1, 
19. 92, 十 1,. 0z, + 1. 52,15. 52,1. 2z;,=26.4, 
0. 5zz 十 0, 72:1. 22,42. 5z=;=10. 0. 

解 显然 , 它 适 合 对 角 严 格 占 优 条 件 ,因此 有 下 面 收敛 的 逐个 

ERAR 
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PETES CEP — 0. 3000 X 200) —0. 250014 — 0. 1800zj +4. 2209, 

$+ D = —0, 3343д{*+1› 一 0. 3111250) —0. 2222x} — 0. 1111r} +4. 8667, 
д{#*%1)=---0. 2364т{#515—0, 2545тф#+1; — 0. 272714} — 0. 127320) +4. 2000, 
rit D a -0 3636061000. 1818т}#+1)—0. 2727r ED — 0. 21822444. 8000, 
zhtn = — 0. 2000$#*+1›—0.2800ж$#*12--0. 4800х4{*#+) +4. 0000. 


演算 表格 见 表 5-3. 


3 5-3 
= ———— F 
0 — 0.3000 --0. 2600 — 0. 1800 o 14.2200 


— 0. 3333 0 一 0. 3111 --0.2222 — 0.1111 |4. 8667 


—0.2364 — 0. 2545 0 —0.2?27 — 0. 1273 |4. 2000 


-—~ 0.1636 — 0.1818 —O0, 2727 0 — 0. 2182 |4. 8000 


0 —0.2000 —0.2800 —0.4800 0 4- 0000 


2.3218 
第 二 次 近似 值 2.0657 2.6803 2.0887 
第 三 次 近似 信 | 2. 3107 2.5994 1.9649 


1. 4481 


第 四 次 近似 值 2.3690 2.6147 1.9430 3.0938 

第 五 次 近似 植 | 2.3735 2.6228 1.9434 3.0889 1. 4485 

第 六 次 近似 值 | 2. 3719 2.6242 1.9447 3.0885 1.4482 | 
所 求 的 解 为 : 


2 一 2.3719， zz 一 2.6242， Ts 一 1.9447， zi 一 3.0885， 
z; =]. 4482. 
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Ж ЖЖЖИ S IS fuer АК 30 次 才能 得 到 这 
样 的 结果 . О АНТА КО BJ A ЖЕСИН. 


五 、 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 
314. 件 么 是 齐 次 线性 方程 组 的 解 空 间 ? 
答 设 A 为 mXn 和 矩阵 , 齐 次 线性 方程 组 АХ =0 的 所 有 解构 
成 的 线性 空间 
W=(X!AX=0), 
称 W 为 4X=0 的 解 空间 ,这 里 dimW =л-- # А. 
Ж 4 dimW = 0 А =н), AX=0 仪 有 零 解 , 即 W = 
{0}. 
当 dimW =: (BẸ A=x—t)B8f, E W AEN eT HI 
7 为 4X 一 0 的 一 组 基础 解 系 , 且 WSL, q). 
315. 求 齐 次 线性 方程 组 
ху 3=r=;-+Srzg;—2xz,-xz;=0, 
| — 2r + z,—3xz,Ó+x,—4zx,=0, 
йоны жойыл 
За 145,225: — 9x, +r; = 0 
的 一 个 基础 解 系 ， 
ж 
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L =g Б =й: 1 
7 3 2 
— 0 1 5 5 5 i, 
0 0 0 0 И; 
0 0 0 0 0 
其 相应 的 线性 方程 组 为 
J +, — 32, + 5. == 2T, + 25 == 0, 
7 3 2 
| 2: — Hs + TT р = z | = 0. 
S 23=1,2.=0,25=0, 049-9 Ж 
_(_4 7 
т = ( 5°5 1,0,0). 


4% 2 二 0，z 一 1,zrs 一 0, 求 得 一 个 解 为 
1 3 
Va TTE 0,1,0), 


令 Z3 一 0,z 一 0,7 一 1, 求 得 一 个 解 为 


ъ= С—,—2,0,0,10). 


从 而 得 到 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 是 ho 
316.” 问 4 为 何 值 时 ,线性 方程 组 
| = +ÀAr,+r,=0, 


z, —z,+z,=0, “(ТЭ 
Ar Hr +25; = 0. 
有 非 零 解 ,并 在 有 解 时 求 出 所 有 非 零 解 . 
解 ” 令 系数 矩阵 为 4, 则 
|А|=сА+1)‹4—2). 
4 |A|=0BI] A= —1 9 А=2 BF, DAR. 
当 A= —1 时 ,(1) 与 下 面 的 线性 方程 组 同 解 : 
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| Tyt ту==0, СУ» 


—z + =zx,+ 2z=;=0. 
于 是 (1) 的 一 个 基础 解 系 为 :a= (1,1,0). 
当 4==2 BF, (1) 与 下 面 的 线性 方程 组 向 解 ， 
| 


tı —z; t r;=0. 


(3) 


故 (1) 的 一 个 基础 解 系 为 :8= (1,0, 一 1). 

综 上 所 述 : 当 4 二 一 1 时 ,(1) 有 非 零 解 为 {ta |kZ0); 4 А=2 
时 ,(1) 有 非 零 解 为 (£81& 关 0). 

317. Ё A= (ai).x, 的 秩 为 n, 求 齐 次 线性 方程 组 BX = 0 的 
一 个 基础 解 系 ,其 中 B= (а) „ога, Х H n зя. 

解 ” 由 秩 4=n, 得 秩 上 8=r, 令 WW 为 BX=0 的 解 空间 , 则 
dimW =r — ғ. 

令 ;为 行列 式 14 1 中 元 素 a 的 代数 余子 式 , 由 秩 А=л # 4 
的 伴随 甜 阵 4' 的 秩 等 于 n. 因此 

йа = (A... a А, )s 
f- = (Anss An) 
构成 BX =0 的 一 个 基础 解 系 . 

318. а= (1, —1,0,0),0,= (1,1,0,1),а;= (2,0,1,1), 
它们 生成 的 子 空间 为 ИГ = [,(а ‚а, заз). 试 构造 一 个 齐 次 线性 方程 
组 ,使 它 的 解 空 间 是 W. 

Ж H Fia sana КЖ 29 a, , a, S 


Гар fl —1 1 O 
а=) | 1 0 1). 
作 齐 次 线性 方程 组 АХ 一 0, 并 求 出 它 的 一 个 基础 解 系 为 


8 一 (1;0, 一 1 一 1)， 
В' = (0,1,1,—1). 
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一 一 -一 一 一 一 一 一 -一 一 -~ 一 _. 


由 .48 一 0,468: 一 0, 得 
wp 一 0 ¿,j=1.2. | (1) 
令 B'= AD Ey KS Er BX=0. 由 于 秩 B=2, 故 
BX = 0 的 基础 解 系 所 含 向 量 个 数 等 十 4 一 2 二 2. 
由 (1) 式 知 8' ja'; = 二 0,1、7 二 1,2. 这 就 证 明了 aa 为 ВХ=0 
的 一 个 基础 解 系 . HT Lla sara) = Lla 0), BX =0 的 解 空 
间 为 LCa .а,). 
319， 设 线性 方程 组 
[aur +a q H Fanta =À, 
o a 


anii Fanit H Hany nEn =D. 
的 系数 矩阵 为 A= (а), р. 设 М, 是 矩阵 4 中 划 去 第 i ЯНЕ 
AI (п--1)0 X ‹я—1)%Н ЕТ тб. 

1) HEH: СМ, М, (— UMOR SAR; 

2) 如 果 AJEA n—1, 那么 (1) 的 解 都 是 (M ， 一 М», 
(IVOM RJAR M. 

证 1) 考察 行列 式 


ац а ее а, 
4» az а 
Od 

Un—t.l Hn! 2 @„—ї» 
1 17 “эз 1 


#1 Жїл --17#& Ж К Р, ВН A= DUM. 

Hi F ам Ам БаьА tH ЖаһА,„ = 0,&=1,2,:--,0 1, L 
anM ia, M,+--.(—1)“ M, =0,k=1, 2, ,n— 1, (М,,—М,, 
一 1)" 1M,) 是 (1) 的 一 个 解 . 

2) 当 4 的 秩 为 n 一 1 时 ,基础 解 系 所 含 向 量 的 个 数 为 n 一 1， 
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因而 4 的 秩 为 n 一 1. 故 4 中 至 少 有 一 个 4 一 1 阶 子 式 不 为 0, 所 以 
Ё = (Му, = М,, С 10" М,2 30 可 作 基 础 解 系 ,从 而 (1) 的 解 
空间 为 上 (8),(1) 的 解 集 可 表 为 
(ECM, М, СМЕ 为 任意 常数 }. 

320. 设 A,B 分 别 为 sXn 与 mxn НЕЕ, AX=0 与 BX=0 
的 解 空间 分 别 为 Wi 与 ИИ, жг WEW, П И = W, k А = ФЕ 
B. 

证 见 第 249 Ж. 

+ © 在 复数 域 上 , AX=0 与 A'AX=0 同 解 . 

© 在 实数 域 上 ,AX=0 与 A' AX=0 8. 

321. #8 а= (ansans san)s E= 1,2, ,51B= (b, ,b,, , 
bn). 证 明 ;如 果 线 性 方程 组 


anti Карт, + Бах, =0, 


ах Hag £o H" Hant = 0, 
(1) 
алх азл + Hant =À. 

的 解 全 是 方程 biz, trez t ББ, = 0 的 解 ,那么 д 可 由 01,2), 

“… a, 线性 表 出 ， 
、 А 
证 设 A= laa B= ,再 设 АХ = 0 的 解 空间 为 


W, BX=0 的 解 空间 为 Wa N WEW: B i+ АХ =0 的 解 都 是 
BX 一 0 的 解 , 故 W =W.,. 由 第 320 条 知 秩 4 一 秩 В.В n] H а, 
oa, 线性 表 出 - | 
322. 试 证 : 若 齐 次 线性 方程 组 
— 


алх tHe Бах, = 0 


的 系数 矩阵 的 秩 是 r, 且 а.а, a, 都 是 此 线性 方程 组 的 解 , 则 
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Fk (аа, z.) т. 

证 DZ AS (ai)... Н AX = 0 BJ ## = [8] 8 W , H E ë ЖП 

dimW=n—r,Tl asasan € W. 
Hiasan а «ати =n—r. 

323. 证 明 : 与 基础 解 系 等 价 的 线性 无 关 向 量 组 也 是 基础 解 
Җ. 

Шо 设 齐 次 线性 方程 组 AX=0 Й 22 [а] 3) W, pohot 
ДЕ АА Ж. П И = Д, (р, 56,7. 设 о, а, "а, Буз}, 
…,7 等 价 ,因此 ， | 

Llars =L 9, л) =W, 
即 а, ,а,, за, 也 是 一 个 基础 解 系 . 

324. rxn EE С= (co) 的 行 向 量 是 齐 次 线性 方程 组 АХ 
=0 的 一 基础 解 系 ,其 中 A= (а) 6 m>X n 5 , B= (5) ИЧЕ 
э] 38 £ И BC 的 行 也 是 АХ =0 的 基础 解 系 . 

证 ФС Slana) Жа, ,а‚ Ж C 的 行 向 量 . 由 假设 


Аа;==0(1=1.2,+,л), (1) 
bn `“ буга, Ву 
а Жи F!" | 
ba + b.lle, B, 
其 中 
B,—b,a Hra, (&=1,2,2 r), 
则 


Аё, = Аа + tb) =0 (k=1,2,. ,7). 
X HE fibe 8, 均 为 AX=0 的 解 . 由 (2) 式 知 PDB 与 
Q Ü... 你- АНЕ Е {Н Ж Са, , еза, )=r RE s Ba BD =, 
从 而 Bief, 也 是 AX=0 的 一 个 基础 解 系 . 
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D 齐 次 线性 方程 组 ABX=0 与 BX =0 回 解 的 充 要 条 件 是 
‹САВ)= Ж B, 这 里 х= (x, =.) i 

2) 这 两 个 解 空间 正 交 的 充 要 条 件 是 181 关 0. 

证 1) 由 第 251 ЖЖ. 

2) 必要 性 BWW: 分别 为 4BX=0 和 BX=0 的 解 空 
ГАЈ, Н ИИ, LW: M W NW {0}3{Н WW, , б И, = Й, NW: 
= (0), E} BX=0 人 和 仪 有 零 解 . 所 以 1B| 关 0. 
| 充分 性 5181520, 1 07, = (0). Ж W, 中 任意 向 量 a 必 与 0 

1Е 2. BI W, LW 

326. DES, Z, 是 某 个 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 ， 
7 外 是 该 齐 次 线性 方程 组 的 二 个 线性 无 关 的 解 .证 明 : 若 &< 
s 则 在 名 ,后 ,中 必 可 取出 一 个 解 连 同 pooh 一 起 构成 
一 个 基础 解 系 ， 

证 设 司 ,…: 是 齐 次 线性 方程 组 AX = 0 的 基础 解 系 , 则 有 
一 -从 而 由 +з» 出 发 可 
增加 s 一 个 向 量 , 不 失 一 般 性 ,使 加) 访 , ,&, 为 六 
7.561." £, 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,从 而 Potti ә, 
АХ == 0 的 基础 解 系 . 

327. jZ А50 E m X n IBERE, b= (6,6,6, A X= 0 的 解 
空间 为 三 ,证 明 线性 方程 组 AX=6 ARALL W. 

证 必要 性 设 w 使 Au=6.Y BEW, h А'2=0 可 推出 BA4 
==0. 因此 #'b= @' Au=0, Вр p | W. 

充分 性 Y BEW, 由 6]W 有 6 一 0. 设 秩 (4)=r,4 的 行 
向 量 记 作 mm ，… ,a ,不 妨 设 А 的 前 + 行 即 2 ,…,a, 线性 无 关 , 则 ， 

a;=kia + j= 十 1, ут 
又 设 
B;= Rik 0 ,1 ,0)’, 
则 4'B,=0, 即 8, 是 A'X=0 的 解 . 因而 20. 
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Вр 
b =bbi+- А,Ь, j=r+1,1 m. 
即 矩阵 (4, 5) 中 第 j 行 是 第 1,2,…,r 行 的 线性 组 合 (j=r 十 1， 
-e m) (А. 5)= 二 r= 二 秩 A,B AX =b AR. 
328. Ж A= (а) 3 m>X x Ж, A=+—<n. X, 为 AX= 
0 的 非 零 解 ,求证 : 秩 (4' ,Xo) 一 r 十 1 
证 ЖА =r, 5 A =(8 Bnd 9 roin 为 4A' 的 列 
向 量 , 不 失 一 般 性 , 设 4' 的 前 > 列 线性 无 关 . 令 C =‹(8,,-++,8), 
出 
r=#k(C')=#k(CC'). . (1) 
用 反 证 法 , 设 秩 (A' X 二 +, 那么 
LA Xo) = (fist r Brr л, a Pms Ха? 


с',х„)=‹(8,,++,.Ё,,Х,„), (2) 
虫 假设 知 
#(С' X =A X’) =ғ, (3) 
Ba | 
А= : | = P'en | 
Pm ' 
Pm 


AX,=0,..CX,=0. 
HD DA Х,=18, +: +LA Н lh... FEAR. 因此 
0= 168, ++ CB,. (4) 
CC' = (СД, ‚++ ,CA,). 
由 (4) 式 知 秩 (CC' )<r, 这 与 秩 CC' 一 > 了 矛盾. 
HCA, X =ғ1. 
329. B ADLER, E АХ=0 有 非 零 复数 解 , 则 它 必 有 非 
零 实数 解 . 
证 设 它 的 非 零 复数 解 为 
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» 


š à p 
+£ 


d n. ©, є e 
: | 二 CC 十 Di， 
Le, +, d,d 
ЖЕ С (a e D == ded, ) M C, D 至 少 有 一 非 零 向 量 . 
0= Аа= АС+(АР):, АЛП АС=0,4р=0. 

330. 证 明 包 含 x 十 2 个 未 知 量 zzay， t Zao Zaa Tn] n 

个 线性 齐 次 方程 式 
аак" Кадан arma == 0 ,2=1,2,% n 
中 总 可 以 找到 两 个 未 知 量 rzsCp<dq) ,使 以 任意 值 代入 之 后 所 
得 的 方程 组 恒 有 和 解 存 在 . 

证 ” 设 齐 次 线性 方程 组 的 系数 和 矩阵 4 ВО r Шен, А 
未 知 量 的 个 数 等 于 п++2—›:>2. 在 这 十 2 一 r 个 自由 未 知 量 中 任 
意 找 两 个 未 知 量 rr < ,以 任意 值 代入 之 后 ,所 得 方程 组 恒 
有 解 存 在 . 由 于 n 十 2 一 +? 之 2, 故 zr, z ( 总 是 可 以 找到 的 ， 

331. 设 有 数 域 P 上 的 线性 方程 组 AX=0 与 BX= 0, F 
A, B 分 别 为 mXn 与 ;Xn 矩阵 ,如 果 它 们 的 通 解 中 所 含 自由 未 知 
量 的 个 数 之 和 大 于 я. 证 明 线 性 方程 组 AX=0 与 BX=0 有 非 零 
公共 解 . 

证 设 AX=0 的 通 解 中 含 r 个 自由 未 知 量 ,8x==0 的 通 解 中 
合 七 个 自由 未 知 量 , 则 АХ=0 的 基础 解 系 含 r 个 解 向 量 , 设 为 7， 
Жэ зл BX=0 的 基础 解 系 含 z 个 解 向 量 , 设 为 刀 ,6,…,. 令 

Vi=L(9 9; 9), V= Enes). 
则 V, 与 V, 分 别 为 АХ =0 和 BX=0 的 解 空间 . 于 是 V, V2: Vi + 
V, 都 是 P" 的 子 空 间 . 车 УПИ, = (0), Д] 
VHV D =r >n, 
Л JAE, AE, V NV (0), ik AX=0 与 BX=0 有 非 零 的 公共 
解 . 


a= =] : 
. * 


с, | 5 


Cn 
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六 、 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 

332. 非 齐 次 线性 方程 组 的 有 解 判别 定理 是 什么 ? 

管 ” 线 性 方程 组 AX =B, HP A= (а), ХАВ 分别 为 n 
X15 m>X 1 ERE ИГ Ж ЕЛА A= (А,В). И AX = B 有 和 解 的 
f лий ек f# ЖЕСЕ НЕЕ УГОН ШЕЛ RIP] Ay Ek, BH ЖЕ A= 
秩 А. 

333. ЖЕНУ Ахен, ER A= (А, ВУК 
УЖА 的 关系 有 抑 种 可 能 ? 

Ж 只 有 两 种 可 能 ; 秩 А=Ж 4 或 秩 4= 秩 A 十 1. 

334. 什么 是 非 齐 次 线性 方程 组 AX=B 的 解 的 结构 ? 

答 ” 非 齐 次 线性 方程 组 AX — B 的 解 的 结构 是 : 非 齐 次 线性 
方程 组 的 全 部 解 等 于 它 的 一 个 特 解 与 它 的 导出 组 的 全 部 解 的 和 . 
E y, 是 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 解 , 则 线性 方程 组 的 任意 一 个 
解 ” 可 以 表示 成 为 与 它 的 导出 组 的 菜 个 解 ”之 各, 即 

7 二 Yo 十 7 
或 Y= kh БА +E, рэ 
HP hohote- S Н T ЖШ ЖЕ, А,В, 6, 
域 PP 中 的 任意 数 ,r== 秩 4,n 是 未 知 量 的 个 数 . 
Ж AX=B 有 唯一 解 生 > 导出 组 AX=0 只 有 零 解 . 
335. Ж ЖЕЛИН | 
Xi 十 zy 十 工 3 一 工 n=, 
zitt +2х,—3х,=—1, 
2rz;J4-z;— 3z,-2z>;=—1, 
25у +z; + z,—4zxz;= — 3. 
М IR ER A 作 初 等 行 变换 化 为 阶梯 形 ，; 
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1 
0 2 —š —1-. 
1 
1 


ооо 0 0 0 
H B 知 原 线 性 方程 组 的 一 般 解 为 
Xl 二 一 1 一 2X4 十 3Ts， 
а-а 


z= —1 + 3z,—2x=,, 


其 中 ror 是 自由 未 知 量 ， 
336. ”讨论 线性 方程 组 
(3—22)xi+ (2—A)z;, + y,=2, 
| аала ьа шет, (1) 
z+ z,+ (2—A)<z,=1 
解 的 情况 ЭНЕНЕРГЕ E g. 


解 ” 设 系数 行列 式 为 4, 则 
A= (4—1)*(3—1). 
1) 当 11 Н 223 时 ,有 和 八 关 0; 由 克 菜 姆 法 则 知 原 线性 方程 
组 有 唯一 解 为 
PE КОЕ. сє. x sg 
3 一 4 3 一 
2) 当 4==1 时 , 则 (1) 与 下 面 方程 间 解 
Xi 十 ZX 十 区 于 1， 
从 而 原 线性 方程 组 有 无 穷 多 个 解 ， 


z=] — Tym =s + 
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其 中 rs,zs 为 自由 未 知 量 . 
3) 当 4=3 时 , 原 线性 方程 组 为 
f -37X) —z,+ r, =3, 
一 一 ;十 Ts 二 1， (2) 
| 
从 (2) 的 后 两 个 方程 看 出 此 线性 方程 组 无 解 , 从 而 原 方程 组 元 解 . 
337. JEER, ЕЛ5 只 猴子 .第 一 只 猴子 来 了 WYF 
果 平 均 分 成 5 堆 , 还 多 一 个 , 扔 了 ,自己 拿 走 一 堆 ; 第 二 只 儿子 来 
了 , 义 把 苹果 平均 分 成 5 堆 , 叉 多 一 个 , 扔 了 ,自己 拿 走 一 堆 ; 以 后 
每 只 猴子 来 了 ,都 如 此 办 理 . 间 原 来 至 少 有 和 多少 个 苹果 ? 最 后 至 少 
有 多 少 个 鞋 果 ?《〈 李 政道 提供 ,他 指出 :此 题 四 通常 方法 求解 相当 
ЖЛ. ) 
E 设 原 来 共有 工 个 苹果 ,5 只 猴子 分 得 的 苹果 个 数 依次 为 
1.22.23.24 ‚ж. WA 
z=5zx,+1, 
i 4r = 5r +l, 
4r: =5x, +1, (1) 
473 一 9Zz4 十 上 ， 
.4 一 5.Z5 十 上 
将 后 4 个 方程 两 端 分 别 加 4, 再 整理 可 得 


[z+ 1= 2 Gy 1) 


z +1= (z+ 1), 


F| 


5 (2) 
z+l= ra +1), 
ER 
在 (2) 中 ,从 后 向 前 逐次 代入 可 得 
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n+, 


所 以 5 (3) 
r= (2 (z; -1)— 1. 


将 C3) 代入 (1}) 中 第 -个 方程 得 
асе (ФО +1)—4, (4) 


由 于 工 是 整数 ,4 与 5 H 3, СН rti 必须 能 被 4: 整除. 
即 


25 士 1 一 442y (n 为 正 整 数 ). 
当 ”一 1 时 ,zs 一 255,z 一 3121, 故 原来 至 少 要 有 3121 CEE, 
REAM F 1020 个 苹果 . | 
338. 证 明 ; 象 棋盘 上 的 马 ,从 任 
一 固定 位 置 出 发 ,只 能 经 过 偶数 步 才 > 


АзСа.?) А;@.?) 
+ » 
Аг.) 401) 


能 跳 回 原 处 . 

证 取 固 定位 置 为 坐标 原点 , 建 
立 直角 坐标 系 ( 如 图 5—1). 则 马 共有 
8 种 跳 法 . 设 跳 往 4,(i 一 1,2,… ,8) 位 
ЕЖ: 种 跳 法 . 

下 面 用 反 证 法 . 设 共 用 了 2т +1 | 
步 回 到 原 处 ,并 设 第 ; 种 跳 法 共 跳 了 图 5 一 1 
Zz; 次 一 1,2,-…,8), 则 

2zi(1,2) 十 zt(2,1) 十 … 十 zs( 一 1,2)? 一 (0,0)， 
E NE 


所 以 ; 
Ti H2r + 2r, +r, t; — 2r, — 2t; — r; =0, (1) 
ратата (2) 

Yi 十 工 十 Zs 十 2 十 二 十 zs 十 Zr 十 zs 一 2 十 1. (3) 


(1)—(2)+ (3548 
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2002012231 2z, Ys ~£; t) =2m+ 1. 


由 于 (4) 式 左边 为 偶数 ,右边 为 奇数 , 故 巴 盾 , 从 而 得 证 ， 


339. 线性 方程 组 
гац i T а, =, 
| am Ly T a, T, b, 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 齐 次 线性 方程 组 
| 
Q 1.31 + Ба, Ym = 0 ` 
ВАЛЕ Сс ос BEG bc + 4-с = 0. 
证 必要 性 ROA (а. sd.) WI 


(4) 


(1) 


(2) 


bic +- FH dnim = Candi + “dnd +e -+ lamdi + 二 )с„ 


% (416+ ась) 4 十 … 十 Сас, Hee amnem d, 


=0 + dyt t0 * 4,0. 
充分 性 ” 见 第 321 Ж. 


340. 设 p 是 线性 方程 组 АХ=В 的 一 个 解 ,其 中 B 尖 0 H т, 


7 ,7 是 它 的 导出 组 AX=0 的 -- 个 基础 解 系 , 令 
7р, pH Pat s Yi =h Hh» 
МЕ ЯЯ :1) Yia e У, 281626; 
2) 线性 方程 组 的 任 一 解 7 都 可 表示 成 
| =u Huta tHe F ttio 
ДН u Hurt Би =1. | 
证 1) 车 有 -一 组 数 ki ay 使 得 
EE 0, 
则 


(bh k.) Сар {- Вл} e H kig) 0. 
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E b Lk, uba 0, p Z: АХ = CRM: 此 与 题 设 矛 
Ж, ktkt e tka =0. 于 是 有 
kah + k.p, ЕЁ, л, = 0. 
由 于 т.7707, 是 基础 解 系 , 故 它们 线性 无 关 , 从 而 
з= Ёз =" =k, 0, k, = 0. 
2) 对 于 线性 方程 组 的 任 一 解 沁 ,由 第 334 条 知 ,Y 可 以 表示 成 
Y =m Ñ+ h Th + Hkh 
=), БАСУУ) + А, (У 7) 
= [1—02 Hk H А) Д HRH АУ: 
A uml (0, 2+ А) иу ua SRo 
则 


Y= ui F ta Б аә 
HEP utus He Hul. 
注 REA oe a AERAR T B £H S IP] Et bJ —1Ж 
大 线性 无 关 组 ,其 中 :一 2 一 秩 A. 
341. 设 线性 方程 组 
anty apr T+ Fant =b, 
алхав Бах, == 6, 


a) 


la, Zy Fa, z, F FHA nEn = Pm 
有 解 ,并 且 添 加 一 个 方程 | 
arzı tarzat" Hant =b (3) 

后 得 到 的 线性 方程 组 (2) 与 原 线 性 方程 组 (1) 同 解 . 证 明 添 加 的 方 
程 (3) 可 以 由 (1) 经 过 行 初等 变换 得 到 . 

证 设 (1) 与 (2) 的 系数 矩阵 和 增 广 和 矩阵 分 别 是 4, 和 4 和 B, 
В. 

因为 (1) 有 解 , 设 秩 4 一 秩 A— r= 0; HEB Et SL (2 ЛАЙ, 
秩 B= 秩 训 =. 取 (1) 的 解 向 量 的 一 个 极 大 无 关 组 , 设 为 2.2» 
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由 于 (1) 与 (2) 同 解 ,因此 ,7:,… ,7 也 是 方程 组 (2) 的 解 
向 量 的 极 大 线性 无 关 组 .由 第 340 条 知 
Ë=xn—r—+1=n—r+l1l, 
故 = 站, 即 吕 的 最 后 一 行 可 由 前 m 行 线性 表 出 . 
342. ” 设 线 性 方程 组 
арх Fanta =h 
| КРЕКЕР РР (1) 
ap Ly + T a,,z, =b, 


< # SOME A ВКА P SE E 


an a, ё 
B= І 


ал .. а b, 
b. ... b, Ë 
的 和 区, 其 中 为 任意 常数 . 试 证 线性 方程 组 (1) 有 解 . 
证 令 广 为 (1) 的 增 广 矩阵 , 则 秩 ASR A< B=— # A. 所 
以 秩 4 一 秩 亏 , 故 线性 方程 组 (1) 有 解 ， 
343. 求证 线性 方程 组 ЕХ =» 的 解 全 是 线性 方程 组 CX =a 


C I 
的 解 的 充 要 条 件 为 -| БШСЕ, ШЕЖЕ ЕҢ GHC H 
一 列 向 量 )， | 
证 РЕ FH 341 条 得 出 ， 
充分 性 ”由 342 条 得 出 . 
344. ” 设 线 性 方程 组 


S 
2 ajz, =а, ану (1) 
51 8,у,=0, 12=1,2,--.,п; (2) 


3 ї=—=],2,5›,п; (3) 
j=l 
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其 中 和 一 包 mmpu, 且 设 (1) 与 (3) 的 导出 组 及 (2) 的 基础 解 系 所 仿 
向 量 的 个 数 分 别 为 ?求证 ， 
1) 车 (3) 有 人 解 , 则 (1) 有 和 解 ， 
2) [2s ,Lt. 
证 — A= (а)... B= (8,0... C= (7), d = (ars os 
а) ; 则 线性 方程 组 (1)、 2) (3) 分 别 可 改写 为 
AX=d, BY=0, CZ=d, Н С=АВ. 
1) ЖБЖ Z, i CZ,= d. 1 В7Л„== X,, J 
AX,= A(BZ,)=CZ;=a. 
HDA Xo- 
2) HF С=АВ, ЖЖ C=xn—IS< f A=n—s,12s. 同样 , 秩 C 
=n— iK Ék B=xn—¿t. >t. 
345. 设 线性 方程 组 AX=d4 有 和 解 ,其 中 A= (Ga)... А= 
ri, 线 性 方程 组 BX=c 无 解 , 其 中 B= (b)n Ж Ве. ШЕН 
ЖЕ G=(4, В,а,с) е, rtl. 
证 由 于 AX=d 有 解 ,而 秩 А, ЙГ ЕЕ А = СА, а) 
的 秩 为 re 
又 由 于 BX=c 无 解 ,而 秩 В=т›, SIM EBE B= (B,c) 的 秩 
为 rz 十 1， 因而 
С = (А, В,2,с) = (А,а,В,с) 
= (А,В) Ж A+ # В 
=r Hr +1. 
346. 设 线性 方程 组 AX==b 有 和 解 , 问 在 怎样 的 条 件 下 ,线性 
方程 组 的 任何 解 X HR TIE т, 取 同 一 值 . 
解 ” 可 以 证 明 A 的 第 列 不 能 由 其 余 各 列 线性 表 出 的 充分 
必要 条 件 是 方程 组 的 任何 解 向 量 的 第 个 分 量 都 相等 
上 述 条 件 还 是 必要 的 ， 
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因为 若 条 件 满足 ,可 设 A= (а, ,а,), ШЖ <a. 28 A 的 列 向 
Ж. 假若 线性 方程 组 有 两 个 解 X= Carr zer raa `, z.) X" 
(жү zz t ZE s zT O) E z xz. TO T = X-X“ Sn , 
test st,) E0, Н АХ=Ь,АХ" =b, A A(X— -x7 ) 一 0, 即 AT = 
О, ла tetta Б Tt, a, = 0. 

由 于 友和 关 0, 故 可 由 aaz, 0597.0, GAO ЕЖ Ц. 此 
与 条 件 不 符 , 故 线 性 方程 组 的 任何 解 的 第 个 分 量 取 同 一 值 - 

反 过 来 , 若 线 性 方程 组 的 任何 解 的 第 个 分 量 取 同 -- 值 , 则 а, 
不 能 由 其 余 列 向 量 线性 表 出 . 因为 车 有 

td 二 十 
MS T= (0,6 эйс, lbp з) 是 АХ=0 的 解 , 取 АХ= 
БЕДЕ Х.Х (а, z. W X°" =X+T EE 4X 一 二 的 
解 , 显 然 耻 与 XX* 的 第 个 分 量 不 同 ,了 矛盾 . 

347. ЖЫ:А„„„Х=5 只 有 唯一 解 的 充 要 条 件 为 A 的 列 线 
性 无 关 . 

证 由 第 334 RA, A X= RAES AXIM 
有 有 零 解 . 

W A= (01,0, a.) X5 (z). r.) M] AX=0—,a, 
Hra t’ Hra, = 0,88 AX=0 只 有 零 解 等 价 于 aa a, 线 
性 无 关 . 

348. R АДАК E m xn S EE b 是 实 mX1 FB EE. 证明; 线 
性 方程 组 A'AX—= A'b 一 定 有 解 ， 

证 因为 秩 (4'4) 一 秩 A', 

PECAS A, A'b =R A ADSR A, 
所 以 秩 (4'A,4’5)== 秩 (4'A), 从 而 所 给 线性 方程 组 有 解 . 
349.” 设 平面 上 有 条 直线 
а-+{Ьу-Ес;=0,1<—=1,2,++,я. (1) 
试 给 出 它们 有 唯一 公共 交点 的 充 要 条 件 , 并 证 明之 . 
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mA ар Ó 一 cz 
An b, —c, 
- 它们 有 唯一 公共 交点 的 充 要 条 件 是 : 
ПВСУ 2 ik 4 二 秩 4=- 2 一 未 知 量 个 数 . 
350. 已 知 平面 上 三 条 不 同 直线 
:az 十 By 十 7 一 0， 
l: pz 十 yy 十 ae 一 0， 
l: Yz+ay+ B= 0. 
求证 :它们 相交 于 一 点 的 充 要 条 件 是 a 二 8 十 Y=0. 
证 设 线 性 方程 组 
[ete 


Вх+Уу+ах==0, (1) 
Yz+ay+ @=0, 
W) Z» 22,13 HFA s уо) «== (1) 8 АЕ Ж R (z, y 1) <> 
a В Y 
y а В 
B 7 < 
其 中 f(z)=<a=+ËÜ=xr44VYzx:,1,8,82 为 x 一 1 的 三 个 根 ， 
如 果 701) =0, ШЕ У. 
- Ë 70е) =0, В x 十 ps 十 ye 一 0, 用 eye 分 别 乘 它 得 
У+оє-- JB82=0 和 8 二 ye 十 as 一 0， 


=0<—— /(1)7(e)f(ey=0, 
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三 式 相 加 得 
(а+й#+)(1+є+)=0, 
1+ 2560, “a+ В+ = 0. 
车 f(s)=0, 也 可 证 明 a 十 8 十 7 一 0. 
PEER lisle els 相交 于 一 -点 所 全 ac 十 了 十 7==0. 
351. 空间 四 个 平面 
axt у-+7в-+-А=0,1==1,2,3,4, 
相交 于 一 点 ,求证 


а; ñ, 7, À, 
Pe az Ü, 7, A н 
а, Й, Y, А 
|a, В, y, А, | 
并 问 它 的 道 是 否 成 立 ? 


证 ” 设 四 平面 相交 于 点 Czoyyo*zo), 则 齐 次 线性 方程 组 
ах+ Ву += БАи=0,1==1,2,3,4, 
有 一 组 非 零 解 
Z= Los у= y Z= Zp u =]. 
从 而 必 有 系数 行列 式 A= 0. 
但 逆 命 题 不 成 立 ,比如 有 两 平面 重合 时 ,也 有 4A=0. 


+. 和 矩阵 方程 介绍 
352. 和 矩阵 方程 AX=B 有 人 解 的 充 要 条 件 是 什么 ? 其 中 4 为 
m >x n B EE, B у m > s SE . 
Ж ü X Упхз EBE, 
Х=‹лх\у,++,х,), В=(8,,++,8,), 
ЖР дох, Ж X ШУН. 8... 8, 为 吾 的 列 向 量 , 则 АХ=В 
< Azr,=B8,G =1,2, s), F R: 
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AX=B 8%<— Ar =p: 都 有 解 (i 二 1,2,… s) 
<=> (4,08) SE А G=1,2, ° 5) 
RA, ANER A 
<=> RA, B)= #k А. 
353. RAA тхл EKE, X A nx s Fa EF Ш AX=0 的 所 有 
ЖЕН W 构成 线性 空间 , 且 dimW = (п —r2. 
证 1) МСР", AA On EW W 3E# V X I. X C W, 
PREX HAX EW, AE EP. W 是 线性 空间 . 
2) H y Æ nX1 ЖЕ, 4 一 ”~, 设 Ay=0 的 基础 解 系 为 6， 
…，E- 那么 
划一 (800) 六 一 (sr 0 0), 
їп 一 人 06c0) Ponor =r Enr), (1) 


000,0, "6,0," Paora (0,5 OE) 
为 W 的 一 组 基 , 所 以 dimW = (и — ғ). 
Ж ЖАЮ ОУ АХ =0 的 基础 解 系 只 要 求 出 齐 次 线性 
方程 Ау=0 的 基础 解 系 , 然 后 代入 (1) 式 就 可 构造 出 矩阵 方程 АХ 


一 0 的 基础 解 系 来 . 
354. 设 

| —1 | 
A= е 

2 一 2 4 

тү x 

X= | х; = 

х5 X 


Ж AX =0 的 基础 解 系 . 
解 设 Ay 二 0, 其 中 У = (у, узу) ЖАТ У F I y F 2R [aj 
ш: 


yı y: 2уз==0. 
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> ys 二 1,y; 二 0, 得 y=l, г. == (1,1,0); 
令 уз=0, у= —1,19 у =2, = (2,0, —1). 
代入 第 353 条 (1) 式 得 


1 O 2 0 
| | 0 | 
0 0 —1 0 


0 1 о 2 
0 jE 0 0 
о 0 0 —1 


即 为 4X=0 的 解 空 间 的 一 组 基 . 

355. А,В] m X x 与 m X ЖӘЕ, Х, АХ-=В 的 
特 解 , 如 果 秩 (A,8B)== 秩 А, Б Л“ AX = B 的 任意 一 个 解 
1240 XHY, 形状 ,其 中 Y, 为 AX=0 的 任意 一 个 解 . 

证 #НУЖАХ=В{ 的 解 集 ,下 证 

Н=(Х,+Ү.1АХ,=В,Ү, 为 AX=0 的 任意 一 个 解 }。 (1) 

令 (1) 式 右 端 为 MY Xo 十 YE af, 那么 

АСХ, КҮ) = AXo AY,=B+0=B. 

.Xi 十 YoE 五 ,此 即 MC H. | 

反之 ;VY Х\ЄН,ИЇ AX.= B,BJEZ А(Х,– Х,) =0, 8 X, — X, 
R AX=0BJ-- “НХ, = X, (X, — X.), T E: X, € M, 此 即 
HEM, 所 以 H= M. 

356. 设 


1 —1 2 [2 3 
a=]; —2 1. в-|, 中 
求 AX=B 的 全 部 解 . 
н валеж 23 
由 352 ЖШ AX=B AR. 


з= 


|=1=% л. 
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作 齐 次 线性 方程 组 AX=0, 由 354 条 得 基础 解 系 为 四 ,7, ,7， 
Pa 


АХ = И З (2) 
4 
АХ= |, (3) 
6 
设 (2)、(3) 的 特 解 分 别 为 z. z EP r= (1,1,1),2z 63, 
1 3 
0,0). FÆ Х,= 1 59| 为 矩阵 方程 AX = B HRM, k Fe E EE y 
1 0 
程 的 所 有 解 为 
X = Xith t kht kat ka 
1 3 1 0 2 0 
- чый ofsa o ol 
1 9 1 0 一 1 0 
0 1 0 2 
+210 1| +Ë|O0 0 | 
0 0 0 —1 


其 中 ki ?大 2 ‚Ёз 7 为 任意 常数 . 


А. 线性 方程 组 的 反 何 题 

. 357. 什么 叫做 线性 方程 组 的 反问 题 ? 

管 ” 线 性 方程 组 AX=B hEA хл ре, В у хт 
阵 , 求 了. 这 是 线性 方程 组 的 问题 . 

如 果 已 知 X 为 xX1 和 矩阵 ,已 知 B 为 ;x1 矩阵, 求 A, 这 就 是 
线性 方程 组 的 反问 题 . 

358. ”线性 方程 组 的 反问 题 有 解 的 充 要 条 件 是 什么 ? 
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E 设 AX=B, ÈP А = (a), ARAE ВЕ, Х = (zi …， 
z) ABA, B = (Фу, 6.) 也 已 知 . 

AX=B HR EAX=B <> 
(EDX JA =BH R # (EG X' ,B)— fk (EGDX'). 
HF E A s EME. 

359. 已 知 X'=(0,--,0,1)39 1Xn ВЕ, B = lh), 
而 4 三 (as),x* 是 未 知 矩阵 , 则 线性 方程 组 АХ = B 的 反问 题 在 实 
对 称 正定 和 卸 阵 类 中 有 解 的 充 要 条 件 是 名 > 盖 0, 且 在 有 解 时 ,其 解 的 
形状 为 


Д Ср ае, 为 任意 一 1 级 对 称 正定 阵 ,a 一 Cb,…， 
0). 
证 必要 性 БА 9 n ИЕ, H АХ= в, 2, 


б, 
X'AX=X'B=(0,, D| 1 | =5,> 0. 
b, 
设 А = (as)nxn 为 实 对 称 正 定 阵 ， 由 于 АХ= В, 8 
0 
Ё к | А b 
人 0 x= ы А 
Яп] а ам b, 
1 


从 而 


A RT RAHA EA 165 


C a 
| |, (1) 


其 中 a = (bs ‚›Б-т). 由 于 b> 那么 只 要 令 С=р+ фа ` a 5 
Rh p Sft— n—1 阶 实 对 称 正 定 阵 , 即 可 证 得 A 为 实 对 称 正 定 
阵 , 且 AX=8. 

充分 性 “ 当 所 >0 时 , 取 4 如 (1) 式 ,其 中 C 一 DT+ jod, D 为 
nn 一 1 级 正定 阵 ; 则 4 为 4X 一 已 的 在 实 对 称 正定 阵 中 的 反 向 题 的 
ж. 

360. I X'= (x, r,)2Z20 Ж B: = (b, , '"" Фә) CGA A= 
(a), ARMER, JJ AX = B ТЕЗЕ X SK YF. E ЕЕ КЕЕ rH 83 XZ fal 
题 有 解 的 充 要 条 件 是 X' pB>> 0. 

证 必要 性 ” 设 4 为 实 对 称 正定 阵 , 且 AX=B, Z X' AX 
=X' B>0. 

充分 性 ”因为 XÆ0, ШЕЕ n] ВЕ Р, РХ=(0,-+—,0,1)'. 

令 А= (Рт!) АР-!,у= Рх,В= (Роу B= (b,b). 
那么 | 

AX=B ARA Áy= BAR 
>b, =y B= (Pyy (Р'В) =X' B>0. 
这 样 4y 一 互 的 反 同 题 在 对 称 正 定 矩阵 类 中 有 解 А„, TE A,= P' 
AP 是 对 称 正 交 矩 阵 类 中 AX = В H Бе И. 


一 、 定义 
361. 和 什么 叫做 行列 式 ? 
Ж ВА (а) М Р ЕЮ nxn EEF, Bü E 


ГА | = > (SDT a а an, , (1) 


其 中 Jija ja 为 1,2,+"" = 的 一 个 排列 КӨШ Л ыр 的 逆序 
Ж. 
Жж O 行列 式 是 РР. 
© 类 似 地 可 定义 
14|= 2 CD ana, aje (2) 
@ 还 可 定义 
|А|= УЗ (—1 ETEA a; as 
HP arei, W heej 都 是 1,2,…,n 的 排列 . 
D 不 难 证 明 上 面 (1),(2),(3) 定 义 是 等 价 的 - 
362. іту ҖИҢЕ ТЕХ? 
E ”行列 式 定 义 方法 很 多 ,主要 还 有 以 下 几 种 : 
1》 归 纳 法 . 设 4=(a;) 为 nxXn 和 矩阵 , 当 n=1 时 ,规定 14| 
二 qn; 车 n—l 阶 行列 式 已 经 定义 ,再 规定 
lA| =anMu—anMyi+as Mid T (~—1)" awM,,, 
其 中 Mi; 为 划 去 4 的 第 1 行 和 第 j 列 剩 下 的 (x 一 1) X Ga — 1) 5 £ 
的 行列 式 . 
2) HERTS. W ASH nX n ERE 规定 


ај? (3) 


u 
222 
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lA| = > Ya Сај 5да тта, , 
1a 


фло И Gi B jeh М 2n 4 
排列 . 

3〉 主 对 角 线 定 号 法 . 设 А= (а) пхп ER, 

|А|= рд (12а аз, anj,” 

其 中 z 是 用 逐次 对 换 两 行 (或 列 ) 将 at за an Хп TRE 
到 主 对 角 线 土 所 用 对 换 的 个 数 . 

4) 线性 应 数 法 . пхп ж А 的 行列 式 是 适合 下 列 条 件 的 
©: 

1° [ALE 4 的 每 列 的 线性 函数 ; 

2° 如果 4 有 两 列 相同 MALA =; 

3° ШЖ 4 的 主 对 角 元 为 1, 其余 均 为 0, 则 141=1. 

5) 化 对 角形 法 . 逐次 用 4 的 一 行 (或 列 ) 的 倍数 加 到 另 一 
行 (或 列 ) 将 4 化 成 对 角 和 矩阵 diag (51,… ,6,) RUE JA | = bbrbn 

注 ”可 以 证 明 这 些 定义 与 第 361 条 中 的 定义 是 等 价 的 . 

363. 如 果 排 列 rrr, 的 逆序 数 为 了 ,那么 排列 treat 
zl 的 道 序数 是 多 少 ? 

E ”由 于 不 同 的 х.х, 必 在 且 仅 在 духо, 或 tatir 中 


之 一 构成 逆序 ,而 这 两 个 排列 的 道 序 总 数 为 CS 一 "СЕР, 
лл, ВЕЛС, š 
364. RELHA: _ 


Ql а а, а, а; 


1) A; = Cl Cy о 0 0 
di d, 0 0 0 
ё\ е; 0 0 0 
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0 а, 
а; 

2) Д, == ; 

а 0 

0 1 0 ` 0 

0 0 2 0 
3) 和 一 

ооо "— 1 

п Ü 0 0 | 


| sii | 

解 D W A 的 一 般 项 为 a au, ay au a s, ;那么 лој P 
至 少 要 在 3,4,5 中 取 一 数 , 从 而 任 -- 项 中 至 少 有 一 个 因数 为 0, 所 
以 А,=0. 

2) А„=(—1)'=”!- Dayaz ta = (—1) Z ааа. 

3) A,=(— 13” "Юр =(—1)' nl. 

365. л тя 

1 =l —1 … 一 : 


1 1 一 上 1 
DaN ккан а онаа Sousa as 

1 1 1 — 1 

1 1 1 1 


求 九 展开 后 的 正 项 总 项 数 . 

解 将 刀 的 最 后 一 行 分 别 吉 到 其 余 各 行 , 化 成 一 个 下 三 角形 
行列 式 , 主 对 角 线 元 除 最 后 一 个 元 素 为 1 外 ,其 余 均 为 2. 故 DD= 
9"-1, 

设 ЕАМ а, А b, M арп! ,а —Ь 
二 2" 1, 解 得 а= 27+). 

366 瑟 出 下 行列 式 Dis= |(а,,) 1sxs 中 包 舍 a1s,azs 并 带 正 号 
的 项 . 
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Ж ED, 中 包含 aria, WJ Y > @1з3@25@зу,@4у,@5,+ 因 jojo js 
都 可 取 1,2,4 这 三 个 数码 ,所 以 35. 能 组 成 的 5 元 排列 共有 6 
个 , 即 

35124; 35142; 35214; 
35241; 35412; 35421. 
故 包 含 a13,azs 并 带 止 号 的 所 有 项 为 
@13@25@з1@44@45з t 213025832704154 э @13@05@14@42й51+ 
367. 试 求 下 列 行列 式 中 х' 的 系数 : 
— š 1 3 0 


Р(х) = | —1 2 0 4 Зх 
2 21 4 x 5 
1 = 3 — 2 


解 ” f(z) 中 合 zt 的 相应 的 项 分 别 为 
(—1)'0226)2 да ана = 4r, 
C1) 3 sanawauts— 217r, 
故 f(x) 中 x! 的 系数 为 21 十 4 一 25. 
368. 如 是 一 个 级 复数 行列 式 ,其 元 素 满 足 a;;j=as G = 
1,2,…,n) ,其 中 a 表示 акч Ж. 4 是 一 个 实数 . 


证 MA = È 1 ha на, 


Ат 
> тр mj jos 2: 
= / (—1) A da dii чар» 
л 
Gil а; а 
= ün &@ а2, 
á= =), 


вооа вавеааоеоаз ьо 
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所 以 4 为 实数 . 
369. ”计算 


а, “<; а, 
У а, Az а», 
АЗА еозтоерртооветооа е +оо i 
@һ,, anj, а„; 
这 里 2， 是 对 所 有 元 排列 求 和 . 
ЛТА, 
ж 设 
ап ау; а, 
а а Aza 
D= 21 22 2 ‚ 
Anl 4,5 位 mr 
因 
а, av, 2 


аз; 42; s.. 23; 
Ji J? Îr = (=DD, 


а Any ` Anj, 

又 所 有 4 元 排列 中 ,奇偶 排列 各 半 , 从 而 在 和 中 PP 带 正 号 与 带 负 - 
号 的 个 数 相 等 , 故 原 式 等 于 零 . 

ауу) a,G) + ар, (0) 

a a, (t) a,, (z) Кым 4С) 

370. = 


„жеаааадаааа»веаваавааяааааааавваа+» 


ам) аһ) + а„бу 
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an G) 57 КУ? sas a (t) 


еоакоаъраанаъевод но оат о та оаафа оца фьоо чеоне 


aalt) ++ шай) e amli) 
证 根据 行列 式 的 每 一 项 也 可 按 列 指标 排列 ,再 据 微 分 法 得 
左边 = 所 多 (ITa; (ас n CE) 


= D Dii (ааба 09) 


= У) > (EDE a a (1 ~ Eai Era (D 


ji 
一 右边 . 
371. 设 ar 是 整数 ,7 一 1,2,…2, 则 


апу а\; Б а, 
41 ИЛЕ т Arn 
2 360, (12 
An а, Е am— t 
证 1 OREHA D, AR 
Ж ау ne ay, 


asFsnawaaenanosana....ana.a............ 


Gn) а. s. Anm x 
W P(z)=(—1)="+b 2” et F 为 整数 ,如 果 p= 
P(Z)=o,Ml 
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(C—1)"+2b + 2b t ee 2", = (-- 1)" m=0, 
这 里 m 为 整数 ,但 这 是 不 可 能 的 . 故 p=PCD=o. 


Zaa —1 2a,, чн 2а\, 
2а Za, 1 2а 
证 2 D= су) : TAN U Ж 
дад Za, s Bam] 


右 端的 行列 式 除 主 对 角 线 上 元 素 都 是 奇数 外 ,其 佘 元素 都 是 偶数 ， 
故 它 的 展开 式 中 , 除 对 角 线 上 元 素 之 积 这 一 项 为 奇数 外 ,其 余 项 均 


为 偶数 .于 是 р= (29-0090. 


=. 性 质 与 公式 
372 行列 式 有 哪些 基本 性 质 ? 
答 设 4=(aj) 为 xnXn 和 矩阵, 则 行列 式 14| 的 基本 性 质 如 


F: 
D 行列 式 与 其 转 置 行列 式 相等 , 即 14| 一 14'|; 
2) 用 一 个 数 乘 行列 式 某 一 行 (或 列 ), 等 于 用 这 个 数 乘 此 行列 


CSPI A2 Ain 
3) |b, +c b+c: ba 十 cn 
An anz а„ 
аџ а ау ĉin 
= |, b. |+ | Cn |3 


"aosssessaan | 
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4》 对 换行 列 式 两 行 (或 列 ) ,行列 式 值 反 号 : 

5) 如 果 行 列 式 有 以 下 之 一 情况 ,那么 行列 式 值 为 0， 

1° 两 行 (或 列 ) 成 比例 ; 

2” 有 一行 (或 列 ) 全 为 0; 

6) 车 把 行列 式 的 某 一 行 (或 列 ) 的 倍加 到 另 一 行 (或 列 } 上 
去 , 则 行列 式 值 不 变 ; | 

7) |A| =а.А, БагАг+ Tas As 

=a A); +a,; A; + +а,,А,, + 

8) 任 取 4 的 上 行 , 可 构成 4 的 一 切 可 能 的 天 阶 子 式 为 
С=С) К , 设 为 М, ‚М,, “e Ma 其 相应 的 代数 余子 式 为 А, ,‚А,, 
“Ао |Ар=М,А,-+М,»А,-Е-=-+ЕМ,А,. 

373. 行列 式 有 哪些 常用 的 公式 ? 

E 常用 公式 如 下 ， 

1) 范 德 蒙 行 列 式 , 即 

1 1 aii 1 


a, a, а, 
a? aî ёта а? == П (а;—а;) (1) 
Iia 
a! ag? ат! 
а, + а, 0 
2) = Saaran (2 
`0 а x a, 
其 a, 0 а, 
P ‚ m(m—1) 
К = . =(—1) 2 ауаз" "а; (3) 
a, 0 a, * 


3) W A BRIA n И m Bi 2 КЕ, 
|2 “ЫР р 


C B d 中 =Ul' an (4) 
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o A| |D А 

p | 0 

4) n 阶 行列 式 
TER. 
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аву era D 


b b b зз a 
374. 怎样 计算 行列 式 ? 


Ж ”行列 式 的 计算 应 根据 具体 情况 有 基体 分 析 , 但 总 的 原则 是 
利用 行列 式 的 性 质 , 将 原 行列 式 或 者 化 为 第 373 条 中 的 常用 公式 
之 一 ,或 者 化 为 某 一 行 (或 列 ) 只 剩 下 一 个 非 零 元 素 , 然 后 按 这 行 


(或 列 ) 展 开 , 使 之 降 阶 . 
为 达到 上 述 目 的 ,具体 施行 时 常会 用 到 四 个 计算 步 又 : 


1) 将 行列 式 各 行 (或 列 ) 分 别 乘 一 个 数 统统 加 到 某 一 行 (或 


列 ). 比如 爪 型 行列 式 : 设 azas =a 20, 


а G Ca Cr 
b, а, 

A= | b, аз 9 
b, a 


其 中 asa (E+E) з Ad a 
2) 逐 行 (或 列 ) 相 加 减 , 比 如 计算 
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п—2 я—] n 

2 3 4 "—1 п п 
A=]|3 4 5 п п nj, 

n n n == nrn n п 


1 2 + п—2 п—1 n 


i 0 + 0 0 0 
3》 吉 边 法 ”这 大 多 适用 于 某 一 列 ( 或 行 ) 有 一 个 相同 的 字母 
比如 计算 


a, +m а; “е a, 
а a, +m Р 
АЕ E ie (1) 
а, а; а, Hm 
添加 一 行 一 列 得 
1 2, 43 a, 
0 a+m a, а 
А= a, a, +m а 
0 a, a, … а„+т 


用 第 一 行 的 (一 1) 倍 加 到 其 它 备 行 得 爪 型 行列 式 : 
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1 ау Uz а, 
—1 m 0 0 
А=|—1 0 m 01, (2) 


一 上 0 Ü <... m 
当 m 关 0 时 ,在 (2) 式 右 端 中 将 第 i 列 的 二 倍 统统 加 到 第 一 列 
得 


其 中 c=1 十 声 (ai 十 … 十 4) 
4) 将 某 一 行 (或 列 ) 的 倍数 分 别 加 到 其 它 行 (或 列 ). 这 一 步骤 


上 面 已 经 用 过 ,不 再 举例 . 
5》 按 某 一 行 展 开 比如 计算 
1 2 3 4 n 
112 3 n— 1 
D= ] z 1 2 n— 2 
La с l n—3 
1] z z xz +з 1 


J 217918, FITRA 1 加 到 上 一 行 得 
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0 1 1 1 
0 工 一 工 1 1 
D= |0 0 1—2 1 
1 = КА 1 
按 最 后 一 行 展开 得 
1 1 =] 1 1 
1—2 1 1 1 1 
也 一 (一 1 | 0 1 一 1 1 1 
0 0 О + 1—= 1 
ВА 2177086, FRU maA 
2 0 
1—х x 
D=(—1)"t! `. г =(—])”+1т"7?, 
| х 
0 T= 1 


=, 化 三 角形 
375. 计算 下 列 行列 式 


0 1 2 n—1 
1 0 1 п—2 
D = 2 1 0 n—3 


n—l n—2 n—3 ~e 0 
Ж ABni, STRA WE F4 
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1 1 1 Кж, к= 
然后 ,将 第 x 列 分 别 加 到 其 它 各 列 上 ,得 
n—i n nti "` n-i 
0 一 2 —2 s —1 
D,= |} 0 0 —2 = —1|=¿(—1) n1). 
о 0 0 see +] 
ZI а; аз ° аһ 
у т, аз v ам 
376 计算 A 入 = jx т, т, +з apl. 
жу To Ta * z, 
Ж 从 第 ”一 1 行 开 始 每 行 乘 以 一 1 加 到 下 一 行 得 
Tı а dl 9% ам 
0 Za аз-аз * аш—ан„ 
0 0 0 Tan ln 
= z (z;—ay)(zr | mag) C En ana). 


377. 计算 


х а, а, а е а 


Dai јар а х а = а, |. 


wave... ................... 
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解 将 各 列 统统 加 到 第 1 列 得 
1 а, а, 
š 1 x <a, 
D. a= (r+ 25а) 1 а, х “ а, |. 
1 а, а; +з z 
将 第 1 列 的 一 al 倍加 到 第 2 列 ,将 第 1 列 的 一 az 倍加 到 第 3 
列 ,… ,将 第 1 列 一 a 倍加 到 最 后 一 列 ,得 
1 0 0 ... 0 
N 1 2—0; 0 e 0 
D. = (z+ 25а) 1 0 х—ар =+ 0 


wuannnaactuanaoonnooasa............... 


1 0 0 “e xa, 
=G+ 20а) П Cao. 
378. 计算 
a 二 1 a+2 … a—+(n—1) а+ з 
a+2 a+3 е a+n a+1 


D,= 


atn a+) + а+(я—2) a+(n—1) 


解 ” 将 各 列 统统 加 到 第 1 列 得 | 
1 а+2 ++ atn 


D. =(na+ 


l ati -= a+(n—1) 
将 第 1 列 的 一 a 售 分 别 加 到 其 它 各 列 得 
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1 2 3 … n—l п 


1 3 4 «e 
D.= (на 10) РУРК 
l я 1 = 0—3 n? 
l 1 2 … я—2 яп—] 
从 第 n—1 行 开始 ,将 上 一 行 的 一 1 倍加 到 下 ~- 行 ,得 
1 2 3 … nl n 


0 1 1 1 一 
D, = (па 0-19) 1—я 
ð 1-я 1 = 1 1 
1 1 е 1 1—л 
= л(#--1) 1 1 l-n 1 
рн em n n a m 


l~n ] °= 1 1 Р 
将 最 后 一 列 与 前 面 各 列 两 两 对 换 , 换 到 第 1 列 ,同样 将 倒数 第 2 
列 , 换 到 第 2 列 , 将 所 有 各 列 统 加 到 第 1 列 ,得 
1—л 1 ... 1 


р, (ва) C pss 1 1и = 1! 
1] 1 ї—л 
再 由 第 373 条 的 (6) 式 ,得 


р, 0 +L nta Ер ` Q—n— 1)? 
СС(1-—я)-+(и—2)7 
a нлара, (n2>3) 


当 п=2 f, D,= —1;34 n=1 时 ,DD 二 a 十 1. f 
379. 计算 
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а а, а, 0 
1 O O Ф 
A,.+1 = | 0 1 о b, 


оо 1 å 
解 将 第 1 列 乘 以 一 — b .第 2 PRA be я Е b 


统统 加 到 最 后 一 列 得 
а а 0 е, 一 а 


г 1 


0 = 0 0 ч 
А, = L А i i ={—1у#* аы 
. . М im] 
р 
0 0 1 0 
380. 计算 
а +=, a; a, 
“р а, a, +=; a, , 
а, a, а, |х, 
其 中 LT" In 0. | 
ж ”利用 加 边 法 ,得 
: 1 Ке а, а, 
0 atz а, а, 
Р, = а; a, +=; a, 
0 а, а; "= а, +, 


PTRA- 加 到 其 它 各 行 , 得 不 型 行列 式 
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вафвънааафавеоньвааонараа 


— | 0 0 ... =, 
W IGE, n tD 2 ЕВ 1 列 得 


D = zy (ЕЕ ЕГ). 0) 
Ж 当 narrer =0 RF, 1583838483 1 行 展 开 也 可 得 


Dp = лух, am; Ly TT 二 1 (3) 

当 narr BÍ, ПОНЕ 1 行 展 开 还 是 (37 式 , 故 本 
题 可 以 统一 为 (3) 式 . 

381. ”计算 


2 +аі аа, аа, 
Р, аа; T: +a} es. 2,4, | 
аа, аза, = х, На? 
ЯФ лут, тз©80. 
解 ” 利 用 加 边 法 得 
1 a, аз s“. a, 


0 zta? аа — “aa, 
Р,= І 


0 аа, аа, < т, Һа? 
将 第 1 行 的 一 a; 倍加 到 第 HTG, 2, ЛОВИТ ` 
1 а, Т а, 


—а, t 


Р, = К (1) 


一 Cn <, 
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再 将 第 i 列 的 2 二 倍 (i 一 2,… ,统统 加 到 第 1 列 化 成 三 角 型 行列 


式 , 得 Р, луле), 
Ж ”如果 mmzz…zs 一 0, 那 么 也 可 按 (1) 式 右 端 第 1 行 展开 得 


D, = xyz" t, ara 二 


382. 计算 


а, 0 0 ... 0 = 


а, =] 0 
атах 0 ~, 0 
D,= } : Sa D: 
+ 0 —1 
f (=) 0 = 0 


其 中 jz) 一 aoz qa 十 … 十 au-sz 十 ou 再 按 最 后 一 行 展 
开 得 
D= f (x)= ао" 十 aiz H +a, ,z+a;-1- 
383. 证 骨 : 


в а, а.з 0, 
ci b, 
D.= | ч .: = mbbr 1，， 
ҢЫ 
Cazi Črn- 


# 中 bibr 10, B 
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CIC2* "Ch 
m=a—a у +a, gp С)" лл, = 


证 以 D. 第 ” 列 的 一 2 倍加 到 第 ”一 1 列 , 再 在 新 行列 式 


attt 61 


中 以 第 x 一 1 п пая n 一 2 #| ,--- ВЕЕТ 
以 第 2 列 的 一 全 倍加 到 第 1 列 ,D, 化 成 三 角形 行列 式 , 得 . 


— ) 
b, Р sas bn- 1 


D= bbrbn Са 


、 范 德 蒙 行列 式 
384. 计算 下 面 行列 式 : 


Â; = а? b: с? 
b+c сБа a+b 
# ”将 4: 的 第 1 行 加 到 第 3 行 上 ,得 


-a б с 1 І І 
А; = а? Б? с? =(a+b+c)|a b с 
a-+b+c a+b+c a+b--c a Б c 


= (a+b+c)(b—a)(c—a)(c—b). 
385. 设 а>Ь>с>0,Д 
a а? bc 
4 一 | PÉ ac|<0. 
c cœ ab 
# ”将 As: 的 第 1 列 乘 以 a+-b--c 加 到 第 3 列 , 得 
а а? a*t+ab+bc+- ca 
A=] ë BP#ab+bc+al, 
c с c2+ab+bc+Aca 


四 ЖЕТУ 185 


将 第 2 列 後 以 一 1 加 到 第 3 列 , 提 取 公 因 式 atitea 得 
a ar 1 
À; = (ab+ëbc+ca)|b & 1 
c cz 1 


= (aqb+bc+ca)(b—a)(c—a)(c—b)<0. 
386. ТЇЙ. 


D= a р? 2 2 š; 
а b ct а 


解 ” 添加 一 行 一 列 , 作 行列 式 


按 最 后 一 列 展开 ,得 
Jf (z) = Аз + Agt t+ Anr’ H Agtt А , 


(1) 


其 中 АИТ Ра) НЕ 4738 у PGK JC t ВЕНЬ 


D= — А„. 
由 范 德 蒙 行列 式 , 知 | 
А; = (6—а) (с—а) (а-а) (с —– Б) (4—6) (4 —с). 


H (1) II 
ба) = 06) = f(c)= f(dy=0, 
й a,b,c, d 是 / СЮ ЧАЮ. 
1) 当 a'pc,z 互 异 时 ,4sF0, 由 韦 达 定理 得 


__ A; Э 
а+ф+с+4= A А 
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故 
D= (a-+-b+--c+d)(b0—a)(ce—a)(d—a)(d—-— 5) (d—c). | 


2) ЭҢ a,b,c d AMARGI, D=. 


387. 计算 
i Tı ті x ° 21 
1 Tz 23 2р? х3 
РТА 1 з=; = ma x 
Тау ЭТ а е 


1 х, 22 ... 2 z 


1 => æ т ШҮ? ш 

1 x ri +° тр! д 
Du G= | енна лнн ЫШЫ 

1 ғ, = X12 g") а" 


1 y у? ws у"? ул y" 
它 是 以 zi. zy tt z, y 为 元 素 的 4 十 1 阶 范 德 蒙 行列 式 ,y 可 视 为 
变数 , 则 
Duy = [l oa) JI e~z). (1) 
h T D, 2 DOOP y" 165 8 39 03 3H ORA y 105 


系数 为 (一 Drd TI an. 所 以 


二 
1 一】 iU sn 
解 2 假定 以 2.095990, 为 根 的 n 次 方程 是 
а аи D e r+ С, =o, 
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Бух" =a tkr улг j+ С) k r+ ( —1),. 
在 D. PACC Dk, ЖЖ 1 列 , 用 (一 1)"'&,-! 科 第 2 列 ,-…， 
用 (一 局 ) 乘 第 "一 2 列 ,用 2, ЖЖ n—1 列 ,都 加 到 第 列 , 于 是 第 
п PAER Cri skiy l... улт 1). ERRAT k, ЕТЕШ 
1, zzay Eni Ln Ж ТЕ Ж п ТЯХ. IN k, = 


КЭРИ", 
D. == 92 П (=: — х,). 


= 1 тас Чыт 


Жэ 作 线 性 方程 组 
| Zi 十 Tz 十 XfZ3 十 十 712, 二 1"， 


挥 


| zy taz t хаз + Ба CZ, = zx;. 
当 ma; 时 , 即 当 系数 行列 式 DAO Mhe = 25, 99—070, 
上 方程 组 也 可 看 成 有 个 根 zz z, 的 方程 


如 一 二 tm I а а жр = 0. 


根据 根 与 系数 的 关系 ,得 z= 22 z,, 因 而 


D.—=.D Dk Jl c ETT) 
Е Ti зев, ЕЕ РЧЫ. 


388. 计算 : 
Í 1 1 1 1 
1+singy l1+sing, 1 二 sings 1+sing, 


sinó, -sin2#, sinZ;j+-sin%#, singstsiny, sin@,4+-sin:@, |` 
зїп, зіп? sin2⁄2;--sin2é, біп, tsin, sinp, tsin y, 

Ж 将 第 1 行 的 一 1 倍加 到 第 2 行 :将 新 行列 式 的 第 2 行 的 
一 1 倍加 到 第 3 行 ; 再 将 新 行列 式 的 第 3 行 的 一 1 倍加 到 第 4 +T, 
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得 
1 1 1 1 
j i si sing; 
D= е абе А . f, = П (sing; —sinó;)- 
sinp, sin2#, sin’gs sing] 14а 


зіп sing, sinp, іп, 
389. 计算 : 
(C2n—1)" (2⁄2—2)" = n (2n)” 
Саян) (2я—2)"71 + nl (2n)! 


Ж ”将 4 的 第 xz 十 1 行 依次 与 上 一 行 交 换 到 第 1 TR n + 
依次 交换 到 第 2 行 ,…, 第 2 行 与 第 1 行 交 换 , 于 是 共 经 过 я+ (n 
一 D 十 Co 一 2 十 …… 十 2 十 1 一 2 次 行 的 交换 ,得 


п(л+1) 


Anp =(— 1) 下 I 
(2п—1)"°® (2н—2)"* ++ nl (2n)? 
(2n—1)" (2а — 2)" e п" Qn)” 
再 将 第 n 列 逐 次 对 换 放 到 第 1 列 ,第 nn 一 1 列 逐 次 对 换 放 到 第 2? 
列 ,…, 共 经 过 


(D+ 00—290. +1= D 
次 对 换 , 得 
Apmp eeej ntl т а. 2n 
+1 一 《一 | 


Dd отте йттттозФФФ@ТФФФ%1%1#&®==с+Ф==я ss. 


Jn Gati) == (2%—1)" n)" 


ЖЕР 189 


=(—1)"1! 2! a! =(—1)71! 2! nl. 
390. ”计算 4 十 1 阶 行列 式 : 


аї ab а `: mi 
ай ab, а,Ь! ё; 
ы Dri = Ы 
PT nasaan аа ва ававевва фазага в 
一 -1 
аьр аё, anpati Čat 


其 中 ata, £0. 
s 从 第 £ 行 提取 公 因 式 ar G=1,2,*- ,nn 十 1), 就 可 得 到 # 


+1 阶 范 德 蒙 行列 式 ,因此 


я+1 


p. =lla, П 2 5. П Ga—asp. 
im] 16/<1&:+1 G; . G; іа 1 | 
391. 计算 ， 
a" (а—1)" ++ (a-—mn) 
at (а—1)71 . (a—n)™! 
D, ml НИНИН 
a a—1 а—п 
1 1 
в = | 
а" (а 1)" +. (а—п)" 
al (а—1]1)"71 +з (a—n)"! 1 Ñ 
| КИ КТЕ = |,S,,1= > 
a a—1 。 а—п 
1 
1 1 аз 1 
那么 141=D. 15...13 1 9—1, 
1 1 s=. 1 
а—п a a—1 a 


waeqasnunaqunsnssaasunaansuna...a.sa. naa... .............. 


(a—n)” (а—(п—1)]” + (a—1)* a* 
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两 边 取 行列 式 得 
i Damn! (n—1)1 21. 
392. 计算 行列 式 : 
lqz l+ | l+ 
1+2: 1 十 性 1+2 
D,= w<w........................' ITTY 
1+=x, 十 天 1+2; 
Ж ”添加 一 行 一 列 , 得 
1 0 0 0 == =]: 
1 1+2 1+z: ita| jt a mi 
Р, = |j1 1+2 I+ e 1+җд|=|] n = 
1 1+2, Lg o 1+2 1 mn д? 
2 0 0 … 0 1 1 1 1 
1 > = ар || > <l xi 
=|1 <, д o Hl z g + д] 
1 х, “= m] |1 x= 2 + z 
ЯРКА RETIRA E: 
2 0 = Ql 
ae 
1 х, АЁ. 
1 1 1 1 
2 " = a 
ышы. e Beo. Tua, 
1 ж жі oe т 


пааол оондо оноеоее њи еФьт е 


(1) 


(2) 


(3) 
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将 (2)、(3) 式 代入 (1), 得 


D= 021-0, ЇЇ ‹а,—1)) H су). 
i=l li дл 
393. 设 Р(х) Sapt tant lj Fait H ais 
其 中 o0, G=0,1,"* 1n 一 1), 则 
PG) P) = Paaa 


че з ЖЕ. КЕШ: 


Pi (x,) P. (zz) ша Р„_\(х„) 


= 4050210", 3,0 H (х;—х;). 


IEn 
证 由 假设 知 ， 
Р»„(х)=аы,› 
P C(z)y=aor+all> 


P, (x=) ==ашх*+азл+ а 多 


Р,-\(х)=а„—л” +a, nr 二 十 imi: 
了 (zz) 中 的 х 依次 换 为 rsr ,zay* 然 后 代入 原 行 列 式 ,得 
а аш e. "а 
ањ + a ФТ; + an i аот, tan 
z azoT tant Баз аю 4-аһа tan “e aptit anI Бар 


将 上 行列 式 的 第 ; 行 减 去 第 1 == G= 2,3, yn)， 
于 是 消 掉 各 行 中 与 第 1 行 成 比例 的 所 有 分 行 , 在 新 行列 式 中 ,司法 
消 掉 与 第 2 行 成 比例 的 所 有 分 行 ,… ,如 此 继续 ,最 后 得 
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KE ”行列 式 
ао ао ss @% 
ax, 410-22 2102, 
ы #1з+=т»»твпазатачатета-ттетяяттжэтвветяветачатпаатит 
an—1.0 T1 а„-1,е®} ' ` алыл | 
1 1 1 
ху => . =, 
Tra ei со С LA s “< w..... 
2171 їй” “Tl 
Sawan ania À] (ау. 
五 、 降 阶 法 
394. 证 明 : 
а 0 6 0 
0 < 0 d a b c d 
y 0 z O 5 y z w z 
| 0 w 0 ж 
证 按 行列 式 的 第 1,3 两 行 展 开 ,得 
а 0 ё O 
09 c о d руны b ‚|< а 
у 0 т 0 z w z 
Ош 0 < 
得 证 ， 
395. 证 明 : 
r y z wj. | 
а b c d| |r+w y+z| |x—w у-= 
d с al a+d b+c a—d b—c 
w z y z 
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Ш 令 左 端 行列 式 为 D,, 将 D, 的 第 4 列 加 到 第 1 列 , 第 3 列 
加 到 第 2 列 ,得 
r+“ yjz z 
atd b+c с 
d+a c+ë b 
z+w z+y у 
再 将 第 1 行 . 第 2 行 各 乘 以 一 1 分 别 加 到 第 4 行 .第 3 行 ,得 


N Š Ag 


stw уф z w 
a+d b+c с d 
D, = 
0 0 b—c а—4 
0 0 у х—ш 
_|ж+ш ytz b—c а—4 
афа b+c ` y—z S 
z+w y+z z—w y~z 
афа btel |а—4 5—с|` 
396. 计算 : 
1 1 0 0 1 0 
1 w 0 0 мч? 0 
a ó 1 1 ¢ 1 
ЗЕ а b 1 w с, wl’ 
аз б; 1 u? 


} 1 w: 0 0 0 
其 中 性 为 1 的 虚 立 方 根 , 即 w=. 
解 ” 由 拉 普 拉 斯 定理 ,在 A. 中 按 第 1.2.6 三 行 展开 ， 


1 1 1 1 1 1 
A =|1 w v| + (туннан |] w w 
i | 1 и” 


w 1 w ч? 
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1 1 11 3 1 1 |° 
=|1 w w| =]0 w и? 
1 и? w 0 w w 
=9w (аи |) = 9 (0-02 2) = Hwa) 
= —27. 
397. 已 知 k= 二 4n 十 1,n 为 任意 正 整 数 , 计 算 ， 
1 3 
5 7 
Ë k+2 
A= 
Ё+1 k43 
6 8 
2 4 


解 从 4 的 结构 可 知 ,4 的 行 数 与 列 数 之 和 为 十 3, 又 4 的 
行 数 和 列 数 相等 , 故 4 ЙУ С. 因由 第 1 行 和 最 后 一 行 
的 元 素 构成 的 2 阶 子 式 中 不 为 零 的 子 式 只 有 一 个 , 故 可 按 这 两 行 
展开 ,得 


5 7 


2 4 k+1 下 十 3 
10 12 
6 8 


将 上 面 最 后 行列 式 按 其 第 1 行 ( 列 ) 和 最 后 一 行 ( 列 ) 这 两 行 ( 列 ) 展 
开 , 每 展开 一 次 ,4 的 阶 数 降低 2, 而 4 的 阶 数 为 4 一 2Cn 十 1)， 
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ЖД ТЕ, HEN ntl 次 ,最 后 得 
Д = (200—2). [k(k+3)— (ë +1)(k+2)] 
=(—2yi=(—2) Н (Р), 
ау "а, 
398. za Ау ,А, 28 а, 1А rh 69 4532 8 f 
ааа едо 


式 ,4 中 第 i 列 元 素 全 换 为 1 所 成 矩阵 为 BA 


IB |= È An G51,2, n. ) 

证 由 于 |B,| 与 141 除 ; 列 元 素 不 同 外 ,其 余 元 素 都 相同 ,从 
而 |B:| 与 141 的 第 i 列 的 代数 余子 式 是 相同 的 .于 是 将 183,| 按 第 ; 
列 展 开 得 
ВИА БАА. 

399. 证 明 : | 
antz aptr ++ astaz 


antr aptr + aptr 


1) 
antr aptr а. +2 
ау а +" a| 
и я 
йз az аһ 
= Бе A Ap 
TIT jm] j= 
а a, % Am 
其 中 45 是 ai 的 代数 余子 式 ; 
20п ay, 41—813 ajn- ain 1 
я 
апар Az — az йз» a; 1 
2) DO А 


Ani — 4,9 аьа, ^2 G,..—1 一 好 xs 1 


证 1) 将 左 端 行列 式 添 加 一 行 、 一 列 , 则 
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1 z т х 
0, antr antr + а, |х 
原 式 王 10 antr antr a, += 
0 aa t£ aptr Am 十 工 
1 X X х 
一 1 al а; а 
=|—1 аһ а а. |, 
е —1 ax аһ Ann 
按 第 1 行 展 开 , 并 由 第 398 Ж, 
qi <a 5 An 
dz а ар ч x < 
原 式 = " s Š 十 z24 Au 十 z 人 ha 十 十 z А„ 
"=т»=теяетвъяв» =-= і" Еи 
an) An? Ann 
а 412 Alr 
a R - 
8 az 22 а; +z2 2А, 
了 fw] jm] 
a, anm ° a, 
2) 令 1) 中 的 z=1, 则 
antl antl … antl а а Ain 
antl az 十 1 antl Q, az аз» a 
AR о И 52 aa 
Gn + 1 Un2 十 1 Q nn + 1 ад 2, ч Gnn 
故 
antl atl a, +1 а axr а1, 
У!) antl antl … а, +1 ар ар аг 
24 — Ау 
i=] j=} | алова BELLIED 
a, +1 a, tl 4, tl n Anz Anr 


E и? 197 


在 上 式 右 端的 第 一 个 式 子 中 ,从 第 2 列 开 始 , 每 列 乘 以 一 1 加 到 前 
一 列 ,得 


аһ +1 arti = а„ы+1 ар) аузу "'" @.— а +1 
anti antl + аһ+1 22 一 422 80—933 © Qsn—l it аһ] 
am tl antl * amt Qa Aur аю Gn3 77* Qn n—]— ins mtl 


аур 2i? 2i — 8 °" Aj m} aa Aa 
317—877 Qn ûz “22.s 一 1] An йы 


an In? баў” баз ° dan~l™ Ügy Aan 


QI1 一 0 QIz 一 13 aln- — ân 1 
41—42 4227—0173 `" a2, n—1— âm 1 
+ 
Әһ 0и qaqa O йбша-ү—@„ 1 
ап ар 914 auar gia б als- ûn 1 
E a | 
Anl Anag Ann Ari An? dn2™ An3 Q..<—1 — Gm 1 
G, diz ай Ci3 in- än 1 
л я 
Ў Gn Gos а) а) azn- äm 1 
t 
=] j=] N ESEO A EAT pe НЫМ, 


anan An iny "9 Qnn- âm 1 

400. 如 果 将 行列 式 的 所 有 元 素 都 加 上 同一 个 数 , 那 么 行列 
式 的 所 有 元 素 的 代数 余子 式 的 和 不 变 . 

证 设 

antò аз + + antò 
_ ayt% aytb ` amtè 
| atb ás EB ss datb 
А.А На К Р.В, A, H atd 的 代数 余子 式 ,由 第 
399 条 可 得 


ад t Amn 
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абау —Ó ` Чу„һ—1 +#Ф—а„—ф 1 
~ Gatb—ass—b = а. +6—а,--6 1 
2 Bu 一 | 


an -5—a,,—Ë "1 Q,,a—1 +b—a,,—b 1 : 


а-у) * Ain- 1 


Q; an "° Arm- åm 1 = У) 
= = ¿ Aij 
movovsavusavoacacnaasvoaascoanaonseaoa i=] j=} 
ant —a,; Ann- an 1 
401. 
1 1 1 
Q, â 4 a; * 2;,— a, n а 
A= | asl 一 Cal A32 — azz 23—81 ед, > 
im] j= 


Goal Roll G, nl "t 4,7-8,1, 
其 中 А, п 阶 行列 式 D= jaul PER az 的 代数 余子 式 . 

证 将 4 的 第 1,2,…,n 一 1 行 都 加 到 第 nx 行 上 去 ,再 将 第 1， 
2," rn 一 2 行 都 加 到 第 * 一 1 行 上 ,… ,最 后 将 第 1 行 吉 到 第 2 行 ， 
得 
a+(1—a,) t a, + (1—ay,,) 

а 1 (la) … a; + (1—ay,) 
aatan) … amt — an) 

将 它们 拆 成 2" 个 行列 式 , 但 其 中 只 有 n+ 个 不 为 0, 其 余 均 
为 0. 所 以 | 

а=р+ 34-а) 07 A,=D+ 22 А„— 27 аА, 


r=} j=l 


=D+ 21 A;—D= ХУА, 
ij= t= 
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402. 证 明 
а ан 一 之 1 
和 *....... 2 
SD ин 
ün аһ Ж, í,j=1 
>, У, 0 
а; ау, 


其 中 А, a fE] …… РАО 中 的 代数 余子 式 . 


证 设 第 一 个 行列 式 中 一 zi 的 余子 式 为 Mi，M ,为 a 在 第 二 
个 行列 式 中 的 余子 式 , 则 | 
М,= > yC 1 M, = 2 y= iA 
将 第 一 个 行列 式 按 最 后 一 列 展开 ,得 


ау ° a, 一 +l 
| = ("М + (2,00 1)" М, 
а. а лд T 


H+S rd (LHM, 
= 2 (—1)"t:r,M, 
= с-уна 15—104) 


Йй = 2 Азу, 
403. 柯 西 一 皮 内 (Cauchy 一 Binet) 公 式 iZ AHM B 2 ЮЖ 
nx m f m > n НЕЕ, Я | 


1 2 s.. т 
Jt Ја —— Ja 


0, 34 n>m ht. 


` 当 ит 时 ， 


|AB| = | 1636-4, 
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| O 
证 4 a>m В, 


B 
A =LA, O)ryns B=| | » 
0 "хл 


则 
АВ |= |4,8, |= |А, (8, | =0. 
34 пет 时 ,因为 
А 0ГЕ, В А АВ 
еч s| 0 о я ар 
这 里 En E, TIA т 阶 ,n 阶 单位 矩阵 ,所 以 两 边 取 行 列 式 得 
A O A AB 
E: В| = ЕС - 0 | 
(DRA RRITAR n NRR, SE -(—1)7"*%+ | AB| ,其 中 
s=(1+2+-+n)+[(n+1)+--+ (m+zn)]=2(01-- +n) + 
nm. PEDA, CDRA RITR EF Dt e | AB|. 
另 一 方面 ,将 (2) 式 左 端的 行列 式 按 前 = 行 展开 ,在 A 中 取 第 
jist sja паза A( А б 1 的 代数 余子 式 是 
=)" |(—E(m—j, jo j) B) |, (3) 
这 里 E(m— j j ORRA E, Е у, ло, IUE FF PË 
ФЕР. 于 是 将 (3) 中 行列 式 按 前 x 一 n 列 展开 得 


(—1)%.,(—1)”—"- сеа? J е 4 
07 э 


(2) 


这 里 | 
е2) АС jet H jnd» 
sa = lhtee БА) Hi nnt H menan) ] 
=(1 + tdt tnd Боот и). 
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54 тп) 483222014 и) H2 +, (1) Cm 一 2). 
于 是 (4) 为 


int 1) (ие п) А й иЗ Ja 

(一 1) в(? б Ii: 
ЖЕ ‹2)з5Җ ТЕД (— D, IJ (2): 55 Е РАЈЕ 
D=] AERE. 


404. ” 拉 格 朗 日 (Lagrange) 公 式 B anb G=1l, 2, n) #É 


是 复数 , 则 
КИЙ ТЫ Ар 7 аа" ‚| а) 
iw] і] im] 1<i< 1н Ё, b, 
证 
Žila 2 ab, а afa ® 
(о) = -|| | | 
т ут. п b, ... b, 2 Е 
(Xab) D lel а, 5, 
由 第 403 条 , 则 
а; а, а; Ё, 
оа 27. іе H 5 | азе 


405. 1 2 这 2,aiaet…a 天 0 计算 : 

0 aita, … ata, 
a+a 0 з arta, 
a,+a, an ta: сазы 0 
Wi 添加 一 行 一 列 ,得 
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O ata; Cn 十 az 0 (#+-1} 
1 a, a, a, 
一 1 —a, а а, 
= | 一 1 a; — Ga аз 
1 a, a, san a, 


在 上 面 第 二 个 行列 式 中 再 添加 一 行 一 列 ,和 


1 0 0 0 ses 0 


0 1 41 а; a, 
а —1 —а а, a, 

a, —1 а; — a; а, 

a, —1 а, а, а, | (n+2} 

1 0 -1 =l = -Il 

0 1 а, а; a, 

а — 1 — 28 0 0 

а; =] 0 — 2а, ачы: 0 

а„ —1 0 0 ни —Za,| +> 


k... 
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(л+2) 


=(—2)'аача„| с 
1 п 
2 > \а, 1 2: 


. jæ] 


= (—2)" aar a, n2) — DS 2]. 


i=] j=] Q; 
— 2а; 


#2 A= 


| 1н. 


a а, = a, I Р 
=|A+CEB|, (1) 

Ж EA -REEE 由 第 444 条 得 
= JAJ]J|E+BA- C|, (2) 


但 


一 


[А | == ( 一 2)"aiaz а, 


IE+ BA C| = 
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=(—2) -Ca—2):— 22 2, 2, 
所 以 
D.=(—1)”: + marra 69—208 2, 2) 2], 
(=í j=] а, 


406. A n TIIR: 


> 


Ба 8 8 … В 
D.—= b В < B В 


вафо фо оацоф о внее езт» 


Ш ”将 最 后 一 行 乘 一 1 分 别 加 到 第 i 行 (i 二 2,3,…,n 一 1) 得 
А a a a +з a a 
0 a—f 0 0 >= 0 #—@ 
0 0 a-f 0 . 0 в-а 


D, = TTEETTTITTTTTITT PITT 
0 0 0 0 a— f 有 一 a 
b R B 8 = B а 
| 将 第 : 列 GG 二 2,3,…,n 一 1) 统 统 加 到 第 nn 列 , 得 
A а а (л—1)а 
0 а—# 0 
也 ,一 
0 а— д 0 
b 8 ... В а-+-(‹я—2)#8 
ВЕЖ 1 列 展开 ,得 


D, =A(a— 2)" Eat (n—2)8] 
+1)" 160—1)" (и – 1)а(а—– 8)" 
= (а— 8)" Аа (п – 2)А8— (и —1)а]. 
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407: 着 4 阶 方 阵 4 与 8 只 有 第 7 列 不 同 , 则 2 "|A+B| 
= [А|-+]В]|. Ж; 


„аў, к 8 ам с b; сз а 
将 A+ B 按 第 j 列 展开 | | ° ш 

| А+ В| == layt Ayt Са, 6,,)277:А, . Q) 
其 中 4; 为 a 在 14| 中 的 代数 余子 式 ， 

[А|-Е1В|= (Cayhyy 十 … 十 awAwy 十 (61y 十 yy 十 … 十 多 ;Aj) 
人 (2) 
由 (1)、(2) 可 得 Ж. | 

21" А+ В| == 141-181. 


六 、 拆 成 行列 式 之 积 (或 和 ) . 

408. 证明: I 
sin2a sinta+ 8) ѕіпба+7) 
sin(f+ 2) sin28 sin(8+ 7) | =0. 
sin(Y+a) sin(y 十 B) — sin2y | 


sine соза 0 cose cosh созу 
证 左边 = ising `соз@ .0| + jsina sing ‘sin7 | =0. 
sin” cos” 0 0 0 0 
409. j i 
1 | cos(a,—a,) … cos(a,—ce,) 
_ [cos(a — a) 1 +. сов (а, —а,) 
соз (а; —а,) соз(а„—а„) ~ 1 


ж ` 34 n3 8, i 
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Р ИЕ: cosa, соза, созш 
соза sina, 0 +з , 
| sina) sina, sina, 
созо, sma, 0 -~ 
D, = ' е 0 0 ... 0 =0, 
¿e з ку ъа. C S -баозаввававве л teves Ё : 
cosa, ‘sina, 0 Q 


0 0 +++ 0 
而 当 n=1 时 ,Di=1; 当 2 一 2 BF, D,=sin2(a —a,X ` 
410. 设 зА А e HA CS0, 1, 2ye) H 
5 5 52 "65 Sa] ` 
$ 5 Б кы Sn | | 
1 2 3 = TE (A — 2). 
4 | l<; <a 


5 Sa Sapa t San—2 


я—1 


证 设 n 阶 方 阵 为 


1 1 1 
А, А, А, 
А= д Ж Ж 


则 
141 一 ， Jl а-ар, 


palaa телата тар а 
41. 计算 行列 式 ， 


1—48 l-h 1-0 
l~e „В, l~a, „82 1—а„#8„ 


解 ” 令 行列 式 D, 所 对 应 的 矩阵 为 A, 显然 4 可 改写 为 
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я—1 #=1 ` я 
а Уй с Уат 
k=0 = £=0 
用 一 n- Ж п—1 
dh >й + Уа 
k=0 k= 9 к= 
чаў, а сав 
“з Уа >; 48: 
二 一 站 k= =й 
1 1 1 
la а · ол! 
2 зү 8, В, Ba 
1 а, e; a; 2 2 
= 1 2 Җ , 
ar ЕГЕ Е і 
1 а, а? m 


j Br! Bl +. fl 
Ж р,=|А|= H aage 
аз. 设 多 项 式 FD = аы” ta 十 Баста, (ae 
0) и MRN asas ra, OE | | 
| ӘСР) =at AL „(а:—а,)? > a) 
3 опа. Rl- .Fe) 有 重 根 的 充 要 条 件 是 


Зу 5 和 Sel 


|31 Sa 77 Saa 
其 中 s= tet- Һа, 0,1,2, 
证 ВЖ дожи N= li (a 一 a,)*, 从 而 可 证 FCz) 有 重 
很 的 充 要 条 件 是 N 一 0. 
413， 计 算 
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D= е -外 
-4 -с Б а|: х 
解 5р |А, HF р 1А E зас на 
5 


5 


DD =D = 
5 
= (а Баз)", 

н at 在 局 的 展开 式 中 取 正 号 ,得 Е 
Р= (асна)? — ` 

414. 证 明 : И КУ 
[A+ =la] HAt а) 
其 中 A= (2а) 0 n RARE, = Cris Eagt En) U a (у, Уа») | 


4 "为 4 的 伴随 矩阵 , 
ant туу, ay Emys "+ ау, 
证 14 十 xzo | I asss Jo ,C2 
À am EEY, ада+ХЖ„у; + AmE Layn 
将 (2) 式 右 端 拆 成 2 T" n ТУС, RIRE НЈУ 1G 


йип ** аш] TY äp ` а 
ЫЧ, 
|А Бар |=} езе ее ЕЕЕ 
йм s а „Уу Q, 1 а, 
а “X> а}, ац All ЖАУ» 
十 =ьератвьргевэеаееооа® +- + quessnaspuaanpsacarsaac . 
Hnl „у; ише 他 am Aal Ss G,,x—3 Х.У» 


=lAl+x D rA ty 242+, 2 tAm 
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Ar Ал Aaf х,у 
== |А | (уугу, TT | | 
А. 24. Айт 
=А-+®'А“*н. 
415. 计算 ;: 
1 2 3 п 
r 1 2 ”„—1 
D. = z х 1 n— 2 
ж x т 1 


W J. D. RRITAR, ETRA 1 加 到 上 一 行 ,然后 在 
右 下 角 令 1 二 zx 十 (1 一 xz) ,将 行列 式 拆 戌 两 个 行列 式 之 和 ,那么 有 


1— 1 1 +з 1 0 

о 1—т 1 1 0 

D, = | +... l... lll... н наново жана» 

0 Q 0 1—2 0 
2 x= = = 1—= 

1—т 1 1 1 1 

0 1—х 1 1 1 
| А 

0 0 0 l-z 1 


= + ZX te T + 
把 上 式 右 端 第 1 个 行列 式 按 最 后 一 列 展开 ,将 后 一 个 行列 式 的 最 
后 一 列 乘 以 一 1 加 到 其 它 各 列 , 即 得 Р, (1-х) "1". 
416. 计算 nn( 之 2) 阶 行列 式 : | 
Jlar, 2+am ++ я+а„л 
D.= 1 十 aizz 2+a,z, ~ ntate I 


了 十 aiZ。 2+а,х, + n+a,z, 
М ` n23 时 ,将 原 行列 式 拆 成 2" 个 行列 式 之 和 ,每 个 行列 
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式 - 定 有 两 列 成 比例 ,所 以 D= 0. 


当 п=2 时 ， 
1-+Еа,х, 2+ ax, 
了 ;一 =(дү—х,)(2а,—4@;»). 
1+аџх 2 +423 
417. Ж 


= Уу 
Ру= |z z 
у z 
т tos EV зз 次 单位 根 , 则 
x y z||]|1 1 1 
z x yil w w 
y z о х||1 w w 
r+y+zxz ztwytw’z z+ уі = 
一 | 并 十 ?十 之 = 十 zz 十 wzy 之 十 贡 2 工 十 roy 
r+ y+z y+wz+t wr у+и?2 wr 


А 1 1 1 
= (z--y-+z)(z+<gy4aoz)(z+ y uz) ajl w wj, 
| 1 w w 
1 1 1 


两 边 消去 |1 w w| 
1 uw’ w 
E A Suasana so, 2z) lr tw y twr). 
418. 已 知 3 阶 实 矩阵 A= lao MERI: 
1) a = AG, у= 1,2,3),Ж+Р AsH az 的 代数 余子 式 ; 
2) a= l. 
试 求 4 的 行列 式 的 值 . 
解 Blai = ApH А" = А' ,因此 
АА*=АА!', [А2 1АА' |= 144 = 1А. М 


t ERITAR 
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故 |41=0 或 141=1. 但 因 4 390, H 


|А|= 2 a A = Paman tan’ t] » (a| =—1) 
可 知 |4| 关 0; 因 而 |А|=1. | 


419. 8 4= (a) n ЕЕ, А ает, 


则 
A; Az Ар 
Аз А 
теи 4141" 
А 2 А, Ann 
证 因为 
а ау; аһ 1 А Am 
ай» dy 2% Ч 0 А,, А 2 
а An а, 0 Ам Ann 
а 0 
aa JA] 
EEEE УРИ тен 
Š Am > 0 14| 
消去 141| 即 证 .…. 
420. Ün HEER aasa, Hn PERGA a), 
SAR п 个 次 数 不 大 于 n 一 2 的 实 系数 多 项 式 , 则 
fila) `. filaa) 
КЕТҮ КОЕ = 0. (1) 
fla) … Salan) 


证 令 (1) 式 左边 行列 式 为 D., 当 а.а.» °*°.а, 有 两 个 相等 
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В, RY D, =0. 
今 设 ara, a, 互 不 相等 , 作 辅 助 行 列 式 
AG) Абар) … filan) 
ГС У. si Я 
ТАС) Ума) + Sakan) 
用 反 证 法 ,车 DDA, W ар, (х) п CA n—1 个 不 同根 
为 a2,… rano X H Ай D,(x) 二 0. 这样 就 有 
fila) fla) … filan) 


f,Ga,) fla) … falan) 


421. 计算 : 
а а а, 
а х а, а 
(х) = а, 2, + a , 


其 中 arazo a, ERA. | 

W 显然 .F(z) 为 首 项 系数 是 a B) n KEMA, B f (a1) 一 0， 
В а, 是 f(z) 的 一 个 根 , 因 而 (x 一 aj) 是 f(r) 的 一 个 因 式 , 同 理 ， 
(r—a,), (z—as,) 5 ,(z—a,)1B $E f(z) 的 因 式 .因为 a; sags 
a, 互 不 相等 ,所 以 SCORER Сл aama) 《zx 一 a,) 整 除 , 从 
而 有 

бх) = Акау) (каг) (хау). 

比较 首 项 系数 ,得 4 一 ae. 于 是 


/‹тх)==а„(х—а,)\х—а,)+(х—а„). 


А. WHE 
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422. 设 数列 ed E х, =ах, 14-6, M 
сд =a" іж t (a" Ha te +a+ 1) 
++ (n—1)5,: 当 a=] B: 2 


и mE a"! — 1, 
a" + ac] b, 当 a 关 1 时 . 
证 ЭЙЕ. 
423. ИУ (т.ж a A 
EnH pz. ara a Os: © 


令 特 征 方程 x? 十 px 十 4 一 0 的 判别 式 为 A, 它 的 两 个 要 为 B | В, АП 
1) 当 A=0 Bf, 


z, = (AHB R, - | (2) 
其 中 А,В 为 待定 常数 ,可 由 21525 求 出 ; 
2) 当 AF0 H$, 
2,= AB," HBP", (3) 


其 中 А,В 为 待定 常数 ,可 由 <| 125 RH. 
证 可 直接 将 (2)、,(3) 代 入 (1) 式 验证 . 
42а 计算 = 阶 行列 式 ， 


ZX! а а a 

8 т; a а 

D,= A B Xy @ 

， B B B =, 

s | | 
тү а а а 0 2 @ a а 
В х а а 0. R xr а а 
D. =|8 B з, a .0 ]+ If 8 z а 


БЛ | Í “4... .............. 
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— 8 а— х; 0 ¿w 2504 ОБ: 
з 0. 一 有 адлу = 0 
=(xz,—e)D,_,+ | 0 0 zê = 0 


6 д д б а 
n—1 
=“ (z aya, +all 9). | L (1) 


H а A 的 对 称 性 ， 类 似 可 得 


D.= z, — 8)р,_ talla, o. | D 
当 а5 8 Bt, (z,— 8)X (1)— (z. а) (2), 得 
aJ] e=, – 8) — 8с, —а) 
D.= z=2 (3) 
当 a==B 时 ,由 (1) 式 ， 


т} 


= (z, — 8) Dp: +еП T Д 


= (x, —a)( Cr,- 1— 8) D,- iteli (ху—в)] +еП безш) 


jml 


“sss оо е0) (4) 
„= = i=1 

Е 17 
425. 计算 n 阶 行列 式 Н 

x a а ... . a a t 

—a + а 


z z z * жоош 
Ж 1) 4 a=0PBh,D,.= z". 
当 азго 时 ,由 第 424 条 (3) 式 ,得 


D.=+[(z+a)"+ (z—a)")]. 


2) 当 y 一 = 时 ,由 第 373 条 ,得 


D,—= (z— y) [z+ (n—1)y1. 


34 узе: 时 ,由 第 424 条 (3) 式 ,得 


р yraz zler y)” 
C y z . э. 


426 计算 n 阶 行列 式 : 


T, аё, аё; аё, 
ab, “x аб . ayb, 
Р,== |а asb z; e аз, 
本 ачта 
anb a,b, аё, se: ж. 
хуа ab, ab a,2, 
0 m афу а,б, 
ж р, 一 0 аб; 2; аз, 
0 a,ë, а,б; k <, 
1 ó, b b. 
@; +, CRA * а,б, 
+а,б, |а asb, =; азё„ 
a, а„ф5 а,Әз 


215 


216 PrE ”行列 式 


1 b, b, ssi b, 
0 х, — asb, 0 * 
+а\5, 0 0 Z, — asb, 
0 0 оф "б La anb, 


=(xz,—a,b,)D,_, 
+aib (z, — азб) (z; —a;b,)" (En anba)» 
D, 1 一 (х, —asbx) D, ,+ asb,(z;,—asyb y): (z, —a,b,). 
D, = аф, а) (za — asb) (z, а,Ь.) 
а,Ь, (ху аЬ) (z; аз) (z,—a,b,) | 
+ (z, —ab,) Crab) D, _, 
= 410 (z; arba)" (m, —a,b,) 
+a;b, (zi — ab) Сз — agba) (х, —a,b,) 
十 as b, (zi аф) C Enam arabna) 
Ср db | )(x,—a,b,) 
+ Cry ab)’ (z. anba) Drs 
其 中 D,=z,-iz,—a,-b,-.a,b,. 
427. ИЙ пит. 


l~a; а; 0 ... 0 0 
一 ] l—a ава . 0 0 
р,= 0 —1 l~a; 0 0 
0 0 0 їед i 
0 0 0 .. —1 1—a, 


解 HRE IHRE RERA ; 
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1 一 ai a; 0 0 0 
—1 1—а, аз 0 
a 0 —1 1—а, 0 0 
Р, ООСОР 
0 0 0 1~a, а, 
0 0 0 =p =Z 
1—а; 4; 0 0 0 
—=1 1—4; as 0 0 
0 —1 1-а » 0 0 
+ И а) 
0 0 0 k 1—а,_; 0 
Ü Ü 0 `... —} 1 


《1) 式 右 端 第 一 个 行列 式 从 最 后 一 行 开 始 , 将 它 的 第 ; 行 加 到 
第 :一 1 行 ( 二 2,3,…,n); 第 二 个 行列 式 按 最 后 一 列 展 开 得 
„==(—1)"ауа,'а„+1,-\. (2) 
由 (2) 式 有 : 
D._-,=(—1)" aaa, Dns 
D,=1—a,+ayvas. 
所 以 
D,=1—a,+a,a,+ HE Iaa tan- 
428. 计算 : | 


а =f 0 0 0 
ах а —1 0 0 
D, = | ал? ах а ~] 0 


РАЪД АЕ УТГЕНТТГГЕГГГГЕГГГГГТТТГГҮ 
ах" а" х" ^ ат”? ах 


Wi 按 第 1 行 展开 得 
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D. =aD,-++-(—1y't2(—1)zD,= (z+a)D,= (z+a):D,_, 
二 -一 {xX 二 a)" 10, =alr+a)". 
解 2 提出 第 1 列 的 公 因 子 a, 再 将 第 1 列 加 到 第 2 列 ,得 


1 . 0 I Ü `... 0 
T ata —1 0 
D, =a 2 
х хба+2) а 0 
z a+r) ат" а 
1 0 0 0 0 
1 二 0 0 
-=a lx+a)}) 
а? ~ а 一 ... 0 
а“ т> E E о a 
i 0 0 
х 1 0 
=. =a(x—+a)" ñ | | 
ж“ т"? 1 
=а(х+а)". 
429. 计算 : 
1+ . y 
D,= 7 з , 
2 y 
z 1l1+=x 


其 中 x= yz. 

E ” 按 第 1 行 展开 得 
D.=(1+z)D,_,—yzD,-,=(1+yz)D,_,—yzD,-,, 
D,—D, ,=yz(D,_ Р.) == +=: 

= (yz)? (D,— ру) = Суз)". 
所 以 
D._1—D,-2— "С, а, i 


A Е 


Р, Р, = (уг)?, 
将 这 些 式 子 统统 加 起 来 ,得 
D,— D = (ух) Сух) + + Сух)", 
所 以 
D, = D, + (ух) O ars :十 (yz)” 
三 1 十 XY 十 区 十 十 x 
` 430. ”计算 行列 式 ， 


oy 


2 — уң Уг 
— 2 x Y: ; Уг 
加 一 =T 
Уһ 
= у, 


解 将 4, 按 第 n 行 展开 ,得 
A,=(z—y.)A,-, + ry,Ó,-.- 

Д, Lip 5 (—y,)(A,- i — Ân) 

(—у„)(—у„—,)0(А„—;—х®А,..;) 

== (= yn) C ya) Суз) CA Ду) 

=(—1)" yr Ya 

A, = (1) y yr y, БЕА, 1 | 
=(—1)"уу у С 1)" ryiy ey ад, 
=-= (—1)"i Üy. С ууру а 
+(—1)“ y yr ynat tHe + (—1)yz" 14 z. 

431. 证 明 柯 西 〈Cauchy) 公 式 : 


lI 


‚ 220 PRE FAR 


1 1 1 

TY x+ zi + y, 
1 1 1 

D, = tyty Taty Lat Yn 
1 1 1 


Ty х+у — x,+y, 
П (=) iy y;) 


=S 一 一 一 一 GO 


П H (=+ y 


证 Y$ D, а л fT HERR AATA 
前 = 一 1 17872 07,18 


1 1 ак 1 
z+ y. xz + y; 2+ Ya 
-le + Ho ztyl 1 1 е 1 
=, FY Xa ty: Lai +y. 
1 1 те 1 


HE n IURA —1 分 别 加 到 各 列 ,再 按 第 = 行 展 开 , 得 
H (z,—=,)(y,— у) 


D, = -n 6 D, ,- 
П (х, + y.) Пе, +y.) 
im] 
再 由 归纳 法 即 可 证 (1) 式 . 
. 432. 计算 n 阶 行列 式 : 
|а+8 af 
Р, = | , (270) 
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Ж 按 第 1 列 展开 ,得 
D,= (a+ A) Dn- aß D,- 
作 特 征 方程 r — (е+{40х-+-а8=0, WR х, =а, r= 8. 
1) Ч a= h, Н 3 423 条 ,得 


D,= (A+ Bn)a" 1. (фр 
ЭЩ n=] 时, D, =az+ B= 2z= A+ B. е (2) 
| a+ . ав де æ 
РЕ КИСЕ x P. 
== 302 = (A+ 2B)a. 
所 以 
За= A+2B. (3) 


由 (2)、(3) 解 得 4 二 B==a, 所 以 D= (n+ 1e. 
2) 4 a> ii, H Ж 423 条 ,得 


D, = Аа" + BR. (4) 
У n=l 时 ， 
а+8= А+ В. (5) 
204 n=2 В, 
D:= е Ее = (4+8) аа + 8-08 = Аа+ ВВ. . 
' ` (6) 
H (5),(6)Ж 18. 
а? — 
| A= BT ap 
代入 (4) 得 
озб ИИ +1 
p.= =a | 


433. ”计算 ， 
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1 0 1 
p.=| > h, 
Ө 1 4 
l 0 


Ж 今 a8=1,a 十 8 二 0, 则 a,8 为 方程 x? 十 1 二 0 的 两 根 , 故 a 
B= 二 一 i(i 一 VV 一 1》 由 第 423 条 ,得 


一 六 С)" (г) 


=; 


D, = 


a 2: 
ерси] | > ”为 奇数 ， 
2 (—1)2, n HEH. 
434. 计算 
1 1 
1 1 1 
D,= š 
1 
1 1 


# $ о-+8=1,ай=1.,Й а, 3 为 方程 z:— z+ 1=0 的 两 个 
PE IT 3i _1—М 3i 
根 , 求 之 得 a=-— ,= — 


2 
为 化 简 结 果 , 设 xz: 十 tz 十 1=0 的 两 根 为 mm sxa Ш 
一 3i ДИИ _ (т\з _ 
түшт о та сее =a 
由 212==1,2;2=1 Ж а? = 98-1, pr 一 只 一 (一 1), 故 
+1 a+ Ig] i 
0, 当 站 一 3 一 1 时 ; 
+1__ tm+1 TM 
D.= — =! r= (1), У п= 32 ЕЈ; 


el A (—1(e— 85. 


— £ = ` 
гт «=Й 1)*, 34 n=3k+1 时 . 


A 递 推 法 :223 


进一步 化 简 , 有 
0, 4 n=6t+2 8 n=6t+5 В; 
pl-i, 3⁄4 r= 6e+- 3 R n=6t+4 时 ; 
1, ” 当 m=6t 十 1 8 n= 62 时 . 


435. ”证明 := 阶 行列 式 


a & 0 # 0 0 O 
с a b ° 0. 0.0 2 
0 < a -000 


һ=ат»внпаявававжавааяФ®етт аео 


0 0 0 : Oca 
(а Буа АБ) — (а Гаї — 4с)": 
= w l SAA, 
atD SY , ` 当 好 一 45c В. 
证 1) 当 上 ke=0 时 ,显然 4=aor- 
2) 当 & 关 0 时 , 则 < 天 0. 各 列 提取 公 因 式 ,得 


а b 
€ с 
1 а 
c: 
А„=с * ; 
27 
ЖР? 
1 у 


Ф «+8=®,ай=®, ИШ 一生 x 十 必 一 0, 求 出 两 根 .8 
HV а-у 
ШЖ 432 条 便 知 等 式 成 立 . 


а 
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436. ”计算 行列 式 ， 


1 о 0 0 1 
LEC Q0 ~ 0 х 
Darı == |} Сї җе” 0 т? . 


本 +з Dy sd 
解 ” 从 第 nn 一 1 行 开始 ,每 行 葬 以 一 1 加 到 下 一 行 , 并 注意 到 
等 式 С=С _,-+С 1, 


10 0 = 0 1 
01 O 0 х—1 
D. =l|0 1 С! 0 了 2 一 工 
0 1 Ga e COO m'o) 
1 O 0 0 1 
1 С 0 0 х 
=(:—1)|1 G С} 0 x 


ев sai 
=(z— DD,= (2—1) D, 一 … 
=(zx—1)" D, = (т |)". 
437. 计算 行列 式 : 


11 0 0 
12 с о 0 


1С! С? C3 + Ст 


A ”从 第 = 一 1 行 开 始 ,每 行 乘 以 一 1 加 到 下 一 行 ,并 利用 便 
等 式 C=C +C, Ё 


225 
1 1 0 0 ... 0 
0 1 1 0 0 
Р, == 0 1 C; C 0 = D,- 
0 T Chi. Cio бъ | 
继续 递 推 下 去 ,得 
Ë D.= D. = == Г), =] 
438. ”计算 
І 1 1 1 1 
1 С C; c: 
1 Cs С * Сз 
了 一 


^. 
mnanaaceaesos...................... 


1 Cr! Chi < Су: 


WW ”从 第 ”一 1 行 开 始 每 行 乘 ( 一 1) 加 到 下 一 行 并 利用 Ct; ,一 
Cr! 一 Ct ,得 i | 


1 1 1 1 
Ci C; Ca 
Сї H C: 

Esa 2 3 =P, 
9 CE: Cmi 人 
= Ж озш 3 


继续 递 推 下 去 , 即 得 D.—1. 
439. 计算 ; 
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nlao (лп—]1])!а, (n—2)ta, 


a, 

—n ж 0 0 

„ху, 0 —(n—1) + . 0 
0 0 0 T 


W 按 第 1 列 展开 ,得 wo 
(я—])!а, (п—2)1а,‚ … an 


—(n—1) х ө Ope 
Р. =п\іаух"-_-п o 一 (2 一 2) 0 
0 0 х 
=! aÓ >"+ xD, 


=n! aT" Halin- laa" 1+ DD,-:] 

=n! leyr” tarz”? )+n(n—1)D,- 5 

= =nl(a,z"4-a,z" A +a, iz Fan)» 
Ж үү а. 


A. 数学 归纳 法 
448. 
2сов@ 1 
o| 1 2cosg ©, | _sinkm 二 138 
D,= š> 这 1 | sinf ` (1) 
1 2cos@ Е 


证 对 阶 数 用 数学 归纳 法 . 


当 n=1 时 , (1) 式 显然 成 立 . 今 归纳 假定 对 阶 数 小 于 的 行列 
式 (1) 式 成 立 , 下 证 对 于 阶 数 等 于 л 的 行列 式 (1) 式 也 成 立 . 事实 


A, =2соз@ДА„..,— An? 


to ERAPR ik 227 


E sinng _їп(л—1)0 
= ecos? Sin sinf 


= ү ss e —1)@] 


[sin(z+ 1)04-ѕіп(я —12@-—5їп (л —1 )8] 
= 


—sin(z+1)9 
sinf `“ 
441. 证 明 : 
cosa 1 
р,= 1 оа | 
е: 1 
1 2cosa 
x 对 阶 数 n 用 数学 归纳 法 . 
п=1 时 结论 显然 成 立 . 今 归 纳 假设 结论 对 小 于 的 行列 式 
u 那么 可 以 证 明 对 于 阶 数 等 于 ЗЕЕ 
事实 上 ， 
按 最 后 一 行 展 开 , 得 


D, —=2cosaD,_,—D,_,=2cosacos(n—1)a—cos(n—2)a 


= [cosna+cos(n—2)a ]J—cos(n— 2)a=cosna, 


=cosna, (1) 


+. 主 对 角 严 格 占 优 
442. ë A= Cay) № n 阶 实 方 阵 , 则 


р) 当 |az|> 22 las! (1== 1,2,9, л), 1А 150; 
ji 


2) а> У) laz) G=1;2; Rt, LA] >0. 
证 1) Д,,--,8, 为 A 的 列 向 量 .用 反 证 法 ,车 |4|=0, 则 
BB 线性 相关 , 即 存 在 不 全 为 上 零 的 有 使 


&.8, + + БА,д, = 0. (1) 
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А k=max( |b, lse, А 0220. FAU k= lkl. 
那么 由 (1) 式 ， 


B=D- 8, (2) 
г#з i 
从 而 有 
а, = D c Fian). 
Jti i 
所 以 la |< 2) Ella |< È 1,1. 
25: i i*i | 


SERF E. -. | A|. 
2) 设 0 委 : 委 1 , 作 新 行列 式 


ау ayb + а 


| айа 023 + qa, 
显然 当 tE€E[0,1] 时 ,D(z) 仍 是 主 对 角 线 严格 占 优 ,从 而 ОС) 50. 
其 次 将 D(z) 展 开 以 后 , 它 是 :的 连续 函数 . 而 DO) = anan 
a, > 0. f 
用 反 证 法 .着 |41<0, 则 001) <0. MME € (0,1), DG) 
二 0, 这 与 DM0 #8. 


十 一 、 降 阶 定理 | 
443. 第 一 降 阶 定理 (Schur): 设 4 fl DOEA n ЖЯ m Ë$ 
方 阵 , 则 


а В Еги 当 A прн, 
C D| \[D||A-BD C|, зар 可逆 时 . 
证 当 4 可 逆 时 ， 


| Е А Еа В. | 
-СА Ej) C D) іо D—CA- B|” 
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两 边 取 行列 式 , 得 ' 
A B| |А | ку 
f a, р—са-в|^!А!!РСА ві, (2) 
类 似 地 , 当 D 可逆 时 ， 
E 一 65D-nT4 В| [А—ВЮ—'Є 0) ` 
Ё Е | 可 =| C 中， 


故 
x Мчч ат. 524 
cni ГАЗ" = |р||4—8р-С|. (3). 
444 第 二 降 阶 定理 i AEn MERR. D R m Варій 

ERE, B FIC 0 nXm 和 ти ЯЕ, HI 
р—СА?В|=} 1 14— Bp CI. (4) 

证 由 第 443 条 立即 可 获 证 ， - 

445. 第 三 降 阶 定理 л ИВЕ A= (а) А ИЙ 
序 主子 式 A,20, Hl | 


a= 532, 2. ә 
其 中 
Skylt  `°" 5ана 
9 一 ЕРИ wasa pues "S 
БЕЛА Sai Ot sad o 
1 2 е >ы 
Ба al 2 |) #уў==Ёй-1 1, я. (6) 
证 将 4 分 块 为 
1 гав ОЁ 
A[ $ ) B 
1 2 e $ 7 
А= | i Т.В 443 条 得 
+1, птн п 
c | 
k+1, кы n 
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k+l, 1 2 йүс! A 
=й А( )—СА( =] B! (7) 
|А|=А, ЕН Е k 
Ф, улат “тз ditin "ar 
Ë ç 2 ky T! 
| sss {к= ы ув, 
k+1, n 2 Ё 
derai dan 
(82 
Akti n, j 
C=| ; , В= (Дк, е, б), Ж 443 条 得 { К 
a, ¿eq * ` ; И 
1 Ëy 一 
длан ала аА t ‚) Bisi 
1 2 … k 
1 4 В, 
= = ДАЈ Ё ` 
A 1 2 А НИЯ 
а +1 ағд |. О: үе 
_1 4l Д. ` wš с e | 
TA 1 2 -= k+ Sa tat 
类 似 可 证 得 
а= зи i j=kt lsn. 《9) 
k 
ADOD А1 Sh.. 
+ 


446. ”第 四 降 阶 定理 设 A,B,C,D HX n Л Bp, Н АС= 
CA, HJ 


A B ; 
смдей 

证 #l|Al120.M А при. HA | 
фе” he | [4 ЕТЕ 


所 以 两 边 取 行列 式 得 
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. E DOA E —А7В| [А 0 
k |р 0 E |- 0 —CA-:B+D 
=lal! A и = | ACA- 'B+AD! 
由 此 即 得 е - 
А В 
[с plazes 


车 |4|=0, 令 r ARME, ИПА Е z HEEM, H 
A+=E 5 C 可 换 .于 是 由 上 面 所 证 结论 得 - 


А+хЕ B | 
| Р =| с. p| = !‹А++ЕЮ›р—Св|. 
所 以 йт a 
fG=|AD+=zD—CB|.. . (2) 
由 于 有 无 穷 多 个 r 使 (1) 式 成 立 ,从 而 (1) 式 为 恒等式 ， nan. 
ло |2 8 =1ар- л 


С 
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一 、 多 项 式 的 概念 和 运算 

447. 什么 叫 数 域 也 上 的 一 元 多 项 式 ? Í 

答 ”形式 表达 式 | : 

SCL} анх" +a,- 24. amao, А 
ш Р 上 文字 的 一 元 多 项 式 , 其 中 aoaea, 都 是 数 域 
P Р 中 的 数 , 是 非 负 整数 . 

448. a s ы 与 零 多 项 式 有 何 区 
别 ? 

答 设 
Рх) =at tant) H +a,,r+ a (1) 
是 数 域 己 上 的 多 项 式 ， 当 a, 天 0 时 , 称 多 项 式 SORR ni 
HAISE) =n, BË deg fird) =n, Жа, 为 六 rz) 的 首 项 系数 ， 

当 wa 一 … 一 2 一 0,ao 天 0 时 , 称 多 项 式 f(z) 为 零 次 多 项 式 , 即 
ə( f (z=))=0. 

当 a= =a =a@==0 8, К f (z) 9 £ i sÀ , ЖЛ ДЕ 
ЕЕ XK Sr 00. 

由 此 可 见 , 零 次 多 项 式 是 非 零 常数 , 零 多 项 式 是 零 ( 也 是 常 
数 ), 前 者 有 次 数 0, 后 者 不 定义 次 数 . 

注 QQ 数 域 P 上 一 切 多 项 式 的 全 体 记 为 PLzj, 数 域 P 上 一 
切 次 数 小 于 n 的 多 项 式 , 再 添加 等 多 项 式 的 全 体 , 记 为 Prhe 

@ 复数 域 上 多 项 式 的 全 体 记 为 CLz], 实 数 域 上 多 项 式 的 全 
体 记 为 R[z], 有理数 域 上 多 项 式 的 全 体 记 为 ОГ]. 

O EDAP. a 称 为 ;次 项 的 系数 . 
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449. 什么 叫 多 项 式 相 等 ? 
Ж 设 f(z),g(zx) 形 式 上 写成 
f(z)=a,rm"+a,- z" 十.… 十 ai 工 十 ao， 
gir) =b," tba" H baH bo. 
当 a 二 b.(i 二 0,11.… Nn) 时 ， 称 多 项 式 f(z) 与 #(z) 相 等 ， 并 记 为 
f(z)= gir). 
+ @ 两 个 多 项 式 相 等 就 是 完全 一 样 
© a,z"+a,- 2" H da z+ a =0<€—>a;=0, In 
450. ЕЊЕ ХК ,减法 和 数 乘 多 项 式 ?它们 有 哪些 
主要 性 质 ? 
答 /(z=),gGa)6€ Р[х], 形式 上 有 
Сх) = а," t Бах Бао бк) =b," tHe Hort bo 
1) 规定 加 法 : | | 
f(z)+g(z)= (a,+ b,)z="j+--- + (а ё) + (aa +b). 
ЖЖ. 
kf Cr) = (ha,)z"+---+ Cka et (ka,) kE Р. 
规定 记号 : (—1)f(z=)=— flr). 
ш}. 
| Уа) = вх) = f(z)+ (—g(z)) 
= (an bn) "H + (a,—b )r+ (a 6). 
2) PLzxj] 关 于 加 法 构成 加 群 , 即 Y f(z),g(zx),h(x)€ Р[х], 


1° 封闭 性 :Y fOz),z(z=)€ Plr] #9 fez)+gC€)€ P[z]; 
sd f(z)+g(z)=g(z)4+ f(z)? 

Ф. (f(z=))+g(z))+h(=z=)= Sa S u 
4° O 0+ f(z=)— f(x) 
5° 存在 负 元 :( 一 f(z)) 十 f(x)=0. 
D PLxj 关 于 加 法 和 和 数 乘 两 种 运算 ,构成 P 上 线性 空间 , 即 
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V Fg E Plr], Y kime Р.Б 
1° PLxrj 关 于 加 法 是 加 群 : 
2° 两 种 分 配 律 成 立 : 
АСС) + g(z)]=kf(z)+kg(mz), 
(Ат) fT) = amfi}; 
ERI 0н ir) = (ёт) (х); 
4 1° Do e fr). 
4) 关于 次 数 有 
.0(/(r)-+g(=))=<max(f(r),g(=z)), 
2G1f(z))=3/(xz),Fh 2520. 
Ж 关于 Prj 也 有 类 似 的 结论 
451. 怎样 定义 多 项 式 的 乘法 ? 它们 有 哪些 主要 性 质 ? 
E V f(z),g(x)E€ PL[Lzj, 设 
Рб) аа Бааз, р(х) =bn" 二 十 Biz 十 Bo 
1) 规定 : 
JCD gE) = cnp t ”十 ciX 十 co， 
其 中 c= ab taib tHe Бао, ,із= 0,1, ,n+m. 
2) PLzJ 关 于 加 法 和 乘法 构成 整 环 , 即 Y _F(z),g(z), 户 (z)E 
PLzj, 有 
1° P[zj 关 于 加 法 是 加 群 ， 
2° 封闭 性 :Y f(z)1g(z)EP[r], 都 有 f(zryg(z)E PLx]; 
3° REER: СУС) в (хә) 0А (т) = f(z)(g(zYh(2)); 
4° REX: От) в (х) = р(к) (к) 
5° 分 配 律 ,f(x) (г) А (х)) = f(z)yg(z)+ /(х)А(х); 
6° 有 单位 元 :1 。 (x) 二 了 (x)s 
7° 无 零 因子 :车 f(z)g(z)=0,BBJ f(x) 二 0, 或 кае 0.- 
3) 关于 次 数 : 
3(f(xz=)g(z=))=ə(f(z=))+ Əà(g(z=)),JtrE f(z)Z:0,g(<x)=>%0. 
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Ж 外 由 于 2PLz] 是 环 , 因 此 又 称 PLzj] 是 一 元 多 项 式 环 . 
D P[z]; 关 于 多 项 式 如 法 和 和 清 法 不 构成 环 ,因为 乘法 不 满足 
封闭 性 ， 
@ 左 消去 律 成 立 : 若 F(z)g(Cz)=ACz)iz)yFz) 天 0 都 有 
g(z)= hz). 
右 消去 律 也 成 立 ; 若 g(z)f(z)=h(z)f(z),f(z=)20,#B3 g 
(х) =А(т). 
452. (х) = х? — Зх 2, р(х) = 2203-0-41. Ж (х) 
Баба) С) во) f(z)g(z),5fGz), Ра). | 
Ж =) +р(х) = 225? 7х — 1. 
Fa glr) = — 2234-22 zr—S3. 
/Х\а)е(х)=2*—т7т%—5лх*%-Е15х*%++5х—2.. 
5f(z)=5z'—15=z—10. 
下 面 介绍 用 竖 式 来 计算 a), Вр 
2 一 3 一 2 


х )х*—3х—2 


х*— 31° — 22? 
— 3r +H Ir + 6zx 
— 2x +6r+4 


хб +52 +12214 
РОС) х 65559412044. 
+ 多 项 式 的 如 法 \ 减 法、 乘法、 数 乘 都 可 用 竖 式 来 计算 . 
453. 设 多 项 式 f(r) 二 x 十 aT? 十 bX: 十 az 十 1 Æ g(z=)= xt 
十 cx 十 4 的 平方 , 试 证 :a? 二 42 士 8. 
证 (2) =ar ter (с 24) л + 2cdz-Fd2== f (z), H PE. 
ЎН 3538. a=2c,b= Ht 2d,a=2ca,di=1. 


Et R 
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Щщ d=1 Hf, a=2c, b= 4-2, И а?:=46— 8. 
当 d=—1 Hf, a=2e, b=c2— 2, a=— 2c, РЖ а=с=0,Ь= 
—2, | а? ==45-+8,. 
454. Rèm ЇЕ 
(22-х 1) lr- ir 41) = 22 52° тл х1. (1) 
# ”将 (1) 的 左边 展开 ,得 
Ratt ikt H ARDA Dal, 
KFAR H 
k= l=, lkl =m, kti 一 一 上 ， 
B #=1,{=—2,т:=3. 
455. 设 f(z),g(Czr),(z) 是 实数 域 上 的 多 项 式 . 
1) 证 明 : 若 (=) = xg: lr) tarh ir) W f(r) 一 g(r) =h(r) 


2) 在 复数 域 上 ,上述 命题 是 否 成 立 ? 

证 1) 5 (х) =А(2) =0 8,6 РС) 50, Д Ск) =0, 
命题 成 立 . 

如 果 g (zx) ,h(x) 不 全 为 零 ,不 妨 设 8(Cz) 天 0. 

当 有 Cr) 一 0 В, Kreg Cz) 十 Th2(T)) 二 1 十 29Cg (x)) 为 奇数 ; 

4 hlr) E0 时 ,因为 g(x),h(z) 都 是 实 系数 多 项 式 , 所 以 
zg’ (+) 与 xphxz) 都 是 首 项 系数 为 正 实数 的 奇 次 多 项 式 , 于 是 也 有 
Aag DHR NHAR. MRA 户 (z) 天 0, 且 az)) 
二 29(f(z)) 为 偶数 , 讲 盾 . REE g(z) 一 ARCz) 一 0, 从 而 0) = 
0. 

2) 在 复数 域 上 ,上 述 命题 不 成 立 . 比如 : 设 f(z)=0,z(x)= 
Chin =іх", E: ri n AARM A Pir=rgp lejak (z) ;但 
#(х)з©®0.А(х)-©0. 

456. fir) = 5r 4)19% (422 — pz 1) (8r — 11z + 

`2)%®,Җ f(x) 的 展开 式 中 各 项 系数 的 和 . 
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Ж ”我 们 知道 A(z) 的 各 项 系数 的 和 等 于 六 1), 即 

FOD = (5 — 4)19%9 (4—2 1918908 — 11-2) 1995 N. 

457. 设 多 项 式 ,g1 (х) = 1, да (5) = 1 рабт), 1,2, 
e R ЕС) =1+ g (0) а (2) +6 ом (х). 

# ” 没 sCz)? 的 系数 和 为 ai, 用 数学 归纳 法 易 证 ， 


WI IT] 
”10, 当 为 偶数 时 ， 
F(1)—1+zg,G)-+g;(1) + ал (1) 
=1+a +" Һар 
= 998. 
458. HEHH: 
1210 g peop EDan 
(руи (х-—1)--(хт—л) 


ni 
证 用 数学 归纳 法 ， 当 n=1 时 ,等 式 显 然 成 立 ， 
HARE n= 时 等 式 成 并 , 则 当 n= 上 十 1 时 ,有 


1-01) р.-и ЗЕ авй РС лы Заа 


kı 
ppn Derk) 
十 (一 1) | 
(рь ZD ark) |, руна 1) (Crk) 
一 (一 1) EEE 
TD 2: ake k+ 


(kF DD! 
Bl n=k +1 时 ,等 式 也 成 立 . 故 对 任意 自然 数 n BERRI. 
459. 证 明 : 多 项 式 
f(z)= (80—98 298—666 Б) (х0 9+1) 
的 展开 式 中 无 奇数 次 项 . 
证 <" +1=(z+1)(O29— x94_zi—...+zr2—zr+1), 
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rr 十 1). 
ASTAIR ,得 
mgala Sar). 
HF l 与 x 一 1 h 8 S ROK А f(r) 的 展开 式 中 必 
不 含 奇数 次 项 ` 
460. 试 求 出 所 有 适合 下 式 的 非 霉 复 系数 多 项 式 Са), 
CFCT)) 二 [f(xy 是 小 整数 . 
# (1) 34 20Cftz))=0 BF, 2 f(z) 二 csc 为 非 零 常数 ， 则 由 
Jf(f(zy)=[f(zyJ' E c=", FE с]. 
Q 当 ?2=1 时 ,ec 可 为 任意 非 零 复 数 ; 
(95 ЗК яс>] 时 .ec 一 ces A misin „к, b=0,1.* n—1. 
(2) 当 ASDO В}. AED = т. ДН ЕШ E y РИ? 
多 项 式 的 次 数 , 得 m тт. теп. BE Г) Аря RETRA. TZ 
бж) = аа" a, mt Hee uet ag. 
并 把 Az) 代 入 题 设 等 式 两 边 , 整 理 得 
aa— DEA +a LAOD 1 а, f(z)d--a = 0. (1) 
《1) 式 左 端 可 看 成 是 文字 IOW п KERR TEADS 
ал126 = ар а= 0, а, = 1. / (хт) ==” БАРТ. 
461. ЖЖ EIN (х) = р(х) <> (0) аб). Нг, B: 
大 于 f(z),g(z) 的 所 有 系数 之 绝对 值 的 2 倍 的 某 … 整 数 . 
充分 性 ”不妨 设 
fx) =at" Ha, z" iara,, 
glr) =b, tb, arl {++ Horth. 
# а) == рб), M] 


аа, 1 + aa, 
=, T] H ББ, 
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所 以 
ав Ова Tb 1 a ЧЕНЕСЕ а, 


故 t) (ec 一 如) 但 是 Ш [ао - b, | < lao] + [ | «+, 


Е а, 2. =0, EN а=. 于 是 
а-а, 0 2 Байа 
ртт АБА. 
AMH, A aS bk5 2n J' R f(z)= g(z). 
Ж 对 非 整 系数 多 项 式 , 这 一 命题 不 成 立 . 比如 ,对 于 f(x) 
=+r+ z(a) = 22-108 /f(5)=zg(5), B Fin Agir). 
462. 设 fr) ssa te аг Бау, Ш TE ТЕ Ж] B R E 
суз ea € Р. Сс) 0,00 f(x)=0. 
证 ас a, < l+. aca, =0, 51,2, ntl. (1) 
把 asia), a, 春 成 未 知 量 , 其 系数 行列 式 
{х= И (су—с,)550. 
故 方程 组 (1) 有 唯一 等 解 46 一 41 一 … а, = 0. 此 即 For) 一 0. 
463. 设 有 多 项 式 序 列 ， 


| п - } 
ADSL роба) A 272: 
ЖОЗЕ р.) р, (27) р, (х) 二 pyw(x) 成 立 的 正 整 数组 (8,m,n). 
W р\т)=(1—т')/(1)—х)}}} 
фаб) р. Са?) р(х) = pu (r) 
(1-2%) 01—22") 61 = rr (1) 
设 (1—2?) (1—29) (1—27) = (1—4) 01 —09)61— 2") (2) 
其 中 pgr H ps9;lyssior 均 为 下 整数 ,可 以 证 
BH; 
p=s,gq=t,[=r (3) 
BWR OORTREK Ar itr. Jj r KO uu ее" 
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ADA. (2)? 式 右边 为 0, 但 (2)? 式 左边 不 为 0, 了 矛盾. 故 L= r. 在 
(2) 式 中 消去 (1 一 zx”), 得 
(1—х*)(1—х°)=(1—х')‹1—т'› 

类 似 可 证 g=t,p 二 s, 即 证 (3) 式 . 

再 讨论 (1) 式 - 

(1) 当 #<<2т<=4яп BJ 1 k=2,2m=4,4n=100, Ж (#,т,п)= 
(2,2,25) 

(2) 4 上 委 42 安 2m BÍ . iB k= 2,48 = 4, 2m=100, (Ё#,т,п)= 
{2,50,1) 

(3) 当 mkan BF 19 2m=2,k=4,4n=100,#r(k,m,n)—= 
(4,1,25) 

(4) 当 2т 4н В, (Ат от) = (100,1,1). 


Z 整除 及 带 余 除法 
464. 设 g(z),f(>)€ Pr] ЖАШ glx) 整除 f(zx)? 

. 管 ” 如 果 存 在 h(z》)E PL[zj, 使 f(z)=g(zr)h(x), 就 称 g(x) 
整除 f(x), 记 作 g(zx)|f(z). Н zg(z)Yf (ж) К g(z) 不 能 整 
除 Ar) ,就 是 不 存在 h(x) ,使 f(z) 二 g(r)h(r) 成 立 . 

465. 8 /(=),6(=)ЄР|=],.Н ғ(х)50, 10 Plr pE 
一 的 多 项 式 9(z) 和 (х), f(z)=q(z)g(z)-+-r(zx). (1) 

Ж 加 称 (1) 式 中 的 g(x) 为 商 式 ,r(xr) 为 余 式 . 

加 已 知 f(z),g(z), 求 (1) 式 中 的 gtx) 和 rlz), 称 为 带 余 除 
法 ， 

466. 什么 叫 因 式 和 倍 式 ? 

管 ” 如 果 g(z)1f(r), 则 称 多 项 式 g(z) 是 f(x) 的 一 个 因 式 ， 
而 称 f (z) glx) 的 一 个 倍 式 . 

467. 对 于 PLxj 中 的 任意 两 个 多 项 式 f(x)，g (zr)， 若 其 中 
gz) 天 0, 则 g(x)|1f(z) 的 充 要 条 件 是 gCz) 除 f(z) 的 余 式 为 零 . 
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468.” 零 多 项 式 只 能 整除 零 多 项 式 ; 任 一 多 项 式 一 定 能 整除 
它 自身 ; 任 一 多 项 式 都 可 整除 零 多 项 式 ; 零 次 多 项 式 ( 非 零 常数 ) 能 
整除 任 一 多 项 式 . 

469. 多 项 式 的 整除 性 有 如 下 几 个 常用 的 性 质 : 

1) ШЖ SD |g, M) RECE) lger) EF А ВАЕН. 
为 常数 . | 

2) Ж /(\тх)|е(т),а(т)|/ (хх), Сх) сбх). 

其 中 c 为 非 零 常数 . 

3) Ж fler) gr) |А(х), M Flr) (АСЕ). 

4) Ж f(z)|gitr), i=1,2,,r, M 

Р(х) | (шх) (х) tau (rT) gr ur) gr) ). 

其 中 ul ERR P 上 的 任意 多 项 式 ， i=l, 2, esr. 

470. 多 项 式 f(x) 与 cf(x) (ce 天 0) 有 相同 的 因 式 和 倍 式 

471. 两 个 多 项 式 之 间 的 整除 关系 不 内 系 数 域 的 扩大 而 改 
Ж. 

472. 用 g(z) 除 РО) g(z) 与 余 式 r(z), 其 中 fe) 
=х#—3х*—х®—1›/(х) =3х?*--2х-+Ь1. | 

#1 用 普通 除法 . 


3х*—2х-+1 


XI— 3z2— z—1 


一 一 一 


— a 3 9 


二 过 
3 32 1 
к 14 7 
та 

—26 _ 2 
9 9 
26 2 


所 以 almar 0х) 一 -- 92—95 
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#2 用 待定 系数 法 . 根据 题 中 条 件 可 设 
аб) = аана) еее, 
因为 70) = 902) 02) trir) 
a) (3 一 22 二 1) 十 bz 十 ec 
将 右 端 展 开 后 合并 同类 项 ,并 比较 两 端的 系数 ,得 


3 一 生 一 一 3,% 一 2a 十 二 一 一 1,a 十 c 一 一 1 


т С ЕРЕ A E A 
ЖИН а= 4 От 9` 
所 以 ,g(z) 一 言 z 一 三,rCz) 一 一 下 xz 一 二 
473. 用 综合 除法 求 g(t) 二 zx 十 3 除 (a) = 2r — 5r’ — 8r 
的 商 式 q(x) 与 余 式 rCz)， 
2 0 —5 0 一 8 0 
一 3 
ш —6 18 —39 117 —327 
2 —6 13 —39 109 [| 一 327 


ХИ, (х) 22—62° 1322 — 395+ 109,705) = — 327. 

474. 证 明 : 每 个 多 项 式 f(x) 都 可 以 唯一 地 表 为 + 一 zo 的 多 
HÈ. | 
证 B ISD =n, х-л B: f e), ВН х-л ЖК} 
得 的 商 ,分别 为 ; 

f(z)=q( (z=)(z—m=)--ros (1) 
q (z)=q; lx) lr t) tr, 


Qn С t) Ern pe 
Ga- Er) Sr, £ rga) Frag 
将 q (z),q (r), ,ф„— СК RAC), HG 
Fx) =r, (ко), убо)" 146 Hr lea) ro (2) 
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再 证 崔 一 性 , 另 设 
(ж) =a, (х= 20)" tanle r) H Hakr r) ta (3) 
将 (2》.(3) 两 式 右 端 (z 一 zo) 看 成 一 个 文字 ,那么 
六 一 Ci 一 0 2 
故 jz) 表 为 (zx 一 zo) 的 多 项 式 是 瞧 一 的 ， 
475. ”用 综合 除法 把 ГО) = 2х3 表 成 z+ 2 У 
和 . 
解 由 第 474 条 ,采用 分 离 系 数 作 综 合 除 法 ,得 


所 以 ， 
f(z)=(r+2)1—8(C z+ 2): L 22(z+2X—24(r+2)+11. 
476. 求 用 (xz 一 1 和 2 R nr! — (a+ 1)2"+ 1 的 商 式 . 
E ”连续 用 两 次 综合 除法 , 即 可 求 得 商 式 : 

ks 3350 i 


所 以 商 式 为 
nz" 十 (rn 一 1)zx" 十 (n 一 2)x" 十 … 十 2Xx 十 1. 
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477， 假 没 g(x)=x? 一 4x 十 a: 如 果 存 在 唯一 的 多 项 式 f (z) 
з а Бра рст, 48 р(х) F(z), 有 是 f(z) |g*(x), 试 求 f(z) 


的 表示 式 ， 


Ж Љеб) 170), WA ГО) = бх) (хо). 又 因为 
Га) 16 Ce), МП а (е) = 0х) (т 8) = 0х) (ха) (х e), 


ебг\52 0,8 а(х) = (х--а) lr- p). 

4 a 天 8 时 , 则 有 两 个 多 项 式 | 

ба) = (х= а) irf), f(r) = (ха) lr p), 
都 满足 所 给 条 件 ,这 与 (x) 的 唯一 性 矛盾 ,因此 а= 8. 于 是 
g(z)=x`—4zr+a=(x—a), 
显然 a= 2, 由 此 可 知 : 
Сх) = (z—2)°= х2 — 6а +1205 — 8. 

478. m p 适合 什么 条 件 时 ,有 

1) (z2+-mz—1)|(z2` + peta); 

2) (х +тх+1) | (ара); 

3) (x? 十 mz 二 1)|(z' 十 px 十 g). 

Ж 1) 用 zx 十 mxzx 一 1 B z° рет. 


2—-® > + рх х*%++тх-—1 
pm — ar | 
—тхл'-+(р-+{1)х+-4 
— тл? 一 т?т +m 


(m°+ p+ 1)z+ (gq —m) 


得 余 式 : 
нбх) = (m+p+1)x+g—m 
故 z 十 zz 一 1lz 十 pz 二 ge 的 条 件 为 
m + р+1=0, 
q—m=0. 
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2) 类 似 所 求 条 件 为 
т(2— р-- т?) = 0, 
Е 
D 所 求 条 件 为 
P-+2m—m=0, 
йет ер 
479. т АВЕ, 70) = (с +1)" л" 1 能 被 x? 十 zx 十 1 
整除 . 
Ж 2 十 z 十 1 一 (zz 一 oz 一 只 其 中 心 一 cos T hisin 223 
1 的 三 次 单位 根 , 因 此 有 а" 1,1 оа? = 0, Д] 
а? ++) (о) =0 Н (а?) =0. 
34 m= 6k B| , / Са) = (0-1) 9 — 990—1 = (—— 02) — 11—150, 
Ж zx 十 z 十 1 不 能 整除 fz). 
当 m= 6k-+ 1 时 ， 
J (o) = Са?) wt = —%——}=0, 
Ра?) = (а? HIPH (а?) 1 (о) H I wl 
=—w— w — 1-0, 
8 2° z+1 可 以 整除 fe). 
类 似 可 证 当 m 为 62+2.64--3,64+4 时 ,zr 十 r+ 十 1 都 不 能 整 
除 f(z) 1 当 m=6k +50 m= 65—10], r +Hr+1 可 以 整除 f(z). 
综 上 所 述 , 当 m= 二 64 士 1 时 ,f(z) 可 被 不 十 x 十 1 整除 . 
480. 证 明 :х*— 8 能 整除 х"— В'<а |п, Ё dsn 为 自然 
x. . 
Ш 充分 性 É a= am, rh m 为 自然 数 则 
х^—{"==(х1—{“у[д\" 20... 4 ( 84у"—1у4--(84у"—17]], 
FERC 3) |(х"— 8"). 
必要 性 用 反 证 法 . 设 2 不 能 整除 л. И 
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n= 44+ r, HP 0rd, Fi djar). 
H E ESES ШЕН E, (2 809 Са — 8), fa 
rT 一 = 
= а 8). 

ВТЕ 1—8) 107—687). 因 0 过 <r<d, 这 是 不 可 能 的 , 故 din. 

481. 证 明 : (ха) | (xr"-~a”). 

证 由 第 480 条 ro 得 (其 中 4d==1). 

482. E:r Ж 2" —1<4 jn. 

证 由 第 480 条 可 得 (其 中 #=1). 

483. ”证 明 z 不 能 整除 所 有 Ai), (@=1,2,++,л)‹=у Ж 
能 整除 它们 的 积 Jil) fila) f, (z). 

证 ”必要 性 B fitz)= rq (х) Hr E rB r2Z20,:=1, m, 


则 ISa) = zh (х) еро НОВ тумо, 520. 也 就 是 说 x 不 能 
整除 IG). 


充分 性 ”用 反 证 法 . ЗЕЙ А ЛС А IAF 
Ж. 

Ж х1), Ст) р 至 少 可 整除 某 个 fa). 

484. WHr CAN >к) (к). 

证 由 第 483 条 可 证 . 

485. B glr)=lr—a)lr— a) lra) 其 中 aa Н. 
不 相间 . 若 (а) =0,:== 2k W gD | f(z). 

证 i /(z)=h(z)g(+)-+r(x), HP onaga) =k, ue 
r(z)=0. H g(s,)= /(а;,)=0, i= 1,2,-. b. ЩЕ Са) = i=l., 
7,2. BF 0,7,0 互 不 相同 ,所 以 zrCx)=0; 妈 g(r) |fiz). 

486. F ECDADA дб) |С) R Абл) (7С). 

证 由 定义 即 得 . 
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487. #g(z)h(z)|g( a) 0), Н gA АСЕ) |С). 

Ш ШЕ, TE m), fË є(х)/С(х)=@(х)т(х)В(х). A 
glZX) 关 0. 消 去 g(r) 得 (Cx) merh (z). EI ACD 1 (к). 

488. 设 g(7) 二 x 十 XxX 十 1 f(x) 二 x 一 1. 

1) f(x+) 有 三 个 根 为 1,w,o. 其 中 


a= cos 2 ып = — ++ p і; 


3 
2) grif Cr); 
3) g(z=)= (r—w)lr— w), BI gi 8 MN T ASP] ER ww 其 


or 


证 рия w= еЗ", а? = е" = соз2л + їзїп2хл == 1, (а)? = 
(а5)2=1, 970 бо) = (а?) = f(1)=0, BRE wta. 
2) (2—1) (БЕ +1) = 203—1, ДД 2 z+ 1|z°—1. 
3) 容易 验证 Hote 0, Д або) == ба) = 0. 
489. WÈ 231170) 4 zg(22), Я, 
xli РС) 116). 
证 8 /(z)= ir- RC a 
Fi) = (х° 109 (х5) trn gtr) = (28 — 1), (28) Hry 
所 以 
Рб) Hargla) = elg Hr Harir ldg larr 
= (хх DL Lg 8) (х*— z)q,(z2) ] оф. 
而 +5 +1170) (05), 48 retr = 0. 
ТІМ r =; =0, 18 x>—1 7С), 1166). 
证 2 WME or teti 的 根 , 那 么 w 必 是 位 一 1 的 根 , 则 
=1. 由 题 设 还 可 知 o 也 是 f(z') 十 zg(zxs) 的 根 , 即 有 
(os 十 og(as) 一 0， 
n J/(1)+eog(1y=0. (1) 
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又 知 吧 也 是 xz? 十 xz 十 1 的 根 , 故 同 样 可 得 
f(D ар (1) = 0, (2) 
由 (1)、(2) 解 得 701) = 601) =0, ВП 
х—1|/С(л),х—1|е(т). 

490. 证明 :如 果 有 Cz)|FCr) ,АСа) ек) ЯБА RKE) 
+ (х)). | 

证 ШЖ А02) | (а) He X B 5 А(т)| f(z), 88 
А) ИСС) Hagl) Ca] В A(z)|g(z). SE SI ЖЕ. 
ACOS) +H gtr)). 

Ж RADII, АС) а(х) E hO TRER E f(x) 十 
&\х). ШШ: A(z)=<x,f(z)=x+l,g(z)=z—1 时 ,显然 
АС) Ск) А С) а Ce) МНЯ АС) СС) + g(z)). 

491. 设 ab 是 两 个 不 相等 的 常数 ， 试 证 :多 项 式 f(z) 除 以 
《x 一 Q) (xz 一 了) 所 得 余 式 为 

fe Р) 97) 6а) 


а— а — b 
ш ” 依 题 意 可 设 
J(z)=(z=—a)(z=-—b)q(z)-+cz--dF, HJ 
[ (а) =са+а ps c= (70а) — Р(Ь)) / (аЬ) 
|F) =сь+а 解 得 d= (af (8)—bf a))/ (a—b). 
故 所 得 余 式 为 
La fb ; yG — bf (a) 


а—ф а— 
492. В Л (х), fala) gia) g(r) ЄЕГ21, ЖФ fi (х) 5 
0, Н в Се) ваа) Со) РС) у(х) lgi) ЕЯ. g(x) | fla). 
证 Лб) [д (х), 80 (х) = fi(z)q(z). 由 假设 条 件 知 
2. (2): D 1, (=) Р, (с), 
ЛС) Аб) = g rg (Th r= fi(z=)q(z)g,(=z)h(x). 
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而 7, (22520, УЫ] 02) = 60 х) е (хә)А (z) В glr) | flr). 
493. ”考虑 有 理 数 域 上 的 多 项 式 
Fa) = rH Oar aH ee rrt D", 
XE ¿ ll nE Л Ж ,ШЕНЯ: 
д | (а 1) С) (zL 1DEtat1, 
证 (2—1) fer) tirti in 
=[2r— Crt I] endt rt Dt = ary 1)". 
эж?! E 1) Са) 401). 
494 H SND = 5" 42, р(х) л х 1, Ж 
т.п. р MEIRE R, ПЕНА. (л) | f (z). | 
证 o R (х). В о--0--1 0. Р °==1. 因此 ， 
(в) = а" а ай? 2) фа 0. 


Во 也 是 DRAR . 
X o> J) =l tow, 
Вр ww 也 是 СНВ, р(х) = (го) (к-а), р] 


g(z)| £Cz). 
495. (х) = 2%" те х? р(х) 2? х1. ВН m, 
nop 都 是 非 负 整数 . ПЕНЯ. р(х) |70) 4 Н mn, р 有 相同 的 
奇偶 性 . 

证 设 a 是 g(xz) 的 任 一 根 , 则 a 一 a 十 1 二 0,w 一 一 1 ,因此 ， 
flama at Ham (—1)"— (—1)"a+ (—1), 
因而 0а) =0 yR (1) 1)" 1)? 这样 gtz) 的 根 
都 是 f(z) 的 根 , 而 gtz) 无 重 根 ,由 第 485 条 , 即 知 (хс) |} f (2525 

HRY mnp 有 相同 的 奇 侦 性 . 
496. 证 明 对 任意 非 负 整数 ”都 有 
z24 z+]|a22t2 T ir +y. 
证 1 Ял MAFKAR. 当 n=0 时 ,结论 显然 成 立 . 假设 
当 пе} 时 ,结论 成 谋 , 当 nn 二 背 十 ] 时 ，: | 
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х^ Се 1) = 
alrt (z+ 1231] (z2234-z-+-1)(z4+ 1291, (1) 
故 据 归纳 假设 和 《1) 式 得 
m=+x=+1)[z%*D+2 L (>+ ])2+15+17. 

因此 ,对 任意 非 负 整数 ,结论 成 立 . 

证 2 设 a 是 x 十 x 十 1 的 任 一 根 , 即 

ё ta+l=0,— =at], a=]. 

由 此 得 

а (о) а (о) а] а) = 0; 
а rtt tD RR. 又 因为 rtrt 无 重 根 ,因此 
z Hetil iet 

497. ЕНН. ЛИЙ g(z)= 144 xi xrt---... а f(x) 二 
12425 Hr eE о AR. 

证 必要 性 设 glz)if(x), 用 反 证 法 . #7 n=2k-+ 1, g 
(0)=0, н г =—1,{Ң fG)20,3: 5. 

充分 性 ”因为 (x 一 g(x)=x”*: 一 1， 

(zt—1)f(z)=x*#"—1=(xzPT2+ 1), 

所 以 | 
(х%—1)е(х)|(х*'—1)/(х),АПП 0) 10224-1) 0). 
因 п 26, M gG)260,z(—íi)220,K ËF (g(z),r2+1)= 1, 
И а(х) 170). 

498. BEMA f(r) 除 以 多 项 式 бл) PH 45 BJ R К) 
别 为 gatz) 和 r(x),htz) 是 任 一 非 零 多 项 式 ,证 明 : /(т)Л (т) ЖШ 


&(Cz) 所 得 的 商 为 q (z)h (z) ә 
r(z=)=0 8 KrP HAAD (g (x)). (1) 
证 H /(z=)=zg(r)q(z)+r(+)R[í8 
` f(z)h(z=)=g(rz)q(x=)h(x=)+r(zm)h(>). (2) 


必要 性 E f(x)h(zx) 除 以 асс A gh), Ы 
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COA ЭД ЗЕ! 20, А 
r(m=)h(=)=0 8 ƏXXr(z=)h(xz=))<Ə(g(x)), 

{Н А(х)5©0, 

Ж (2) =0 R 2002) АСА (х) )<9(2(х)). 

ЖЛЕ АЕ СТО ЗУ Ш] (2) ҖЖ НН f(z)h(zr) 除 以 (хт) 
所 得 的 商 为 q Ch (>). [ 

499. j /(х),еО\х)Җ RODANO AAE ERN: 
АС) СРС) —g(z)233 НИХ 4 f (z)5 g(z)É EL h (z)Pr 4365 Ят, 
相同 . | 

证 5 (х) = А0) бх) т Ск), 0(х) =А (х) (а) 
+ғ, (2), HP r(z)= 0 sk ӘС, lr) <А (х)) (1-1,2). 

Р(х) — (х) =А(х) [9 (2) 9, 0х) 1+0 (к) —»(>)). 

ПЖ п (2) г (к) 0, RA АС) |0) glr) 1 
ЖМ > (5) — ғ 00)3560, H Ar (z)—=,(z))<max(Ər, (z), эс 
<9(А(х)), Р(х) }[/(ж)—а(х)]. 

500. i fCr)=1+<x+ z+. + Í l. ЕН. f(x) 整除 多 项 
式 g(z)= (/Cr)+ x"): — z". 

证 AA —1=(х—1)/(х), Б SR n— 1 A fi s 
52，"… ,Eo_1 都 是 互 不 相等 的 次 单位 根 ,从 而 

g(e,)= lee —6"=0, G= 1, ,n—1). В f(x) 的 根 
都 是 g(xz) 的 根 , 故 f(x) lgl). 

581. 证 明 : 对 任 一 多 项 趟 f(x), 必 存在 多 项 式 g(xz) ,使 得 ; 

Кан ал 


01) 7—1) =0. (1) 
证 922—1 (ә), RRR, r 
f(z)= (z22—1)q(z)+azxr+05, (2) 


则 /(1)=a+b,f(—1)=-—a--b. 
F E 


252 第 七 章 ”多 项 式 的 运算 与 因 式 分 解 


a 90-76 12072 ,6= Аз + 7С 101/2. (3) 

将 (3) 代 入 (2) HAR g(x) 二 g(x) 便 得 到 (1) 式 . 

502. х) Sanm + tarta 是 整 系数 多 项 式 ,g (2z) 
整除 f(r) ,那么 

1) 当 g(z2)=z—m,m 为 整数 时 , 则 存在 整 系数 多 项 式 h(x)， 
fE /(х)=д(х)Ё(х); | 

2) 当 Hos Ст) (хт) 《一 0,) ЖЧ mem, 都 
是 整数 时 , 则 存在 整 系 数 多 项 式 ha), IE РО) = gA). 

证 1) 由 综合 除法 的 计算 过 程 


a, ЖИЫ? 0 
知 .h(z)= a, l+ b, z" РБ f (z)= (z—m)h(x),# :hh ё, 
=a t mai s= 1,2, ,n—1,Bkb1 ,hh(z) 是 整 系数 多 项 式 ' 
2) H 1) 知 存在 整 系数 多 项 式 h(x) ,使 得 
Рх) = (ri m )h (x). 
仍 由 ОРЕ Ж ФИК А, (хә ,使 得 А Сх) = Сг то А, (z), X 
样 继续 下 去 ,存在 整 系 数 多 项 式 h.(z), 使 得 | 
h-i) = (rm hr) 从 而 有 和 
Рх) = (х= ту) Ок ть) (а т,)ћ, (х). 
503. 设 f(z) 是 整 系数 多 项 式 , 且 01) = 02): f(3):= р 
(p 为 素数 ), 则 不 存在 整数 和 ,使 f(m) 一 2p，. 
证 用 反 证 法 . RAE m,i Опт) 2р, 5 Кл) = (г) 
— p WAMA ЕО) = Е (2) = Е03) =0. 由 第 502 Жп, ЛЕ 
glr) E Zir], 18 Ех) = (х1) (x 一 2)(x 一 3)q(r), 因 此 ,p ~ 
(т) – р= Е(т) = (m— 1) т 2) (т 3) (т). 这 与 р 为 素数 
FA. 
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504. Ж f(T) 二 十 x 十 X33 除 以 g(x) 一 x 十 z 一 + 一 1 所 
得 的 余 式 ~(z)， 
W 设 
jz 一 gz)g(CZ) 十 CZ3 十 Bz2 十 cr 十 如， (1) 
ШН g(z)= (=+1) (5—1) (2—0) (та), ЖФ о, и? 是 多 项 式 
Zz: 十 ZX 十 1 ИЛЛЕ. З z=1,z=—1,z=@,zr=a 代入 (1) 
式 , 并 注意 到 ==1, 得 
3=a+b+c+d, 
1=—a+b—c+d, 


0 一 4 十 poz 十 cow 十 df (2) 
0=а Боса + d 
解 (2) 得 : 
а=0,ф=с=4=1. Nr =z +r+1. | 
505. Ў 7Сх)›дСх) АСАКЕ, ЕПА FA 
条 件 : 


(zZ22—2)h(z)+ (z—1)f(z=)+ (z=—2)g(z)=0, (1) 
(22 — 2) 02) + (z+ 1)/(z)+ (z+ 2)g(=z)==0, (2) 
ШЕН: Сс), СВЕ 212—2 整除 . 
证 1 (2) — (1248. 
23 (х) +46 (2) = 0, 
f (z)—= —2g(z),g(x)| f (r). 
《2? 十 1) 得 
2(z2:—2)h(z)+2z[/(z)+ g(z)]=0, 
Г. С DA) = —z[f(z)+g(z)]=zzg(z=),Ëli 
(z'—2)|zg(z), (2—2, 0) =1, (х®—2)|и(х). 
X а(х) | fx), ВЕД Сх 2) |70). 
证 2 #х=/ 2 代入 (1)、(2), 得 
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Оа 


| (VID 2)+С/ 2 —2)g(V 2 )=0. 

NT IIO E Eg 2 e. 
Н.О Sg 2) 一 0 类 似 地 有 /(— V 2)=д(—\/ 2) 
=0. &(т*-2)|/(х),(\д* — 2) ЕС). 


=. 最 太公 因 式 

506. 什么 叫做 公 因 式 ? 

Б 如 果 才 项 式 pDr) 0 一 1 25) ,那么 称 p(xz) 是 
Р Ск), РС) 6 Ў, САХ 5 (5222). 

507. 什么 岂 做 最 大 公 因 式 ? 

答 С), Р (к) 66, Ў, С) (5222) p[ < Jr gA, й 
Ж.ОР{т] Кача ГА: 

DADE filr), Р у РСА; 

2) filr) fa) ,六 (z) 的 每 -一 公 因 式 全 是 dlz) 的 因 式 ， 
ЖА, а(х) Р Сх) РС) FAz) 的 一 个 最 大 公 因 式 ， 

508. 设 f(z),g(z)€ PLxj], 那 么 

1) АС) /Cr 和 8(Cz) 的 公 因 式 , 则 kA) (是 已 中 任 
意 非 零 常数 ) 也 是 f(z) 和 g(x) 的 公 因 式 ; 

D 没 d(z) 是 f(z) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 , 则 Rd(z) ADE 
是 f(z) 与 g(xz) 的 最 大 公 因 式 ， | 

3) 设 d, Cr) ,ds(zx) 痢 是 fz) 与 g(z) 的 最 大 公 因 式 , 则 d(x) 
=cd, (x), НФ c 为 常数 ; 

4) Ж FJ(z)1s(z), 则 jz) 是 Fr 与 gz) 的 最 大 公 因 式 . 

证 由 定义 可 证 ， 

509. WFS anA? 

答 首先 说 明 f(z),g(z) 中 至 少 有 一 个 是 砷 零 多 项 式 ,其 次 
表示 A(z) 与 g(z) 的 首 项 系数 为 1 的 那个 最 大 公办 式 ， 
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‚ Ж 只 设 多 项 式 o) або) Rš r КРОЛ М5 
f(z) 与 g(x) 的 全 部 最 大 公办 式 所 成 的 集合 , 则 
M= (k(f(z),g(>r))|#£2Z0,k€ Р) 
为 无 穷 集 . 
@ 4 f(a)=zg(xr)=0HfF,MI M= 10) NARE. 
@ 设 f(z)5j gr) APET О, R H HIO, gi) 
所 有 公 因 式 所 成 的 集合 , 则 Y об) ЄН. Н 
IADA) g(r)). 
由 此 ,最 大 公 因 式 也 可 称 为 最 高 公 因 式 . 
510. flzr),g(r)E P[z].g(z)2Z0,# P[z]i,2r 3 f(x) 
=q(m)g(xz)--r(xw),)BIO(/(z),g(z))=(g(xz),r(x)). 
证 f(x) 与 glx) 的 所 有 公 因 式 的 集合 记 为 M.I: gCz) У rlr) 
的 所 有 公 因 式 的 集合 记 为 Me ЖИЕ М,=М,. 因此 有 
(f(z),g(zy)= (g(z),r(z)). 
+ ШАВАНН СГС) ga КЕЕ В 510 Ж. 
© 由 此 还 可 知 , 求 最 大 公 因 式 不 会 因数 域 扩 大 而 改变 ， 
511. i /(т)=х*-Е4%—3х%*—Ах—1,&б\х)=хл°*'--л'—х— 
LRS glr) 
Е . 


一 也 Zz 十 六 zx? 十 xX 一 一 1 zH zr — 3r — 4r- 1 ka 
хх? х 
РОИ СИРО 5 
2z"— 37 сад. 
—2х*—2х | 
一 工 一 ] 


| ш 
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故 -Žr TE f(z),g(z) 的 一 个 最 大 公 因 式 

所 以 (f(z),g(z=))= x+ 1. 

512. 对 第 511 条 的 SCOM g(z), ERCE), ga 
F БИЖИ д ЛЕ ft YE 3 dE2E ИИ? 为 什么 ? 

答 可 以 . 这 不 会 改变 所 求 结果 ， 比 如 用 分 离 系 数 法 来 计算 
(Р(х) (з) Е: 


(flr) glz) =s =x=-+1. 
下 面 解释 为 什么 中 间 过 程 允 许 乘 非 零 常数 . 因为 若 
f(z)=q(z)g(z)+r(zx), 


则 可 证 
‹С/‹х).еО\х))=‹(Ауд(хж),гб\л))==(к(т),йг(т)) 
=(&;g(m),b,r(xz)), 
其 中 心 ,和 pa 有 天 0. 因此 允许 中 间 任 何 一 个 除 式 或 被 除 式 乘 以 
一 个 非 零 常 数 ,而 所 求 最 大 公 因 式 不 变 . 
513. 设 PLx] 中 有 5 个 多 项 式 满足 
d(z)=ws(z+)/(z)+v(z)g(=>z), (1) 
则 称 zz) 为 f(z) 与 (тән) МА, BE Z 
1) (f(z),g(7z)) 一 定 可 以 表 成 Сх) у вх) КН; 
”2) 当 (1) 式 成 立时 ,能 否 说 dz) 是 f(x) 与 g(z) 的 最 大 公 因 
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式 ? 
, 3) 车 (1) 式 成 立 , 再 有 20) |б) da) | f z), BB rit dC z) 
是 f(x) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 ? 
Ж 1) 断言 正确 . 
2) ХВЕ. Hj f(r)= x+ 1,g(z)=x—1l,o(z)=u(xz)= x, 
W zkz 十 1 十 rz(z 一 1) 一 2z2 一 dz) 而 dCz) 不 是 7Fz) 或 5Cz) 的 
因 式 . 1 
3) 可 以 . 由 dr) |f(x).d(zx)|le(r) 可 知 dlx) 是 f(z) 与 
g(x) 的 公 因 式 ; 其 次 Y glr) Є Plr], H ф(х) [f(x) ,p(x)|g(x)， 
A RORI A glr) 140), аСт) f(x) 与 gtzx) 的 最 大公 因 
A. 
514. 设 fart 2ta r area, glr) = та 
2х—2. Ж ulr) vla) tE | 
u(r)f(z)+o(z)g(z)—=(f(xz),g(m)). (1) 
解 算式 : 


”和 十 好 一 27 一 2 - | T 


— 22 


Ж Хх) = р(х) Ба 25, р(х) = (х1) С 25) 2—2, 
а%—2х=х(х%—2).А% 
(fGr),g(z))=x*—2 
=еє(т)—(х-+ 1)(х*—2х) 
=д(лх)—(т-+1)(/(х)—д(х)) 
=—(1+=)/f(z)+ (z+ 2)g(zx). 
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所 以 а(х) = –х--1.,00(х) х2. 

Ж 在 求 u(z)、v(z) 的 计算 过 程 中 , 除 式 各 被 除 式 不 要 乘 
以 非 零 常数 ， 

D 满足 (1) 式 的 x(r),v(z) 不 是 唯一 的 . 比如， 

d(z=)=[zg(z=)—(1+=zx)]f(z=)+[=z=+2—f(=)]eg (zx). 

515. ЩА ШИА, (х) =r H (&+ 6)r+4£+2 和 g(x) 
=r (242) 22 的 最 大 公 因 式 是 一 次 的 ? 并 求 出 这 时 的 最 大 
AAR. | 

#1 由 驾 转 相 除 法 知 : 

fGaz)=g(z)+ (4r+2Ë+2), 


в = |а a+) |(ёх++2#+-2)—--(#—1)(#—3). 


所 以 当天 一 1 或 k=3 时 ,了 f(z) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 是 一 次 
的 . 当 ==1 时, (Р(х), Ск) = +1; 34 3 В, (f(r),g(r)) 
一 民 十 2， 

解 2 gz) 一 (z 十 R)(Czr 十 2). 

(Р(х), (х) = х2 时 ,大 一 2) 一 4 一 2(8 十 6) 十 4 十 2 一 
0,0] 2=3; 

(Fir) glr) )=rHk В, С) = 2 АСЕ 6) +4242 
0, Mj k=1. 这 时 , (f(x),g(z)) 二 zx 十 1. 

516. ”如 果 多 项 式 a) =r Arru 与 多 项 式 
EDS Hir Hu 的 最 大 公 因 式 是 一 个 二 次 多 项 式 , 试 求 t,xu 的 
值 . 

Ж ”因为 f(x)=g(zx) 十 zx? 十 2x 十 wu， 
g(z)= (х4 2) (т +204) 404—2. —и) х4 3u— tu, 
而 /zy,sCz) 的 最 大 公 因 式 是 一 个 二 次 多 项 式 当 且 仅 当 


4 一 2 一 2 一 0，  (и=0 и=——2, 
кс. wa oa 
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517. 求 最 大 公 因 式 , 除 了 用 轰 转 相 除 法 外 ,是 否 还 有 其 它 方 
法 ? 
Б 某 些 多 项 式 还 可 以 用 因 式 分 解法 . 比如 ， 
JC) =ар (х) p (z) ps (z) glr) = Бру Ст) pa (z) p Cx), 
其 中 pi(z) 是 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 ,a,b 为 常数 ,a,B; 为 
FFER. S ri= min {а;›{%;} ; 则 
(fx) glr) = фу (х) р(х) bn (>), 


л. УЖ 

518. 什么 叫 两 个 多 项 式 互 素 ? 

答 PLz] 中 的 两 个 多 项 式 fO) g€z),35 (f(x) ,g(z))= 
1, 则 称 FCz) 与 gCz) 互 素 ， 

注 由 两 个 多 项 式 互 素 不 是 它们 无 公 因 式 , 面 是 只 有 非 零 常 
数 的 公 因 式 . R/O MARREN Mi ,最 大 公 因 式 集 为 
M: Ң.</[Хх»›,е(х))=1, М,=М,=Р—{0}. 

一 般 来 说 , 苦 (f(x),g(x)) 二 d(x) 关 1, 则 M, E. M, 的 真子 
Ж. 

D Ж жЖлїдЕ{&—®йҗд4# Жж. 
519. 1 (х), р(х) ЄР[= 1, (/(х),(х)) = 1 —— ##z 
ule) ole) € Plr] AE 
ибх) (=) +о(х) (к) =1. (1 
注 中 由) 式 还 有 : | 
(f(z),o(z))= (u(r),g(z))=(u(xz),oə(z))= 1. 

@ 设 c 为 非 零 常数 , 则 (c,f(r))==1, 其 中 f(z) 是 任意 多 项 
式 。. 
520. BSD jgh), (fir) gir))=1, M f(z)|A Ce). 
521. Ж“ Л\)|д\җх),// (ж) gelar НО (х), ftr))=1, 
则 Лс) fala) |g). 
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522. E f(r)jglx) (i 二 1,2,*…,n), 且 
СРС) fx) feri (z2))=1 (k=1,2,° 171), 
ША СЭ Ск) Р, Сх) gz). 
证 由 第 521 条 可 证 . 
523. (2) = (ra) (rma) e ea), 
а (2) = TON 0-б, ), 
Дф aapa sbo b, LARME roro srat tn 为 自然 
数 , 则 (Cr),gCz)) 一 上 | 
证 АЖ 517 RUNE. 
524. É AZz) 是 一 个 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 , 证 明 ， 
(f(z)h(z),g(z)h(z))=(f(xz),g(z))h(x). 
Ш 在 在 wtxr) 与 w(xz), 使 
u(r)f(z)--o(z)g(z2)= (f(z),g(=)). 
u(z)f(z)h(z=)+u(z)g(mz)h(z=)= (f(z),g(z))h(z). 
ВРС) glr) hlr Р(х)А (х) у g(z)h(z)8 — 12 . 
HED gD E) ВСР (z),g(z)>h(z)| f(ayhCz), 
同 理 , (АС), glah) lga). 由 第 513 条 3) 知 
FDA) gr = fr) g(=))h(m). 
Ж 若 h(z) 首 项 系数 不 等 于 1, 则 
(f(r)h(r),g(z)h(z=))=a(f(r),g(z))h(<x). 
其 中 < 为 ACz) 的 首 项 系数 的 倒数 . 
525. 设 f(z)=d(z)fi(z),g(>)=d(xz)g (z), B. /(х)& 
8 《 工 ) 不 全 为 零 , 证 明 :d(z) 是 f(zx),g(x) 的 一 个 最 大 公 因 式 寺 > 
Æl) g Cr) =l. ` 
证 必要 性 3 d(rz)Ë 0х), абс) ARKLAR RA 
多 项 式 ulr) ,v(x) 使 
f(z)u(r)--g(z)o(z)= (х), 
Bli 
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J. Cm)d(xz)u(z)j- g C>)d(=z)u(z)=d4d(x). 
H Fe ORERE а(х) 7-0, ЊН 
 fiGo)u(z)-+-gi(z)o(z)=1 fr) gr) 1. 
充分 性 ЖС (к), 000) 1, ШВ £ rhzü ule) vlr) AE 
Л Саиб) нЕ, (z=)u(z)=1 
两 边 同 乘 d(x), 有 : 
J(z)u(z)+ g(z)u(z)=d(m=). 
H 4С) Ж f(x) ,g(x) 的 一 个 公 因 式 知 dCzr) 是 f(z),g(x) 的 一 个 
最 大 公 因 式 
Ж 特别 地 , 当 (f (zx),g(x)) 二 w(x)f(z)} 十 vlz)g(x) 时 ,由 
上 面 的 证 明 过 程 知 
00у К” © ОТАССЕӘУ: 


526. 如 果 f(z)，g(T) 不 全 为 零 , 且 有 
u(z)f(z)+u(z)g(z)=(f(z),g(z)), 


| r J (=) 
证 明 :(x(z)yzCz)) 一 ] Hl G j 
证 由 第 525 条 的 注 可 知 


| Fe) g(x) | 
527. ER: RETO „стуу (бшу, Сз AREK Т 


零 , 就 可 选择 适合 等 式 

wr) f(T) Hor) gr) =f) gr) 的 ибх), vlr), tE 

т) f(r) 
Kutz) <a Сб, 7). Xole) <a i 
A f(z) &(т) 

证 Фл суруу E O Суса туу 

由 第 526 ZH (Aile), glr) =l, 从 而 存在 wlr), u (=), 使 
ulr) fi 0х) ао Сх) (ж) 1. (1) 

由 (1) 式 可 知 g(x) 不 能 整除 w(x), 刻 (zx) 不 能 整除 о (>). 于 是 


有 : 
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муб): у (z)g(r) tule) FEP otu Ск) 90е (z); (2) 

пуб) = fi LMA nD elr), EP elr AF Ск)). (3) 
将 (2)、(3) 式 代入 (1) 式 ,并 整理 得 

ибх) бх) toe (х) gr) tht) ДУ, (х) (х) = 1], (4) 
Ш KUDANDIA (аә) Ск) ). 
Hu gr I TA Се) Сг). 
HUH CRI ge БАС) =0. 代入 (4) 得 
== ибх) (с) оС) (х) 


байы fix) 
TUA Sg) 


FRE EFC). (OR, ШИЖ ЖИЕН И. 
528. 令 Fn ger) Г[т] EHA. i usbcd E P rh 
的 数 ,并 卫 ud 一 Bc 关 0. 证 明 ， 
(ах) бабе) „с Сг) 1 -арбт) = (f(r),g(r)). 
Р(х) аў (л) +bglr), fr)=cf Cr) Жав (х) (1) 
设 d(zy=(f(z).g(z)).W| 4С) 1 f(z).d(z) g(z). 由 (1) 式 有 
drd (С) а) foer). К ас ресто, ЩЩ (1588811: 


gix) > 
(х), gg) 


ral a лут 


4 b 
Р(х) =- 0) сре ЈС): (2) 


ёг) = Е (r) + = A (3) 
故 阁 及 CT) 是 (2 与 (x) 的 任 一 公 因 式 , 风 由 (2)、 《3) 两 式 必 有 
h(r)if(r).h(xz)|g(>). 所 以 А(л)|4(х). 而 dx) 是 (x) 与 
ЛС) ЦУ RAE A ИТ. К 
(af(r)+bg(zr),cf(z)+dg(z))=d(xz)= (f(r) gl). 
529. ikglr) CMD ЄР(а], МЕНЯ: (0), gar). 
那么 对 任意 AEP] EA: 
(Om)hCr),g(z))= (h(z),g(z)). 
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证 Еа) € РЇ т], unD fird tolga, 
ЖЮ ВЯ: АС) 50, ПЯ 
ибх) rh г) тоба) р rh) = ). (1) 
设 d4(z)=(f(z)h(r),gCr)). d(r)|f(z)h(z),d2(=)lg(x). 
НО Яаг) АС). 
HRY й) фс) Габл) рб) 1А Cry, A ФО) |7 Са)А (х), 从 而 
ф(х) ldir) ВИЧ 4(х)= (h(z),g(=z)). 
‚4 А02) = 0 BF, iie BIRO. 
530. 109: (/ (х),иб(т)А(д))=]1‹==»,(/(х).ши(\л)) = lI 
Hiir) hlr) =l. 
证 必要 性 Hird gth) А 
иб) (х) (х) girdhlr) =l. 
FE Сх) ,дОх))= 1. ‹(/(х),Аб\л))==1. 
充分 性 (Ак), бл))=1 er) hlr) = 1, 
а(х) 0х) об т) р(х) = 1.4 (к) Ск) А-а, Ст)А( ж) = 1. 
两 式 相 乘 得 : 
Рх) [а Сх )а (2)7/(z)+u(z)o Се) (х) и Cr)oCr)g(zr)] 
ау" | + Со Се) lrg Cr h(tr) = 1. 
n ((rz),g(z)hCe))= 1. 
531. ЕНН: Лх) 7, (к), (к) еу Сх) gre „бл )) = 1 
«=>®(/(ж).д,\х))=—=1,г=1.2,з,пу]=51,2,9б,т. 
证 ”必要 性 ”由 假设 .存在 (Cx) .wtxr) 合 | 
1 sulfide f. С) vr er) e, Cr)] 
=f Ск) ulr) Ў Ск) fi (с) Ў Сх) f. (r) ] 
+g, (х) vr д (г) (л) у уб л) g, 
(ғ) ], 
ЖШС Ce) sg, C) = 1. ЮН г.у ИЧ EEEE HE 
充分 性 СЛ С) (a) 1, СА Се), а: Ск) = 1, ЕН Ж 


\ 
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530 ЖЖ:(Лу(ж,ву(х)@;(х))+=1›,[Н (у(х), ез\х))=1,Щ Ф 
530 Ж(Л,\л),д(л?ш,(х)ду(\х))=1. 继续 下 去 可 得 : 
(Р(х) gr) Em (z))=1. 

令 р(х) = р(х). Сх), АНЕС f, (ж), (х))==!. 类 似 地 ,可 
证 (f(r),g(x)) 二 1. H 3 530 07,05) /,(т).е(х>))=1. 继续 
ТЕ, АИВ СР, (0 Ў, (z) fa) glr))=1, В 

(Рк) far) g(r) ga rT)) =1. 

532. (f"(z=),g"(z))= 1<&— (f (z).,g(z))=1. HP n,m 
为 自然 数 . | 

证 此 有 即 为 第 531 条 的 特例 . 

533. (f(z),g(z))=1 充 要 条 件 是 (f(x), ftg = 


证 由 第 528 条 立即 可 得 (f(x ,g(x)) 二 (f(r) ,了 f(z) 十 
g(r)). 

Ж 也 有 (g(r) ,f(x) 十 g(x)) 二 1. 

534. RSen E Pir] HEHM ; 
(f(z)g(z),f(z>)+g(z=))=1<—— (/(z),g(=z))=1. 

证 必要 性 £ C(/f(z)g(xz),f(z)+g(=z))=1,MJ;H Ж 530 
条 有 : (f(z),f(z)+g(z))=1,fBH HR 528 条 可 得 (f(x),g(x)) 
= (7602), rr) 十 ECz)) 所 以 (f(z),g(z))=1- 

充分 性 若 (f(x),g(x)) 二 1, 则 由 第 533 条 有 

(f(z);f(z)+g(z))=1 K (g(z),f(z)+g(z))=1. 

LEZ 531 条 得 (f(r)g(r),f(r) 二 g(r))=1. 

535. 证明 :如 (f(z),g(z)) 二 1, 那 么 对 任意 正 整 数 m, A 

(Р(х) ,g(z"))= 1. 
证 FE ulr) ,vtx) 使 
fr)u lr) g(m)u(z)=1. (1) 

ТЕС) т” RA, Saule") t g(z”)yu(z")=1. | 
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所 以 (Fam), giz”))=l. 
536. 证 明 : 对 于 任意 正 整数 ”都 有 
‹(/(т),е(т))"=‹(/"(лт),д"\х)). 
证 1 EAE) ag DRAR, N 
Faleg DENR. &(f(z),g(z=))= а(х), 4(z)2Z0, М 
С _. 
(25:52595) =1. 故 对 于 任意 正 整 数 n. A 
Fer) CG) у. 
(005260650) =1, 
于 是 有 


fr (=) 


иб) сту 506005 к, 


d" (z) 
ВП ж(х)/"(х)-+-ъ(л®л)р"(т)=4"(т). 

ас РС dD eE di) РС) d" la) lg" lr). 
因此 PoE FO S g"(zx) 的 首 项 系数 为 1 的 最 大 公 因 式 , 从 而 
кө 


=], 


Fir) geir =d (=f(r), g(r))". 
证 2 iZ(/(z=),z(z2))=d(z),H f(z)=d(x)f,(z),g(z)= 
diag (х) СС) g(r))=1. 
H Ж 532 条 知 : Grasa" X. 
РС) = р(х) a) g a Sg lad (r), 
于 是 由 第 524 条 ,有 
(f'(z),g"'(z=))=(Jfi'(z)d"(z),g'"'(z)d"(=)) 
=(f lr) g (rd"(r) 
=d" (х) = (f(z),g(x=))"'. 
537. 设 f(x),g(x) 为 有 理 系数 多 项 式 , (f(x),g(x))==1， 
Н. 
Ф х) = (х5-- 1) 0) + (z:— 2-z—1)g(=), 
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ф(л) = (а 1) 0х) Б (z22—z)g (z). 
Rpr) plr). 
解 5402) = (@(xz),2(>z)). 由 题 设 , 有 
g(z=)=(z=—1)[L(z22+4-r+1)f(z)- Hga], (1) 
¿#(z=)=(xz=—1)[(z=+1)/(>z)-Fzg(z)]=(z—1)h(z), (2) 
其 中 
А(т)=(х-+Е1)/(т)-++х@Сх)=х[ /zr) i g(r) Fr), (3) 
HA), 2) dz) 一 (Cr 一 1)ckz) ,而 d(x) leer), Е 
Cr— 104, (х) | С 1Cr), ВЕ 2 (х) lAl). 
(1) хх (2) 得 
i 
H d(z)|e@(>)—z@(zr), а, (z) | f(z) + g(z). 由 (3) 式 知 
diiri fay Ма, Ск) | СС, Ск) + g(z)). 
ВСС), О) Hga) = agla) =l, Ak d (к) = 1. Вр 
(plr) plr =z l. | 
538. Ў р(х) = р(х) lr) (221), (pir) д. (х))=1. 证 
明 ; 对 任意 多 项 式 f(z), 有 
fx)_ rlr) Aa) 
g(z) P P Og GS 
HF rir) =0 E IrL a) Л\(\х›ЖЖ— йз. 
证 1) 205) | fr) io A= panD f(r), 则 
fix) о filr) 


Ea P p eo 


即 等 式 成 立 . 
2) PDN (хх), В (к) = рех) (х) (к), Ж Yr (x)) 
<Ә(р(х)). 
КСРС) gar) =l ЕЎ ulr) uir) A 
u(m)p(z)+-—(Cr)gi(z)—= 1. 
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гу Ge)= r (z)u(z)p(z)+>((z)u(m)g (z). H p(z)iEri(z)u (x), 
令 r.(z)u(z=)=q(zr)p(=)+r(zx),Jk£k 2(r(z)< (p C>)), BE Z, 
! C fGDO=pC)(q(z)-riGe)u(z)-q(z)g/(z)3-Lr(z)g (z). 
记 /f,Cz)=gq (z2)+r,(r)u(z)+-q(=m)gi Cr), В 
Гбх) = fiCz)p(z)+r(x)g) le). 
š: х) (х) (х) f(r) 

MU RO On A On 
539. AESA aDSL G), т< ЕДЖ I 
acrCz)y<anzyy azyy<aCPCz)) 的 两 个 和 多项式, 证 明 -; 存 
在 一 个 多 项 式 gr), ERU Л ВК т (z)、 除 以 户 (z) 得 余 

R rlr). 
证 ilr). fi) =1, B) FE ul), vir), i 
u(rz)f,(z=)+>(xz)f,(z)=1. 
r (ху=ту(л)и(т) /,(т)-Ег\у(т)®(т)/,(ж), 
(х) ==, (z) (z) fi(z)+-r,Cz)o (z) f, (z). 
设 所 求 多 项 式 为 glr), F 
а(х) = (z=)q, (z) trir) 
=f (ж) [4 (z) +-ri(z=)u (z) ]-r, (е) бх) fil). 
вх) = ў, (х)ф бал) тб) _ | 
= Ў, (х) [9 r) Бе, (rv (х) |+, (х) (z) f, (z) 
其 中 qi(zx) ,gz(z) 为 待定 多 项 式 ,但 是 
Рб) (z) tr (z=)= fa Сх) (х) Бе Сх) <> 
Р Сх) Га Cx) tr ru Cr) tr v(x) fr) 
= f,(xz)[q (z) +r,(z)u(z)]+r,(z)u(z)f,(=) 
<= f,(z)[ri(z=)u(z=)+q((z=)—r,(z)u (x) ] 
= f,Cz)[r; Cz)o(z)+q I (z)—=,(z)o(>)], 
WR а, (х) =, (х) (к) — ғ (rulz), 


а(х) = ғ (z)u(z)—r=,(z)ə( (x), 
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即 У, (х), (z) к (0) =, (к), (z) tra). k 
(х) = Р(х), (х) (г) 
即 可 ， 

540. 设 zx) 沽 0,h(z) 是 任意 多 项 式 , 证 明 ; 旭 果 了 (xr) 与 
EDER, БАЮ (7/(т),т\т)Ё(х))==(/(х),А\х)). ËJ. Z Ex 
否 成 并 ? 

证 CSC Ald (л), W dD Fd АС). + 
Ж 4(х)|к(х)А(т),ЕТЬ d(x) 是 f(z) 与 gCz)h(z) 的 公 因 式 . 

对 于 f(x) 与 g(x)h(zx) 的 任 一 公 因 式 gr) ,由 (f(x),g(z)) 
二 1 从 而 可 得 (g(x) glr) =1, ИЦ ф(х) |ñ (z), 从 而 Ф(т)|4 
(х), 4(т)=‹(/(х),(х)А(хт)). 

反之 不 成 立 . 比如 : 当 jz) 一 g(Cr) 一 上 (z) 一 z 十 1 时 ， 
((z),g(z2)h(z=))=zr+1=(/(zy,h(z=)),WLCfOz).g(z))—= z+ 
151. 

541. 设 f(x),g(zr) 是 两 个 非 零 多 项 式 ,证 明 ; 若 对 任 一 多 
MA h(z), HB f(x)1g(x)h(zx) 都 可 得 到 (х) АС), ШЕН. 
{f(r),g(r))=1. | 

证 用 反 证 法 . 设 (f(x),g(z))==d(zx), 且 2(4(х));>0, 
f(z)=d(z)f(z),g(z)=d(z)g (z), "Н AA ANCLAS). 
+ Ж g(z)fi(z=)=g,(z=)f(z),f(z=)|g(z)f,(z). 但 是 /(х)ЖЁЕ 
整除 方 (z) ,与 题 设 矛盾 . 故 (f(x),g(z))==1. 

542. 若 对 任 -- 多 项 式 hz), /(т)|А(х), д0) lAl), EE 
可 得 到 0х) Ст) jka) WEC) ,g(r))=1. 

证 用 肥 证 法 . 设 (f(z),g(r))=d(x), 目 Xdi) >o, й 
fz)=d(r) f(z) gtr)=dlr)g(r) ,其 中 ANDAF), 
于 是 (х) |205) 7 (х). X а(х) а(х), (к), Ы f (=)g (z) É: 
gix) filr), УВЕ. 

543. WER: Gr) gir) 1 RHEE AE hlar), 
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ТЕ sC) (z) ,使 f(z)s(zy)y4+ g(z)t(z)=hàh(rxz). 
证 充分 性 取 Az) 一 1,* 由 充分 性 题 设 ,所 以 
(f(z),g€@a))=1. 
必要 性 Ela), g))=1, NE u(r) vlr), і 
Jf(z)uae(z)+ g(z)wu(z)=1 
故 对 于 任意 多 项 式 ka), A 
5*л)==иб(хл)Ё(\хт),ї(\х)=ъ@(хт)Ёһ(Оу). 
使 
/f(z)s(z=)+g(z)t(z=)=Nh(x). 
544. 设 f(z) 和 g(x) 是 两 个 非 零 多 项 式 , 证 明 : f(x) 与 
gr) RE Ж 5 FEANEN h(x),&(z) 满 足 ， 
Jf(z)h(z)+ g(z)Ë(=z)=0. (1) 
其 中 OKADAR) OKKES a). 
证 充分 性 REOR MO 
J(mw)h(z=)= g(xz)[ —Ё(х)]. 
于 是 вх) | 7 DA) E (z=),g(z))=1,BEZ а(х) |А(х) X £ 
0=<2(h(z=))<a(g(z))3F]8 . Nk f(z),g(z)) 1. 
必要 性 £ (z), g(z)AS Н.Ж. 
(fGz),g(z))=d(z),ə(4(z))>0. 


s u= gG) роу ft 


ОА (х))<<Ә(е(лх)).0<59(Ё#(х))<09( /(х)). 
HE /(z)h(z)+g(=z=)k(z=)=0. 
545. 设 7,00) = ха, G= 1,2," n) HP asar a № 
HARRAREN, ЖОЛ, (ж), Ў Се), 7,09). 
# BA), 5 С) = L FA (О), 6, fale) 1. 
546. ЕВС, (z), 7,0),  f;(z))2 
Ж ERC), 7, (0) =, (х). 4, ( х), fala = 
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diir), X HERE FE Rh dpal) s 7, (х) = dpa Cr) (4, 
(х), Ў, Cr) а, Сс) а, Са) = СРС), fala) f,Gz)). 
547. 证 明 : 如 果 用 (xz) ,folz),…,f,-1(z) 的 最 大 公 因 式 存 
在 ,那么 Alr) filr) f(x) 了 f(x) 的 最 大 公 因 式 也 存在 , 且 
(fz), fr) FTF Cr ,fr)), ACSA 
(1) 
再 利用 上 式 证 明 ,存在 多 项 式 zi(z),xe(z)v u Cr), f 
ш (х) (к) + и, Сх) 0х) = Ср, (а) 666, fia) 0) 
证 Ф402) = (7,0), Р, (х) flr). ВФ 2 C) 5 
/,Сх)Ё% t ЖЩ э {ЕЛЕ N НАЦ аа) = (d Xz=),f,Cz)). 由 
T a(z)|7/ Cz)8d4(xz)]|d2 Cr), {Н ак) | /,(х),(т=1,+.5—1)&% 
d(z)| fCr)y il s. 
¥ or) f(r i=l s, Д, ФС) dr) 和 ФС) | Р.С), JA 
而 @x)|d(z). 由 此 得 证 dz) 一 (CCz)， Ў, Ску), (С) 
D 
用 数学 归纳 法 证 明 (2) 式 . 当 s=2 时 结论 显然 成 立 . 归纳 假 
设 对 s 一 1 АЎ, ДЕ о (г) 《2 二 1,2,…s5 一 1), 有 
а(х) = (х) х) о, rf Czr) (3) 
再 讨论 时 ,由 dtz) 的 定义 ,存在 ulr), vle), {E 
d(z)=u(z)d,(z)+ (=) fa) | 
= и (х) Гал ба) а) Б +u, (х), i (z) + (z) 7, (х) 
=u lr) fiir) u(r f(r), 
НН р(х) =иб(т)т, (z) G=1,-,s—1).,u,(z)=x=ú(x). 
Ж 求 Cf1《x),…,f,(x)) 与 颗 序 无 关 . BB f, Са), С). 
у ЛС), Ра) ,f(z) 的 任 一 排列 , 则 可 先 求 d(x)= С, (т), 
fa DR dala) = (f, (x) ,dz)) ,sd (r)=(d,1(7), 


fi (х)). Га 


四 н I 271 


4,02) = (Сх), fr) f ED = (i (z), fi (к) ss, fi Cz)). 

548. (0), 7,00), (Xx)) 二 1 表示 什么 ? 

答 (Ла), /„(ж))==1 首先 表明 fir), ,f(z) 不 全 为 
零 ,其 次 表明 它们 仅 有 非 零 常数 的 公 因 式 . 

+ 由 第 547 Ж, 240,00, --, Ў, (6) = 时 ,存在 а (х), 
Сх), и Сх) 5 (х) + Би, (х) Ў, 0х) =1. - 

549. ДАС С), ,/„Сх))=1<=> С /,(х),/у(ж))==1, ` 
Éji j=l sn”. 是 否 成 立 ? 

答 PRZ. 比如 : 

Л\,(ш)=‹(®—1)(х—2),/»(ж)==(х—2)(х—3), 
Р(х) = (ж--3) (2—1), 
则 | 

СР, Сх), (ж), f.(z))=1,fB(f;(zr), AEEA RET? 

550. 1) # /£(z),f,(z)€ EAC f(r)}, 有 
lE), ба) 1, С (z), ба), A 

2) 车 Gr) f. DES E) f(r), 有 CF Сау 
fi ED) =1, СА С), fala) =l. 

证 1) 由 第 547 RARAC ADEFE , 
MAERED ADF EAE AaS Н (1, 
Flad) =1 Nl: CCz) , f.,(z))=1. 

2) 先 求 Cfi Сх), fi D= Ad, Aala, Eh, 
i) ,所 以 CACz) f,(z))=1. 

+ ”两 两 互 素 可 以 得 到 全 体 互 素 ,全 体 互 素 不 一 定 两 两 互 
Ж. | 

551. ШЕН]. 

1) (Ах), f, Cr) , Ў, Ск), f (ж)? 

= (С (к), fale) ) СР, Ск), fx))). 
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2) (fi (xz) gC) СР, Cr), glr) 
= (Р (е) 7, (х), figla) g (т) falx) g Lrg (22). 
证 1) £ d(a)= (f,(z),f,(z),f,(m=),f,Cz)),d (=) 
= (fila), fal) sda (z) = (f,(z),f.(z)). 下 证 d(z)= (d(x), 
d,(x)). 
因为 dx) f(x) ,dr) flr) ,dlr) | f(r) ,dr) | f. Cz) ,所 
М d(z)|a,(z),d(z) ld,tr). | 
其 次 ， 设 oz) 是 d(x) 与 dstz) 的 公 因 式 , 则 Aa) 1fi(z)， 
ALIS) Arj (х), ф(х) | f (х), JA T ф(х) |4 (>). 所 以 
а(х) == (а(х) ,а,(х)). 
2) М1 10204,02) = (7,05), g.(z)), G=1,2), MW BE 
4, (х)а, (х) Ў, (х) Ў, (л), (ях): (х). (х) Ў, (х) р(х) въ (z) 
的 一 个 首 项 系数 是 1 的 公 因 式 , 且 有 к, Cr). (z), (z),u (z) € 
P[zj, 使 
Filou (х) tHg (z) (ж) =4, (z), 
Ў, (zu, (z) +2 (х), (zr) =2,(x). 
Fix) fı Cadu lru (z) + fi (z=)g; lru rv (z) 
+gi(z)f,(z)uX(z)u, (х) tg (rg (=), Cr)u, (z) 
=4,Cx)d2, (z). 
又 设 wz) 是 4 个 多 项 式 
Ла), Сх), f Сх) (а) ву ба) Р, (х) р (х) (к) 
的 任 一 公 因 式 , 则 由 上 式 知 有 
фОх)\4у(х)4„(х). 
则 (f, (х),в\(х))(/»(х),& ;(х))=4\Сх)4д,(т) 
= (Сх) Ск), А (ж): (х) g fakr), gir) g(r)). 
2) 证 2 Blr) gr) =h Йн 1) АЖ 524 条 有 : 
С Сх) Р (л), Р, Ск) аъ (z) ,g ad flt) sgi dgl) 
= СС С) Сә Се) в бх)), (g(r) %С(х),еу\х)е,(х))) 


ti~ 
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= (С, (х) Сх) filr), СР Сх) sglr) kagi (z)) 
==(ЛА\(шж)А(х),ву(\хҗ)В(\х))==(/,(ж),жу\т))Ёй\т) 
=(Jf,(z),g,(z))(f,(z),g;(=z)). 
ЖН RAC) ken (z) ЖЕТТ ЖЫ 1 的 多 项 式 . 
Ж ”类 似 可 证 : 
CFfiCxr)s fox) ,f(T)) 
= (0 С), 06, Ск) ), (fa (r), Ў, (009). 
此 处 1<2А<л--1. 
552. RA), faar) fz) RE $e b PP 上 的 非 零 多 项 式 . 证 
ВЯ. С), Salt) JC MAM Н.Ж 0 Е u(z),u(zr),z (z) € P 
Lr], tË 
. и\т)/,(тх)//»(ж)-Ко(т) Р, Сх) Salt wledd Р, (к) =l. 
(1) 
证 充分 性 由 (1) 得 
Гис), (х) + vr Р, Сх) fi (х) Гоо (е) Р, Ст) ] 7,02) =1, 
Вр СА, Сх) fa(z))=1. 完全 类 似 可 得 
СР Ск), f,Cz))=1,(f,(z),f,(z))=1. 
必要 性 AAD Aa =a, 5. (0) 得 (f(x)， 
Sala) fx) )= 1, PFE alr), blo E Р[=],# 


a(z)fi(m) +b(z)f,G:)f,Cz)= 1. (1) 
Xlr) f= BFE 5С) ssa) € P[z], tE 
rer) fL) tsir) filr) =. (2) 
因此 ,由 (1)、(2) 可 得 


a(xz=)r(z=)f(z#)f,(z=)+aUC(gr)ys(+))f,Cz) f(x) 
Hirer) Р, (х) +50) 7, rx) or) Р, 0х) f(r)=1. 
W а(х) =а(х) (х) vr а(х) ( х) ебх) = |0) Ў, (х) 
+505) 0х) 100), ИҢ 
ula) (х) Ў (с) to rf Са) Р rt wr fr р, (к) =1. 
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553. ER: gD |), glr) fa) К нт 为 一 自 
然 数 . 
证 充分 性 显然 . 
必要 性 4 gm(z)=0Hf, f"(>)=0, 由 此 易 得 f(r)= g(r) 
= 0. Ж g"(z)|f"”(z X, AT g(z)| f(x). 
`4 6" (2) 30 时 ,g(r) 关 0. 因此 , (g (z), f (z))= d(xz)= 0. 
S р(х) = g,(z=)d(z),f(z)= ў, (х) а(х), Се (z), f, (z))= 
Е 
КОШ. а(х) РС), В CS gda), ЖЕ Сх) 
а" (х) = вт (х) 4" (х) (х), W d" (z) O, Ж fr (Е) = 
Ет бх)9(х), РДЫ gi бх) | fr (z). 
{Н С, Ск), gi Cr) =1, МП в (х) (762), 如 此 继续 下 去 ， 
后 可 得 азба Са), В Л Ск) = Ce) С), FE 
х) = fiCz)d(z)= рубах) (х) (т) = (ж) ir). 
Ў gir) fir). 
554. Ü P.F ETH, Н PC F. ЖЖ PL[z] 中 ,有 
CCz),g(Cz)) 一 1, 则 在 FEz] 中 ,也 有 CFCz),g(Cz)) 一 1 
证 由 第 510 条 的 注 四 即 知 ， 
555. 设 (f(r) ,g(x)) 二 1,i.j 二 1,2. 证 明 
(Л,\ж)ау\х)›%(х)р;\т))=(/,(тх), flr) le (х), ga). 
证 Сх), fard =d (х), (в.б) ,g(r)) =, Ск). M 
H dir) |f: Cr) sdi (х) |g: (2)4Ẹ дАү\х)4,\х)|/Хх)&,(х),г=1.2, 
RI did (OE Ange la) Ў, (хәр nW АХ. 
由 dlr), d z) ХЖ 
ибх (z) (а) а, (x) (1) 
u, (z)g (х) +2, (х) р(х) =, (ж) (2) 
HARCA Р, (к) glag) = 1,8 
ua TDS (я) Р, (х) о (х) 5 (я) (х) =1. (3) 
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由 (1)、 (2)、(3) 式 可 知 :d Cr)ds(z) 是 多 项 式 f, Gr) 5.00) 5 
f(z)gs(z) 的 一 个 组 合 , 故 d(x)dslzx) 是 f,(z)g; (z), 
Ра) онак. FERN d(xz)q;(x) 的 首 项 系数 为 
1 , 即 得 欲 证 之 等 式 

556 什么 叫 公 倍 式 ? 什么 叫 最 小 公 售 式 ? 

Ж DWR |h) ,i 二 1,2,… ,s,s 这 2, 那么 称 有 tr) 是 
Jila), Са) ,f(z) 的 一 个 公 倍 式 . 

2) E m(z) 满 足以 下 条 件 : 

1° mir) E fia), fale) (rz) 的 一 个 公 倍 式 ; 

2° m(z)Ë C7) ,fi(r),…, 了 f(x) 的 任 一 公 倍 式 的 因 式 , 那 
么 称 m(z) 是 filr) ,f(z) f(z) 的 一 个 最 小 公信 式 . 

Ж .由 最 小 公 倍 式 不 是 唯一 的 ,因为 m(x) 是 最 小 公 倍 式 , 则 
cm(X) 也 是 (ec 关 0)， | | 

D 常用 记号 LA (z), 00), 5, о) KOR s TERRE 
项 系数 为 1 的 那个 最 小 公 倍 式 . | 

557. 1) 设 f(z)=zg(z=)=0, 则 f(x)，g(zx) 的 最 小 公信 式 
为 0. | 
2) 当 f G), g (z) К ЕЯ, f (z), g Ca) 8 ЛКК. 


ЭЕ тс AER. | 

证 1) 由 定义 可 证 ， | 

2) 当 f(z),g(z) 不 全 为 零 时 ,dlz) 二 (f(x),g(x)) 关 0, 19 
Рб) = 40) (х) gla) =d lrg a) WC Сх) g Ca). 


5 miry RED y СР ETAST 


所 以 SOD mæ) Ст) |т(х). WMR ROE Сх) eoo НЕ 
ЛА АС) = Рх) Ў, (х) рб) в, (х), М dS Dala) 
=4(х) 6 (х) 6.00), d(z)260,8k fid) 7, Се) == р(х), (х), FF 
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P) Р Се) а Сх) (z). Bir) sga) RAE f, Ск) lga). 
FÆ, (х) (2) |е (х) (х), H т (х) (АС). ЯШ m (xz) EL 
Р(х) во) ТВАЕ. 

558 设 多 项 式 f(z) == + 3r+2,g(z)=x2+x—2, ж 
[/(“т).е(хт)У]. 

Жі НЕННЕ 39 f(z),g(xz) 的 一 个 最 大 公 因 式 是 
21+4, Ы (Се), в(х)) = ло 2. Ë 


wga) _ Е 
СРС сту туу tD ata 1). 


#2 Вла) = (z+2)(z+1),g(z)=(z+2)(r—1),BFf 
М(х), gir) ]= (z+ 2)(=+ 1)(xz—1). 
Ж Ú f,Gz), f, же. Н 
УА р Суу (a) pi (ж), = 1,2, әп, 
其 中 pj;(z) 为 不 可 约 多 项 式 ,a 为 非 负 整 数 ,A; 为 常数 . 令 8,= 
MAX {Mraza 07); 则 
[А С), Ў, 0х), У, С) = р(х) р(х) рё (z). 
559. ЕВ. Сх), oO]. 


。 А _ Fg) _ Pegle) 
证 70.6 TR) a TOO 


[T Loga T Ө 
58] =[/(х),е(т) |". 
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560. 什么 叫做 数 域 P 上 的 不 可 约 多 项 式 ? 什么 叫做 可 约 多 
项 式 ? 

TO Р ERES. 的 多 项 式 f(zx) 称 为 数 域 P 上 的 不 可 
约 多 项 式 ,如 果 它 不 能 表 成 数 域 P 上 的 两 个 次 数 比 f(x) 低 的 多 
项 式 的 乘积 . 否则 ,就 称 为 可 约 多 项 式 . 

561. 一 个 多 项 式 是 否 可 约 依赖 于 系数 域 吗 ? 
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E zr: 十 1 是 实数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 ,但 不 是 复数 域 上 的 
不 可 约 多 项 式 . 此 即 表 明 ;一 个 多 项 式 是 否 可 约 依赖 于 系数 域 ， 

5622 ”不 可 约 多 项 式 p(xzx) 与 任 一 多 项 式 f(x) 之 间 只 能 有 两 
种 关系 :或 者 р(х) | (т), REC), fas. 

563. ШЖ p(x) 是 不 可 约 多 项 式 , 那 么 对 于 任意 的 两 个 多 项 
A Ja), g), Н plz)|f(xz)g (zx) 一 定 能 推出 рс) ГС) Ф 
р(х) [glr). 

564. 如果 不 可 约 多 项 式 рО Ў, Ск) f(r)…,f,(z) , 
中 :之 2, 那 么 p(x) 至 少 可 以 整除 这 些 多 项 式 中 的 一 个 - 

565. 因 式 分 解 叭 一 性 定理 КЪЫР 上 每 一 个 次 数 之 1 的 多 
项 式 f(z) 都 可 唯一 地 分 解 成 数 域 P 上 一 些 不 可 约 多 项 式 的 乘 
m. 

566. ”什么 叫做 多 项 式 的 标准 分 解 式 ? 

EO 数 域 PP 上 的 次 数 之 1 的 多 项 式 f(x) 的 分 解 式 : 

J(z)=ap (х) pr læ) ep (z) 
叫做 f(x) 在 数 域 P ЕЙЕЛ Жз. НР а 是 fCz) 的 首 项 系数 ， 
pi(z) 为 首 项 系数 是 1 的 不 可 约 多 项 式 , 而 rurar, 都 是 正 整 
数 .， 
567. 什么 叫做 多 项 式 f(x) 的 BAR? 
管 ” 如 果 不 可 约 多 项 式 ptz) 满 足下 列 条 件 : 
PCDI SC) AE PTEN YC). 
那么 称 р(х) 8 f(z)6 k EAR. 

568. FARER С) а," На, а" Harta 
的 微 商 和 高 阶 微 商 ? 

答 fD Sam а, (п 102724 фа, 称 为 多 项 式 
J Сс) {ЖЕН sk 1 阶 微 商 ; f(z) 的 微 商 产 (z) 称 为 f(x) 的 2 阶 微 
ВТ СЕВО СВК РОВ з 阶 微 商 ;等 等 , rz) 的 天 阶 
微 商 记 作 SP (z). 
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Ж 一 个 次 多 项 式 的 微 商 是 ~ 个 n 一 1 ЖЩ; л BT 
微 商 是 一 个 常数 ; 它 的 x 十 1 阶 微 商 等 于 零 . Е 

569 关于 多 项 式 的 徽 商 有 下 列 基 本 公式 ， 

(f(z)y+g(xz))' = f (х) р (Z); 
(cf(z))'=cf' (х); 
(f(r)g(xz=))'= Р (х) 0х) + f(z)g' (z); 
(Р(х) ) =m х) Р (z), 

570. 如 果 不 可 约 多 项 式 p(x) 是 РС) k RARD, 
则 它 是 微 商 f(x) 的 一 1 重 因 式 . | 

571. 如 果 不 可 约 多 项 式 plz) 是 SOH # RAR), 
那么 DDE РС), 7 Ск) 0, РОО СОВУН АНЖЕ Р (ә) 
5. 

572. 不 可 约 多 项 式 p(x) 是 六 z) 的 重 因 式 的 充 要 条 件 是 
PIDIO FOARA, B ADSI, f (z). 

Ж 由 此 可 见 Ус) Е, AES PCz)) 的 因 式 
中 去 找 . 

573. 多 项 式 大 xz) 没有 重 因 式 的 充 要 条 件 是 oO F C) 
HR. 

574 ШЖ f(z) 是 一 个 次 数 大 于 或 等 于 1 的 多 项 式 , 那 么 多 
项 式 Tyt 才 他 czy5 是 一 个 没有 重 因 式 的 多 项 式 ,但 它 与 f(x) 有 
完全 相同 的 不 可 约 六 式 ， 

575. WR А, (z) =f(z=)+g(z),bh,(z)= f(z)g(z), КА 

h (а) = (а) + д(а),А, (а) = f(a)g(a). 

576. 用 一 次 多 项 式 x 一 a 去 除 多 项 式 f(x), 所 得 的 余 式 是 
常数 f(a). | 

577 代数 基本 定理 SA K23Z1 的 复 系数 多 项 式 在 复数 
域 中 有 一 根 . 
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这 个 定理 还 可 以 等 价 地 叙述 为 | 

每 个 次 数 之 1 的 复 系 数 多 项 式 ,在 复数 域 上 一 定 有 一 个 一 次 
因 式 . 

578. 每 个 次 数 之 1 的 复 系数 多 项 式 f(z) 在 复数 域 上 都 可 
以 唯一 地 分 解 为 一 灾 因 式 的 乘积 ， 

579. 如果 a 是 实 系数 多 项 式 f(x) 的 -个 复 根 ,那么 a 也 是 
f(z) 的 一 个 根 . 

Ж 外 实 系 数 多 项 式 的 复 根 成 对 出 现 ， 

D 奇 次 实 系数 多 项 式 至 少 有 一 个 实 根 . 

580 每 个 次 数 之 1 的 实 系 数 多 项 式 在 实数 域 上 可 以 唯一 地 
分 解 成 一 次 因 式 与 二 次 不 可 约 因 式 的 乘积 . 

581. 什么 叫做 本 类 多 项 式 ? 

E ”如果 一 个 非 零 的 整 系数 多 项 式 

g(z)—b,z"+ b, 2" l+ +b,z+ b, 
B) ЖАЙ Ь.Б, 1,7,6, 是 互 素 的 ,那么 称 g(x) 是 一 个 本 原 多 项 
A. 
582. 两 个 本 原 多 项 式 的 乘积 还 是 一 个 本 原 多 项 式 ， 
583. 如果 一 个 非 零 的 整 系数 多 项 式 能 够 分 解 成 两 个 次 数 较 
低 的 有 理 系 数 多 项 式 的 胶 积 ,那么 它 一 定 能 分 解 成 两 个 次 数 较 低 
的 整 系数 多 项 式 的 乘积 ， | 

584. 设 f(r)vg(z) 是 整 系数 和 多项式, 且 g(x}) 是 本 原 的 ,如 
Ж f(z)==g(r)h(tzx), 其 中 h(xz) 是 有 理 系数 多 项 式 , 那 么 ,h(xr) 一 
定 是 整 系数 多 项 式 . 

证 ” 依 题 意 可 设 f(z)=af, lr), hl) =, lr) AP fila), 
hi(z) 都 是 本 原 多 项 式 ,a 是 整数 ,6 是 有 理 数 . 因为 g(r) 是 本 原 多 
项 式 , 故 据 第 582 条 g(z)hitzx) 也 是 本 原 多 项 式 , 又 

аў, (rt)=pbg (rh (х), 
因此 ,w= 干 4; 所 以 5 是 整数 ,h(x)= 二 bh,(z) 是 整 系数 多 项 式 ， 
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585. ZRKLA Eisenstein ) 判 别 法 “” 设 
Р(х) =а,х" ja, z" HH e Hat a 
是 一 个 整 系数 多 项 式 , 如 果 有 素数 p 使 得 
1) pta,, 
2) р№а.-, 2,2." ds ds 
3) рар. 
WA SEDEER E БАЕЛ п] #0]. 
586. 在 实数 域 上 ,复数 域 上 不 可 约 多 项 式 的 次 数 是 多 少 ?在 
АЗЫ БЕ 
F ПНР ЕТЕ КОНО 7 НГ Ж ИК. ШЕШ" 
+2 在 有 理 数 域 上 不 可 约 ， 在 实数 域 上 , о УКЛ 
于 零 的 一 次 多 项 式 是 不 可 约 的 . 在 复数 域 上 ,只 有 一 次 多项式 是 
不 可 约 的 ， 
587. ”在 有 理 数 域 上 分 解 多 项 式 x 一 27T: 一 2x 十 1 为 不 可 的 
HARRE. 
解 ”- 汪 次 整 系数 多 项 式 如 果 可 约 , 则 它 必 有 有 理 根 , 显 然 一 1 
为 它 的 有 理 根 ,于 是 
Xx 202—041 00411) 0022—3141). (1) 
但 22—31 无 月 理 根 , 则 (1) 式 为 在 有 理 数 域 上 的 标准 分 解 式 . 
588. 分 别 在 复数 域 、 实 数 域 和 有 理 数 域 上 分 解 =+ 1 为 不 
可 约 因 式 之 积 
解 在 实数 域 上 典型 分 解 式 为 : | 
stle letl (а 2 т-+1-1)(х*—\М/ 2 z+ 1); 
”在 复数 域 上 典型 分 解 式 为 ; 


x lt М2 E+ 02. 


у2 м2 за МУТ, 


С а на 
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在 有 理 数 域 上 zx’ 十 ] 是 不 可 约 多 项 式 . BWA r+ Jon 
有 两 种 可 能 : 

1) x! 十 1 有 一 次 因 式 ,从 而 它 有 有 理 根 , 但 这 是 不 可 能 的 . A 
为 z' 十 1 RAAR. 

2) x! 十 1 无 一 次 因 式 ,但 

з 1 (аах Б) (x? 二 cr 十 d), 其 中 4,56,c,d 为 整数 ,于 
是 ,a 十 c 二 0,8 十 4 十 ac 二 0,ad 十 pr 一 0,84 二 ]， 由 Ба = 1,191 
A.: А 

1° =d =], У а= —c, JA H ó+ 24 ac=0,@ а? =2, A. 

=d=—1, Wj а= —2,2F 58 . 

ый. 

589. 设 zz) 是 PEz] 中 的 一 个 次 数 大 于 零 的 多 项 式 ,如 果 
V Flen E Pir] RE р(х)|/(х)е(\х), Н р\х)|/ (к) 8 
plz) lgliz), 那么 p (7) 是 不 可 约 多 项 式 . 

证 用 反 证 法 . ШЖ p(z) 在 数 域 P 上 可 约 ,那么 在 PEz] 中 ， 
有 

p(x)=pi(x)pza(x) ,其 中 0<3(p.(z))<3Cp(7)) ,i=1,2. 
显然 р\т)|ру\ж)р,\х),{Н pDA (х) Н Р(х) (р, (т). E EB S F 
Ж. 因此 p(z) 在 数 域 P 上 不 可 约 . 

590. 证明 : 数 域 P 上 一 个 次 数 大 于 零 的 多 项 式 f(x) 是 
PLx] 中 的 某 一 不 可 约 多 项 式 的 器 < 坟 对 于 任意 g(x)E р(х), 
#(f(z),g(z=))= RE f(x) |" (хт), AP m 为 自然 数 ， 

证 充分 性 设 f(z) 不 是 P[zj 中 某 一 不 可 约 多 项 式 的 客 ， 
则 fx) 在 PLxj 中 的 典型 分 解 式 为 

fz) =а, pli (rT pre Cr) p Clr), 
А0 5221. FÆR g(x)= 二 pCz), 则 (f(r),g(x))=pi(x) 关 1， 
H ADH OODE m 为 何 正 整数 ) ,与 题 设 子 盾 . 
PEE 8 fz)=p"(z),pl(x) 是 PL[zj] 的 不 可 约 多 项 式 , 则 
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PLX) 对 VY g€xz)€ P[z], 3 (p(z),g(z))=1 或 plzr)lg(z), 从 而 
Ф" (х) gC), BP /(т)|е”(х). 

591. р(х) Е Р(х) k--1 重 因 式 ,能 否 说 KOA 69, 
H k EAR? 

答 不 能 . Ш 0х) =r 7 =r MUJ z E. o 
二 重 困 式 , 但 = 不 是 .FAz) 的 因 式 . 

592. 判别 /(х)=<=х*-+4х°*—4х—3 有 无 重 因 式 ? 

Ж 因为 (f(x) ,了 (rz))= 二 1, 故 f(x) 无 重 因 式 . 

593. ”如 果 a 是 fr?(z) 的 一 个 尼 重 根 , 证 明 a 是 


O = 
的 一 个 十 3 RAR. 
证 因为 g"(x) 一 了 2“f'?(z), 由 假设 知 a 是 g(x) 的 证 1 


ШШ. 

又 gla) 二 0, 并 设 4 为 g(x) 的 : 重 根 ， a EN 
Ж, * 一 2 一 上 十 1,5 一 上 十 3. 

594. 证 明 :有 理 系数 多 项 式 


Е а 
没有 重 因 式 ， 


证 1 f (z)=1+z=+É +- +— ,从 而 


(Сх), f нЕт а Ат 


= а: += р > wes Е )=1. 


н Гу 
故 f(tz) 没 有 重 因 式 . 
证 2 用 反 证 法 , 设 ADVA RIN zÉ plr) ЯКА р(х) |70), 


plz) 在 复数 域 上 至 少 有 一 根 a, 它 也 是 f(x) 和 了 (=t 


z g 
++ туг В Вр ба) 0,700) — 0, 


(n 
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a 二 0. {Н f(0)=1Z0,3F8 . 因此 ,jz) 设 有 重 因 式 . 

595. aa 应 该 满足 什么 条 件 , f (z=yY=x'+ 3ar+ b 有 重 因 
式 ? 

W ”PCz)=3z? 十 3a. 对 FN аә A ЕЛАН 
知 ; 当 2azr 十 5 一 0， ла ов, (ж) & 户 (z) 有 二 次 的 最 大 公 因 


式 ; 当 a 天 0 Н За+ 7: З ов, 了 f(z) 与 (zr) 有 一 -次 最 大 公 因 式 ， 


因此 , 综 上 可 知 ， 当 Е BÍ, 0) У FODER, f Cr 
RAR. 

596. 当 a ,b 满足 什么 条 件 时 ,多 项 式 

f(z)=xzt+4az+b 

有 重 因 式 ? | | | 

解 ” 仿 第 595 条 可 知 : 当 274—0 8, f e) f' Ce) AN Н. 
3. fay ЖИ. 因此 , 当 274—650 BF, (С), f (а))=1› 
о). 

597. 证 明 ; 数 域 P Ел RERA f(x) 能 被 它 的 导数 
ERE Sa) Salh). 这 里 a,8 是 PP 中 的 数 . 

ME 充分 性 因为 f(x) 一 a(x 一 0)", 所 以 

Ра) + f (z), i f CG) | C). 

必要 性 В РС) (РС) ASD = 90Р (z=))+ {8 f(x) 
=a (хь) Г (z<). XE а, b€ P. 于 是 有 (ftr), Г (х)) = 
аР (ж), HF a, 是 产 (x) 的 首 项 系数 的 倒数 . 因此 ， 


f(x) _ a, _ 
(h a 00" 


再 由 第 574 条 可 得 f(x)=a(tx 一 8)". 此 处 aE€P 且 a 是 f(x) 的 
首 项 系数 . 

598. Ùe AER, HHE Q[zj 中 的 一 ОРС. 
& 1={ў(х)ЄО[х]{7/(с)=0), 
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1) 证 明 : 在 J 中 存在 唯一 的 最 高 次 项 的 系数 是 1 的 多 项 式 
p(x), 使 得 J 中 的 每 一 多 项 式 f(x) ,都 可 写成 р(х) (х) ЕА. 
其 中 g(x)EQLzj; 

2) WEB: БЖ РС) Е Q[xzj 中 不 可 约 ; 

D 如 果 c= 二 V2 十 V3 , 求 上 述 的 p(x). 

证 D 由 题 设 知 /不 是 空 集 、 义 多 项 式 的 次 数 是 非 负 整数 ， 
故 知 在 7 中 必 存 在 一 个 次 数 最 低 的 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 p(z)， 
使 plc)=0. 

Е f(r)EJT, 则 在 Lx] 中 ,f(z)=ptzr)g(lz) 十 rtz), 其 中 
rr) 二 0 或 2(r(z=))<Ə(p(x)). W Ge) = f(c)— p(c)q (с) =0, P 
以 ,由 p(x) 的 定义 必 有 r(z)==0, 因此 (х) = р(х) х). 

再 证 ptz) 的 唯一 性 . 上 面 已 证 在 Q[xj 中 p(xz)|f(z), 车 有 
HA р СД БЯ, рс) 1р, Ск). р (х) | р(х), р 
(л) = ср, (2). 由 它们 首 项 系数 为 1, 故 c==1, 此 即 р(х) = p (2). 

2) Ф р(х) н), КЕ р(х) = р(х), (х), ЖЧ 

0<2д(е\(х))<С&Хр(т)) ,0<2Жд,(х))<д(р(х)).{Н 

0= p(c)= руб) зс). g,(c)=0 sk z,Çc)=0. 但 是 这 
与 PCz) 的 定义 矛盾 , 故 p(x) 不 可 约 ， | 
3) =V 2 +V 3 H, 
рбх) = (х0 2 уЗ) афу 2 +V 3)Xz=— 2 
+V 3 )(z 十 W 2 03 )=zt--102 +] 
ЕП ЖЕТ K. 

599. 和 证明: 如果 (PCz),P(zr))= 一 11, 那么 Суна 
TEHA. 

Ш 设 林 可 约 多 项 式 pE f(r}) 的 任意 一 个 重 因 式 , 其 重 
数 为 5s; 则 p(tz) 是 (Cz) 的 s 一 1 重 因 式 . BIC Cr), f”(z))=1, 
所 以 s 一 1 二 1 ,期 5—2. 

600， 给 出 实 系 数 四 次 多 项 式 在 实数 域 上 所 有 不 同类 型 的 典 
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型 分 解 式 . 
解 ” 设 A(z) 是 首 项 系数 为 ai 的 实 系 数 四 次 多 项 式 , 则 f (>) 
在 实数 域 上 有 下 列 不 同类 型 的 典型 分 解 式 : 
Рх) =а (z22+-piz+q I) lt p.z-+-q.) 1 
Sex) =al tH prta); 
/(т)=а,(х—а)(х—)(х*%*++рх-+4); 
f(z)=a (z—a)(z=—b)(=—c)(w=—d); 
f(z)=a, (т-а)? (хв) (хс); 
(х) =а,(х--а)?(х-—-Ь)°; 
Р(х) =а,(х--а)?(х--6); 
Р(х) =а,(х-а)*. 
601. 设 A(z),g (zx) 为 两 个 非 零 多 项 式 ,证 明 ; 存 在 和 然 数 
,使 得 对 任意 的 mon >N, A 
(fm(z=),g(z))= (f (z=),g(m>)). 
证 #r(/Cz),g(z))=1,W#sie W SK R 37 : конк) 
二 Q(x) 关 1, 而 
а(х) = рп (х) pelr) ph (z) 
为 ECz) 的 典型 分 解 式 . 另 设 
вх) = рр (х) ру (х) ру (т) (т), 
FE plote (Cr) sh = 
-FER N= max(si,s2 | "7 s.) 34 ni n, >N Bf, 
(fT) gaS (f%Xr),g(z))= ръба) pr (z). 
602. # P[+> Ji, 7 (х), gC) ДН. Ж <== ЕН) Ж ji yË 
рУ рО) (Кх) +g) А p (z) (ж) Са). 
证 必要 性 i а(2) = (f(r),g(z)),M] aC d (z))>0, Й 
有 d(x) 的 不 可 约 因 式 pr), E pCzY| f z), p (z) | g (z), A Tü n] 
HE Р(х) (0) наба) В p(z)]f(myg(z). 
- 充分 性 ” 设 有 不 可 约 多 项 式 p(z)| f(z)g(z),W] plz)1f(z) 
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或 p(z)1gCr). 不 妨 设 p(z)|g(z),H T p(z)]| (Cr) g (z))HJ 
p(X)1f(z); 于 是 fx),g(z) 有 -- 不 可 约 因 式 р(х), f(x),g 
(т)Ж Н.Ж. 

603. ЯРО) P ЕЕ ,аЄрР, S r=y+a, 8 
g(y)= f(y+a), Ш ГО? P ETA E P БЕЈ. 

证 必要 性 BE Рх). 705) = (е) Sala hb ӘС, 
(z))<3(f(z)),í=1,2, FÆ e(y)= f(y+a)= f,(y+a)f,(y-+- 
a), ER f.(y+a)€ P[yJB 32(f.(y+a))=à9(f,(z))<<a0(f(z)= 
WQ(g(y)).,:=1,2. 所 以 ,gty) 在 PP 上 可 约 . 

充分 性 ВЕ Ру, 2Су) = е. (у)вьСу) ,此 处 3(g;(y)) 之 9 
tg(y)) ,i 二 1,2, 于 是 

Кх) = f((z—a)+a)=g(z=—a)= z (х-а)в, (к-а). 显然 
&\х-а›ЄРЇ([х]Ң Xg;(z=—a))=Q2(g;(y))<Q(g(y))=Ə(f(z)), 
1== 1,2. ЊК, eE Р пр. 

604. ”多 项 式 trti 在 有 理 数 域 上 是 否 可 约 ? 

W 10/052) = хә +1. 5 z=y+1,#8 
(у) = (у+1) = у 65у? 十 15y! 十 21y ?十 18y: 十 9y 十 2， 
ДЕ 二 3, 由 艾 森 斯 坦 因 判别 法 可 知 g(y) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 , 故 
f《z) 在 有 理 数 域 土 不 可 约 ， 

605. xz? 十 pz 十 1(p 为 奇 素数 ) 在 有 理 数 域 上 是 否 可 约 ? 

解 记 了 (rz) 二 xz? 十 px 十 1, 令 z=y 一 1, 得 


Ебу) = f(y—1) 
=y Сугу Су (С pye. 
取 素 数 p, 则 据 艾 森 斯 坦 因 判别 法 可 知 g(y) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 
故 f(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 


606. ='-4&2-10 为 整数 ) 在 有 理 数 域 上 是 否 可 约 ? 
Ж 记 了 (xz)=zxt 二 4x 十 1, 令 z= 二 y 十 1 ,得 
ву) = /Су-+1)=у*-Е4у?-++бу*-+4-4(Ё-_Е1)х-Е2(25-+Е1). 
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取 p==2, 出 艾 森 斯 坦 因 判别 法 知 g(y) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 , 因 此 
f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 
607. 证 明 : 若 是 popop Et 2 4 AS 3818169 Ж ЖА, WQ л ч 


一 个 大 于 1693688 JEZ V p p P ЭЕ. 


证 由 题 设 可 知 V рур. pd n КФ 
SD = х"— рур р, 的 一 个 实 根 . 因为 pi， 
Pa ,pi 是 i 个 不 相同 的 素数 , 取 p= р, В ptp lapet U B 
Ppip2…pi: 因 此 ,根据 英 森 斯 坦 因 判别 法 知 A(z) 在 有 理 数 域 上 


不 可 约 , 从 而 f(x) 无 有 理 根 ,于 是 Y pp.…, 是 一 个 无 理 数 . 

608. 设 Arz" san ЖН MERRE, E.: 

Jæ) = (r—aj)(z=—a)*(z—a,)—1 
不 能 分 解 成 两 个 次 数 大 于 零 的 整 系数 多 项 式 之 积 . 

证 用 反 证 法 . 设 fe) = fiCz)f,(z), e rh ЛС ЈС) 
都 是 次 数 大 于 零 而 小 于 ”的 整 系数 多 项 式 , 则 f(x) 十 fi(x)=0 
R Р, (х) Р, aN <an. Н Р, (а) (а) = (а) =—1,/Л\(ад, 
ja(ai) 均 为 整数 ,所 以 

| | 六 Ka) 十 万 (ai) 一 0 一 1 2 sn, | 
Ш f.(z)+f,Cr)=0,T / f(z)= — fO) Q Ej ГОА 
为 1 3 8 . 

609. ЖЕР 上 两 个 多 项 式 f(x),g(x) 有 公共 根 , 且 ус 
ЖР ЕЖУ 27у, WERA: (ж) lgl). 

证 由 于 (f(z),g(z)) 关 1 而 f(z) 不 可 约 , 因 此 ， 
(f(z),g(z))= Ск), f (Се) | g (z). 

610. (х) = хах + bz+c 是 整 系数 多 项 式 ， 证 明 = 
ac+bc 为 奇数 , 则 jz) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

证 用 反 证 法 ,， ШЖ f(x) 在 有 理 数 域 上 可 约 , 那 么 f(z) 在 
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整数 环 上 可 约 . X ACr))=3, 鼓 f(z) 必 有 一 个 一 次 因 式 ,从 而 
可 设 
з Бах thrtie={(rt+tp) (харф), 
这 里 e.g. r€ Z. 于 是 c= pr. 
因为 ac 十 bc 二 (a 十 Bc 为 奇数 ,所 以 ea 十 5 与 < 都 是 奇数 ,进而 
РЄ т 都 是 奇数 ,于 是 f(1)==1 二 (a 十 56) 十 c 也是 奇数 . 但 是 ， 
Ра) = 01+) 0 +оо АА, Р. 
611. У) ТК MR, WE: m E A(0) 与 fO) 
部 是 奇数 ,那么 f(x) 不 能 有 整数 根 . 
证 НЕШ. 设 m 为 f(r) 的 整数 根 , 旭 存在 整 系数 多 项 
A qg), fE = (х ~m)g(z), 将 z=0,x=1 分 别 代 入 此 式 , 得 
FO = —mq(0), fO = (1—=m)q(1). (1) 
由 于 一 m,1 一 m 总 有 一 为 偶数 ,这 与 /(0) 与 РОА. 
+ 中 假如 改 成 任意 两 个 相 邻 整数 ,使 得 f(n) 和 fCn 十 1) 都 
是 奇数 ,结论 仍 成 立 . 
D 若 存 在 一 个 偶数 a, 一 个 奇数 5, 使 得 fla),f(6) 都 是 奇数 ， 
结论 也 成 立 . 
612. ÜZ f(z)=a,z"+a, 1X 1 十 … 十 az 十 au 是 整 系数 多 
项 式 , 求 证 :如 果 ada, t о Ба 是 奇数 , 则 f(x) 不 能 被 
7 一 1 和 < 十 1 整除 ， 
证 因为 AD Satanit Ба ta ЖЖ, АК 701950, 
所 以 f(z) 不 能 被 x 一 1 整除 . 
再 设 Ст) = (2109 0+, АС) = 2961) 4-е. FH kR] $ > 
是 奇数 , 故 7С 1250. TE A(z) 不 能 被 x 十 1 SEE, 
613. SNOR ~ 整 系数 多 项 式 , 试 证 :如 果 f( 一 1),f(0)， 
f(1) 都 不 能 被 3 整除 ,那么 f(x) 无 整数 根 . 
证 用 反 证 法 . ба 是 f(r) 的 整数 根 , 则 
f(T)=(r—a)g(r), 
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q(x) 为 整 系数 多 项 式 , 所 以 
РОО) = —aq(0),f)= —(a—1)q(1), 
fC—1)=—(Ca+1)q(—1). 

由 a 十 1,a,a 一 1 中 至 少 有 一 个 能 被 3 整除 ,由 此 可 知 o,a), 
《一 1) 中 也 至 少 有 一 个 能 被 3 整除 , 政 盾 . 

Ж ШЖ a), flati) e ,f(a 十 b 一 1) 都 不 能 被 6 整除 , 那 
Z. 了 (z) 没 有 整数 根 . ©. 

614. iZ f(z)€ Р[ х1, Ра) О S a= fla 
а®,ў a€ P. 

证 必要 性 PA. 

充分 性 B а(х) = (ғ) fO, ШЕУ a€ P, A f(z)= f(< 
+a) ;所 以 (0) = (а), gla) =0. на 的 任意 性 知 g(z) 一 0， 
即 Рх) = РОО). 
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一 、 多 项 式 的 根 

615. ”什么 是 多 项 式 f(x) 的 根 ? 

答 i f(z)€ P[r=1,a€ P. 车 f(a)==0, 则 a 称 为 flzx) 在 P 
中 的 根 或 零点 . 

+ 多 项 式 f(z) 在 PP 中 的 根 ,与 方程 Az) 一 0, 在 己 中 的 根 
相同 ， | 

616. a 是 f(x) 的 根 的 充 要 条 件 是 (z 一 2) | f(x). 


+ f(x) 除 以 ar 一 bla 隆 0) 的 余 式 为 AŽ) 

617. a 是 M] k HA ra R f (<) p RAR. 

618. 数 域 P 上 nn( 汪 0) 次 多 项 式 在 PP 内 至 多 有 nn 个 根 、 

619. 求证 sinr 不 是 多 项 式 . 

证 FA sn: 不 是 零 多 项 式 . 若 sinz EEEn 次 多 项 式 , 则 
它 最 多 有 ?= 个 根 ,但 sinr 有 无 穷 多 个 根 , 矛 盾 . 所 以 sins 也 不 是 
FELTA. 

620. 设 (rz),g(Cz) 的 次 数 都 不 超过 ”而 它们 对 = 十 1 个 不 
同 的 数 aa аа... АЖАН, В fca = glai) i= 1.2, 
十 1 WJ Сә) = Сг). 

621. R AD ЄР[=],4 а(х) = f(=—a),WJ 

РВ) =0<ә>2(8+а) = 0. 

Ш 必要 性 (2 +а) = (0 В+а) а) = (8) =0. 

充分 性 2(8+а) =0 {Н g(8+a)= 708), Г. РВ) =0. 

注 ”相当 于 根 的 平移 变换 . 
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622. 设 多 项 式 (х) =а,л" +: dara № п TRA M, 
ees pn HP а,а,50, 0 gC) Sar tarr! H etH anir +a, BJ n 


PRIOR 
证 &(з)=в(у) t ra (Z) аи 所 ,得 
Ва) =a +a pHa, (1) 


81-8, 197 2270, AODA (27) =o. 由 i 的 任意 性 即 得 
欲 证 的 结论 . | 
Ж 相当 于 令 z= 让 代入 Fiz) ,得 gly)=aoy + ау" + 
十 qr_19y 十 an; 故 称 为 倒 根 变换 . 
623. 设 多 项 式 / (х) =а,х' + Бах Та, (а,5-0) #0 п AAR 
为 Birte Ba W 62, 5B Ф АСЕ) = ал" а, bz" 1 十 … 十 
artab 的 根 . 
证 AG0)=a,CGB) +a, (ЫВ, H ab" 
=b" f (B.)=- 0. 
Ж 相当 于 令 х=бу 代入 fay Bl А(у). 故 称 倍 根 变换 ， 
624. 求 1 的 值 ,使 f(x)==x 一 3x? 十 tr 一 1 有 重 根 . 
解 1 / (х)=3лх'—6хт-Е:. 对 7Cz),P(z) 作 轰 转 相 除法 . 
1) Ha), F бю = Р (т), Jl fr (э) f (>) ЖЖ 
为 (6 一 22)z 十 (3 一 2) 二 0,; 则 1=3. 此 时 ， 
fGz)=xz'—3z:-3zr—1=(z—1):š. 
2) 4 223 0, СРС) С) ла — 105, 此 时 


fGa=[z++) а. 
#2? 利用 结 式 . 
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1 一 3 # —1 0 
0 1 一 3 t — 1 

R(f,f)=|3 6 — 0 0 |=((—3)'(44-+Е15). 
0 3 — 0 
о 0 3 6 —{ 


当 КОР, Р) 0 ВЕ, С) Н. Вр гЗ, О) ЕН, 1 
=S. ай. 
625 R f(z)=u,z"+ Harta 为 复 系 数 多 项 式 , 令 
РО) = d,a" t Бах +а,, Ё a, Ж a, ЙИМ. 
1) 车 (f(x), 了 (tr))= 二 1, 证 明 : 0) ЕЗ, 
2) 了 f(z) 无 实 根 ,能 否 证 明 (f(z) ,f(r))==1 W? 
证 D 用 反 证 法 . 设 c 是 f(z) 的 根 , 即 fecy=0. 订 以 证 
明 f(c)=0. 这 与 (f(x), 了 (x)) 一 1 #' 8 . 
2) ЖЕЕ. Ш, 
Хбх) = 2 +1) ЕФ), Й РС) = (а 1) (rx), 
那么 fz) 无 实 根 ,但 (f(z), 了 (x))==z! 十 1 冯 1. 
626. 证 明 f(z)=z"—nqr+(n—1)r AERES >=>, 
其 中 a>1. 
证 必要 性 Шад Ох), Ш /(а)=/ (а) =0,1 
f'(z)=n(z" 1—4). /"(а)=0 493 да), р 
0.704) = 09—100 04), а= т, АЙ 


Р" 
а ра mpi 
яа == т," ="), 


充分 性 t= um4a=(L) (5) о. 又 可 算得 


所 开 ) 一 0, 故 二 为 f(z) 的 重 根 ， 


A 
q q 
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627. 设 asaz 2, 是 ?个 不 同 的 数 , 而 F(z)= (ха) (т 
~a) (zan). 证明， 


Fiar) 
1) 2 (х—а;}Ё'(а,) и 
D 任意 多 项 式 ACz), 用 F(z) 除 ,所 得 的 余 式 为 
fad)F lr) 


Ti (Lema) F (а). 


1 Cr—a,)F' (a,) 
ga) = gla) =e = g(a,)=1, 


证 D) Ф (хт) = > СЕБЕ СОРМ Т ə(g(z=))<xn—1. {Н 


ВТЕ ебх) = 1. 
2) 设 f(z) 是 任意 的 一 个 多 项 式 , 则 
J(az)=q(z)F(z)+r(z), (1) 
r(z)=0 或 rlr) Snl. 
当 rz 一 0 时 ,结论 显然 成 立 . 
当 (х) т] 时 ， 令 


k(r)= i xs _ кс) 


аа) (а) 0 
则 (Сх) <и 1. 由 (1)、(2) 式 ,得 
rla) = (a) kla) = (а) 11,2, 
所 以 rla =kla;) i=, 2, n. Pe r(z)= (z). 
628. HRABE ”a1,a,,… ,a, 与 
Е(т) = (ха) (ra (=-—а,), 
birbor b, 是 任意 的 nn 个 数 .显然 ,次 数 小 于 nn 的 多 项 式 
гхо >) АЕЦ а) 


1 Croa Ca.) 
适合 条 件 L(a;) =bn = 1,2, yle 
利用 公式 (1) 求 : 
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次 数 小 于 4 的 多 项 式 flz), 它 适合 条 件 : 
f(2)=:3,f(3)=—1,/(4)=0,/(5)=2; 
2) 一 个 一 次 多 项 式 (r), EE х= 0, 斑 ,处 与 函数 sinz 有 
相同 的 值 ; 
3) 一 个 次 数 尽 可 能 低 的 多 项 式 f(x), 使 /(0)=1,/(1)=2, 
f(2)=5,f(3)==10. 
Ш 1 # К‹х)=(х—2)(х—3)(х—4)(х—5),/6(2)=3, 
/(3)=—1,/(4)=0,/(5)=2. 将 它们 代入 (1) (注意 (1) 中 ， Lix) 


即 为 f(xz))， 得 УС) = ааа 2 203, 240, 


2) sin0=0= (0) „зіп zalej 2) ,sin== 0== (п). Ў 


Е(х)= 4:5) (一 z) ARLA С1) 49 Ро) = — баба). 

3) Ё Е(=т) = л(х—1) (2—2) (ғ 3) 919 f(z)— =° +1. 这 
也 是 满足 条 件 的 次 数 最 低 的 多 项 式 . 

629. Bn REDA SCOR] n ARY z r; s z, © glr) 
= f(az=+b),Í# rH aZ0,g(z)8 n TRA Уру Ya RHA 34 TF 
动 次 序 , 有 


тү==ау,-ЕЬ,Ё==1 .2, „б, 
证 O=zg(y)= (ау. th), A ау thE irinez ;可取 
ay b== ту. 
в) (2 


2,00) [a (== 2) ,类 似 地 可 取 


y= 0 zmay. 
630. 设 ritst, 是 多 项 式 
Р(х) =аух" +a r" 4 a, attan 
的 根 ,a 和 8( 天 0) 是 任意 两 数 . 证 明 : 
Вх) =‹(—1)"/(а— Br rthr = k=1,2,. ,nn, 
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证 必要 性 jH /"/(ж)=(—1)"/(а— дк) 3, Bi £ r sü 
IDE f(a 一 Br) 有 相同 的 根 集 , 由 第 629 条 知 ,适当 编号 有 
a— Prt— Te 
充分 人 性 由 a— ptr гю,Ё=1,2,,п ЖБ Z (а Вх) 
5 кле аа 使 fier) =cfla— fr). 


比较 两 边 首 项 系数 得 < 一 (一 17” =: 故 Ва) = (—1)"f(a— Br). 


二 .单位 根 

631. {АЧ 次 单位 根 ? 它们 等 于 什么 ? 

E HETA 2"—1 Hn ARE aaa 其 中 ,每 一 个 
都 称 为 = 次 单位 根 . 由 复数 开 方 可 知 | 


a= cos 27 十 jsin LE ,k= е! (1) 


或 
amea уййне ‘a~l, (2) 
其 中 (1) 式 称 为 三 角 表 示 法 , (2) 式 称 为 指数 表示 法 . 

Ж аза; (153), а, за, "а, Н ЛАЗЕ, Ч, f(x)= 
ж"—1, СС), Р Сх)) 1,8 х" 1 无 重 根 . 

632. 次 单位 根 的 几何 意义 是 什么 ?在 n 次 单位 根 中 有 几 
个 实 根 ? 

Ж ”由 次 单位 根 的 三 角 表 达 式 知 ,oo,a，… ,a 刚好 是 单 
位 圆 上 一 个 内 接 正 x 过 形 的 顶点 ,或 者 说 а„.а,, ,a,.1 把 单位 圆 
п 等 分 - 

在 ау, 9,1, a = 1 ов. 是 否 还 有 另外 的 实 根 ， 
由 的 奇偶 性 而 定 . 当 为 奇数 时 ,ao，,… ,a,-; 只 有 个 实 根 а = 
1， 其 它 均 为 复数 ， 当 为 偶数 时 ，a, 二 1，as 二 一 1， 其 它 均 为 复 
Ж. 
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633. iZ <a E n BB u i ,那么 

1) а"=1; | 

2) азе] И, Й Hetet 40710. 

证 1) 由 定义 可 知 ， 

2) 0 二 一 1 二 (a 一 1)(a t- Ба+1), HF al ik 1+ a+ 
Бат == 

634. ”什么 叫 n REMER? 

Ж iaeoa EER n KR Ia R, M= (00,0 a... ) 
MEPE ЕМ, M= (а, о, от ШЕ o 5 n W B fu 
原 根 ， 换 名 话说 ,中 过 o 的 乘 方 ,可 以 得 到 2" —1 的 全 部 根 , 则 
称 w 是 = 次 单位 原 根 . 

比如 ,1 是 次 单位 根 ,但 它 不 是 n(n 这 1) 次 单位 原 根 , 今 
є=соз 入 十 isin 27,1 e Æ n KARR. 因为 


є* = соз AT is sin а = (), lyes "an n=l. 


由 此 可 知 : M= {1,7}. 

635. x KB y A ИЕ — 83? 

E 设 MM 为 全 部 nn 次 单位 根 所 成 的 集合 . 

当 nn 二 2 时 ,MM=(1, 一 1), 这 时 次 单位 原 根 只 有 一 个 :一 1. 

H n> 时 ,次 单位 原 根 都 不 是 唯一 的 . 事实 上 , 设 是 一 
个 次 单位 原 根 , 则 

М = 11,0, «а ). 

由 此 ,ww wE n KARR, Вне 5 n ER BJ КИРЕ, о 不 
En IK R 2 OM ЕРЕ Н rn # Cat)” = 1. 

H + k Бп 互 素 ,因此 存在 整数 g,s A 1=qn+ bs. 那么 r= 
ат Ету. X kË 

- аў — u • a=], 


这 与 是 mn 次 单位 原 根 的 假设 矛盾 . 
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Ж ФО 当 n 为 素数 时 ,n 次 单位 原 根 的 个 数 是 п — 1. 
@ 设 1,w,…,w"! 是 全 部 n 次 单位 根 , 则 wt 是 wn 次 单位 原 根 
«== (ksn) =]. 
(8) 设 e=cos +isin =a n 次 单位 原 根 , 则 
Z"—1=(r—1}(r—e) (re 1) 
为 z" 一 1 在 复数 域 上 的 典型 分 解 式 . 
Ф = —1 在 实数 域 上 的 内 型 分 解 式 为 


《 工 一 DTT[=-(zes 24.) +1) sa 为 奇数 时 ， 


5—1 


а 
2 


(=+ 1)(=—1) [I (= — ( соз 2 
` кеп 


т) +1) 为 偶数 时 
636. Ё es 一 cos 29 ів 21 4 а, ==, a, = =, _,. 
| 证 因为 a= es о es 
所 以 аро °. “тте Ë= a, 
637. Ж fG)=z"—ACA 为 复数 ) 的 个 复 根 . 
解 ” 把 复数 写成 三 角形 式 , 即 A= ,(cos0+sin0). Ë z"— А 
的 n 个 根 为 Us ys 则 
а = [cos PEZET ейп ftar 
=V r е T ese,k=0,1,--,n—1. (1) 
其 中 < 一 COSs 2X t isin 2 
Ж 任何 复数 4 f KARA 个 复 根 ,其 表达 式 由 (1) 给 
H. 
638. 在 复数 域 上 求 下 列 多 项 式 的 典型 分 解 式 : 
1) х°—@2; 
2) "+2. 
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解 1) 因为 2 一 2(cos0 十 isin0), 由 637 条 (1) 式 ,得 
а а Оа 
Ж 2" —2 的 nz 个 不 同根 , 故 
ди (р 2 )(х—а,)'С(к—а„_\). 
2) H F—2=2(cosr+isinr) ,类 似 地 得 


а, = 2 ene, k=0, l,a l. 


z” +2= (z+ 2 ) (жо): (ка, 1). 
639. 设 3aCFCz)) 一 ma>>0, 证 明 :如 果 了 (zx) | С, ЯА, 
了 f(T) 的 根 只 能 是 零 或 单位 根 . 
证 设 a 是 多 项 式 f(z) 的 任意 一 个 根 , 由 f(x}|f(z*) 可 知 ， 
a 也 是 f(z") 的 根 , 即 fo) 一 0. 依 此 类 推 ,可 得 a,a",a”,… 都 是 
ГО). 由 于 f(z) 的 次 数 为 m, 因 此 f(x) 至 多 只 有 mm 个 根 ， 
从 而 存在 >>*, 有 
а =a R a” (a" -一 1) 一 0， 
因此 ,得 欲 证 之 结论 . 
640. 设 a,6 是 正 整 数 ,为 不 小 于 3 的 素数 , 令 e 一 cos A 
ейп A 证 明 ， 
(a+b) lateb) (ae 16) =а? 0. (1) 
证 在 (1) 式 中 把 a 看 成 来 知 量 , 由 637 条 ,pp 次 多 项 式 a? 
+ Жор Ti — b, — eb, е, 
于 是 
al to = (atb) lat eb) (at+er 1b). 
641. ЕВН. а (а 为 正 有 理 数 ) 为 无 理 数 ,三 为 有 理 系数 


多 项 式 f(z) 的 根 , 则 Yas 和 Wae 也 是 了 Cx) 的 根 ,其 中 e 一 一 二 
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+ 3. 为 三 次 单位 根 ， 

证 显然 多 项 式 zx’ 一 a 的 三 个 根 为 W a Мае, ae, W 

此 ,只 须 证 明 e—a 整除 ftx) 即 可 . 设 
Рх) = (z`—a)q(w)-+r(z), (1) 
-其 中 r(Cz) 一 0 或 30rCz))< 3. 

Ж 90-(х)) =1, if rln =br +c, Ф bc EQ, Н 550. H (1) 
知 ,f(V a =r a ) 一 5 a )+с=0, 

即 Y a 一 一 去 矛盾 ， 

E rz)) 一 2， j r(z)=bz2+czr+dad, Ф б,с,4Є©,НҢ Б 
关 0, 则 同样 由 (1) 式 可 得 r(W a )=5С\/ а Y +c a ) 十 d 一 0 此 
是 不 可 能 的 . 

Ё r(z) 一 0， 


三 `\ 有 理 根 
642. iZ 
Р(х) =ar Han 1 十 … 十 an (1) 

是 一 个 整 系数 多 项 式 , 而 二 是 它 的 一 个 有 理 根 ,其 中 (r,s) 一 1, 屠 
Z sla,,r|a. 特别 地 ,如 果 F(z) 的 首 项 系数 a,==1, 那 么 f(x) 的 
有 理 根 都 是 整数 根 , 而 且 是 co 的 因子 . | 

643. REMA /zz) 一 好 一 6z2 十 15z 一 14 的 有 理 根 . 

# ”因为 f(z) 的 有理 根 只 可 能 是 土 1, 士 2, 土 7, 土 14, 分 别 代 
入 SORAA f(x) 仅 有 一 个 有 理 根 2. 

644. п КЛ а ЖК ФО SORR ЖА ЖЕЙ 
pp 一 mq 可 以 整除 f m) ,rm 为 任 一 整数 . 
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证 因为 jz) 一 (= 一 到 jg(z) 一 (9z 一 户 ` E J b ES 
q LRI gz 一 户 为 本 原 多 项 式 ,又 f(z) ht Е Е Im Ç, MAA 


PARLARE и, э Иал. 以 任意 整数 m 代入 得 
ои р) | 因为 名 到 为 整数 ,所 以 (дт — р) 1 Роп). 


645. С ЖАКАЙ Сс) НШ 
Са рУ). F1). 

证 H 644 ži. 

646. # a 是 整 系数 多 项 式 Ох) Ж ЫЕ, ба|), 
(а+1)176— 1). 

证 由 645 条 可 得 . 

647. B p RRO REV p(n 之 1) 是 -- 个 无 理 数 , 这 里 开 
方 指 算术 根 . 

证 只 须 证 方程 x" 一 p= 二 0 无 有 理 根 即 可 . 由 于 x" 一 p= 二 0 是 
首 项 系数 为 1 的 整 系数 方 程 , 故 其 有 理 根 都 是 整数 , 且 都 是 p 的 因 . 
T. 因为 p 为 素数 ,所 以 因子 只 有 士 1; 土 p. 这 四 个 数 显 然 都 不 是 
它 的 根 . 因而 x* 一 p==0 无 有 理 根 ,但 实数 Vp E H f ak p 11 
能 是 无 理 数 . 

648. 设 有 整 系数 方程 al" a, z” :十 … 十 ao 一 0 # a, 
a, isal HARF d, 但 dao, 求 证 此 方程 没有 整数 根 ， 

证 否则 ,在 方程 有 整数 根 а, Д] 

aa" +a, ia 十 十 ala 一 一 ao- 
5 4 | (а,а" +: аа). А (а, Ж . 

649.” 设 有 整 系数 方程 r а, z" 4 Бао =0,X i р 5 
素数 , 且 p EIERE а, за, 2." а. ШЕН: РС) RR ROR ОШ Ж 
存在 ) 必 为 p AIAR. 

证 ita JARRERARI 
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a" = — (а, a" 1 十 … Tas). 
所 以 pla", АТ pla. 
650. 设 f(z) 是 整 系数 多 项 式 , 它 在 5 个 整数 点 上 的 值 均 为 
5; 证 明 ; 了 f(z) 无 整数 根 . 
证 iR f(z)=qgq(z)(z—x)-(z—xz I )+5 rh x,G=1, 
2,…,5) 都 是 整数 ,g(z) 是 整 系数 多 项 式 . 


用 反 证 法 ， Ж 

О== От) = (т) (тх): (т 25) +5, 
BE —5=4 (т) оп az) e тх), (1) 
由 于 一 5 仅 有 4 个 不 同 的 整数 因子 士 1, 士 5, 这 与 (1)? 式 矛盾 М 
而 f(x) 无 整数 根 . 


651. 设 f(z) 是 有 理 数 域 上 首 项 系数 为 1 的 nn( 之 2) 次 多 项 
式 , 并 且 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 已 知 f(z) 的 某 一 根 的 倒数 且 仍 为 
JOR- 证 明 :7z) 的 每 一 根 的 倒数 都 是 f(z) 的 根 . 

证 设 


J(z)=z"+a,-z2"” 1 十 十 Qo， (1) 
由 假设 存在 一 数 a 使 
Fo 一 二 ) 一 0. (2) 
5 
М=={ф\т)|ф(ае)=0,ф(ж)Є062]}, (3) 


下 证 fz) 是 M 中 次 数 最 低 的 ,从 而 是 唯一 的 . 
设 M 中 次 数 最 低 的 且 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 为 h(xz), 那 么 
Ah(a)=0. H ARCORE f(z) ,得 
/Сх)=д(х)А(т)-+Ек(х), (4) 
HP (2) =0 R a(r(z))<00(h(z)). + r(a)=0 D) É АО) 
最 低 , 所 以 к(х)=0,Ш АСЕ) 170), Ск) = АС) (х). B + fem) 
不 可 约 , 故 gz) 一 定 是 常数 . 但 f(z),h(z) 首 项 系数 都 是 1, 即 证 
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=y 


得 (х) =А( х). 


再 证 (1) 式 中 的 系数 关系 有 
a= lsa; ™ Ба: =l, 2, nl). (5) 
事实 上 
f(a)= aa, a" 十 十 QQ 十 ao (6) 
7 过) 一 (二 ) 十 ao Суна Суња — (2 
所 以 由 (7) 式 得 
Аат р + 2а. (8) 


由 《6)、(8) 两 式 及 上 面 证 明 的 唯一 性 得 a=, 故 ao= +1. 青 由 
а; ==, a = а, Ре 


后 可 证 : 若 705) =0, w fca = о. 
652. 证 明 : 不 存在 次 数 为 之 1 的 整 系数 多 项 式 Sa), AF 
. 变量 x 的 任意 整数 值 的 函数 值 都 是 素数 . 

证 用 反 证 法 . 设 存 在 多 项 式 S) RER o H f(zo) 二 p， 
其 中 p 为 素数 . 对 于 任意 整数 二 ,有 

fxotRp)= pkp гг 

因 而 Р | faza tkp). 由 假设 flrotkp) eg БШ J ж + 
р?=0 具有 无 穷 多 个 根 ntkp ЖЖЖИ ЕН. _ 


ge <a, 


+H p)" 


、 根 与 系数 的 关系 
653. 根 与 系数 的 关系 (Vieta 定理 ) BA- n 次 多 项 式 
Fr 一 ae 十 ai 1 十 … 十 ao， 
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其 根 为 SEET: S Balala E: -Hl 


a +-a,+ Һа, = = , 
ауа, оца, + --- а, а, = 29? ў 
(1) 
aa, a, = 0—1)" а 
Ж 由 于 次 多 项 式 与 4 次 方程 有 相同 的 根 ,因此 一 元 a 次 


方程 的 根 与 系数 也 满足 (1) 式 . 

654 车 实 系数 方程 xz’ 十 pz 十 g 二 0 有 一 根 а-ы (а,Ь 为 实 
数 ,5 关 0), 则 方程 x; 十 pzx 一 g 二 0 HER 2а. 

证 设 原 方程 三 个 根 为 a,azsas, 不 失 一 般 性 , 令 a 二 a 十 


š: bi, 从 而 有 а,=а— bi. 


б0О=а,-Ева›-Еа= (аын) (а Ы) аз, 
所 以 а= — 20, 81 — 22) рс 2а) +д=0, ВЫ 
(2а):+ (2а) —9 = 0. 

655. 试 作 二 次 方程 ,使 其 根 为 方程 x* 十 br 十 c= 二 0 的 根 的 平 
Ж. 

解 设 工 ,zi 为 Tz 十 br 十 c Т, ARA RHEA x° + 
pz 十 9 一 0, 则 | 

—р=гт +} = (z +z, — 2z,z=,—b*—2c, 
а=хтхїтї<=с®ї. 

故 所 求 方 程 汐 :x: 十 (2c 一 5B)z 十 c? 二 0. 

656. ”求证 三 次 方程 г? аут? ах Баз =0 的 三 根 成 等 差 数 
Fj 2а{— 9аза + 27a,=0. 


证 必要 性 设 方程 的 三 根 为 :a—dsa sa+d, Mij 


304 BAE ”多项式 的 根 


—a = (а—4) +а+ latd) = 3a, Fi U, а= зау 
ВАО, С +a ta Oa = 0, B 2a? 
— 92а, + 27a,= 0. 

充分 性 а= НС 09а +a С 30 
аз = 27(2а{ — 9аза: + 27a) = 0. 8k a 是 三 次 方程 的 根 . 设 男 外 两 
根 为 8,>, 则 š 

БВУ а Ву (9) = — Ёа 2. 


3 
所 以 B—a=a—7, Bi а, 8,У 成 等 差 数 列 . 
657. Æa B 825 22+ рта 0 W х" ptg = 0(@ 为 
正 偶数 ) 的 两 个 相 异 非 零 根 ,求证 : 女 ,号 а 1+ 6+1=0 
的 根 . 
证 因为 +8= 一 p,n 为 偶数 ,所 以 (a 十 8)"=p". 由 0=a” 
+ p'a"'+-q'— (а) рга һд" A а 3 z+ p'a q'= 0 ВЈ. Fi 
FE, 是 它 的 另 一 根 , їй + r= — р". 从 而 + 8" + (a+ 8)" = 
0, (Êy +10. 即 全 是 十 1 十 (z 十 1)"=0 的 根 .类 
似 地 可 证 ,万 也 是 十 1 十 (z 十 1)" 一 0 的 根 - 
658. ÜZ ri zi a, 为 方程 刀 一 6 六 十 az 十 2 一 0 的 三 个 根 , 求 
H (z, — 1) + (2—2) (z, — 3): — 0 的 所 有 实数 a, 并 对 每 个 
这 样 的 a: 求 出 相应 的 21.22.53 
W 5 у==— 2,10 
у + (а — 12) у+ (За — 16) =0, (1) 
| 那么 у=лу—2,у=х;— 2,y,=x,—2- 001) 4-3 
故 
0== y + уз +y = (i --1)+y + (уз 1). (2) 
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在 公式 
ауа = (атут)? 30+ у+2) (xy 十 TX 十 y2) 十 3zyz 
中 , 令 rz 一 四 十 1,y 一 %,z 一 凡 一 1 ,并 注意 (2) 式 得 
0 =a l (0—2): (z, —3)°= (yi +1)° Hy Суз — 1)* 
=3(yi+1)y;(yI 1). 
因此 ,yi 二 一 1 或 y; = 0 sË у= 1. 


4 yi=—1 时 ,zz 一 yy 十 2 二 1 代入 原 方程 解 得 a=, Am т%— 


рае 10002522), ARRA: EGEV); 


34 y=0 BL, —_2, a= 18, ЮУ 2 士气 V15; 


当 y= asasi, 2 20. 
659. 求证 实 系数 三 次 方程 r tar tbrte=0 的 三 个 根 的 
实 部 均 为 负数 的 充 要 条 件 是 a>0,c>0,ab—c>0. 
证 先 证 必要 性 ， 设 三 根 为 ZirT Lys A P RI Tı 是 实 
根 , 且 由 必要 性 假设 知 >, <o. 
1) & х= 0-8, ху =0— 81, H а<0, Д] 
хк лу=2а<<0,хл,ху=е@*-+{ В?2>0, 
a =—(xƏi +z; +z;)= —(z 2а) >00, 
b =x (m=; tr) trr = 2ал + (а 4-2 >0, 
c =— zz )z;= —z (a: + {#)>0, 
ab—c = —z(@* + 8) —– 2а(а? + @'у—@2аху*— 402,4 z (а? 82) 
= — 2000 #%)—2ахт,*— Aer >O. 
2) Æ zzzyzs 为 三 个 负数 , 仿 上 可 证 得 结论 . 


再 证 充分 性 . 由 a>0,c>0,ab—c>0 可 知 b> 三 之 0, 从 而 


方程 无 非 负 实 根 . | 
如 果 方 程 三 根 均 为 实数 , 则 一 定 是 负 的 ,从 而 结论 得 证 - 否 
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则 , 设 
zi<0,z;=a+ Bi,zxs=a~— Ві, 
先 证 аз®0. BU, 2 pir = — 81, a= — х6 В, c = 
—x,B2. AT ab— ¿e= -- х8 2,8 = 0, Ы аЬ—с>0 18. 
再 证 «之 0. 0,220, ЯВА b= arr tarr, Harrr = ат + a 


+8 ,b— (а + 8°) = 2az <0 = — z l + 82) , 4-8 = = WL 


b+ 5-0,6 +220. FE > Блу = (а?а) = ab+ 2ab2>>-ab, 
1 
Вр а5—с<0, FH. 


660. ”和解 方程 组 
ZX 十 y 十 * 二 3， (1) 
z +y -z2=3, (2) 
十 六 十 2 二 3. | (3) 


解 ” 由 (1)、(2)、(3) 得 zy 十 yz 十 zz 一 3yzyz 一 1. 由 韦 达 定理 
可 知 xz,y,z 是 多 项 式 刀 一 322 十 3 一 1 的 三 个 根 ,而 25—302 32 — 1 
一 人 一 1)3, 所 以 了 一 y 一 z 一 1. 

661. ËL 1,zi zz 是 227—1 的 全 部 根 , 试 证 : (1 一 zx1) (1 
— zr) Cl — Zm} = 2n+ 1. 

证 因为 rt l= lr) Ha an), ЬШ 
2 y Lm E LHT e tatl 的 根 . 4 yleni 
12e 2n 1] yyer у EZMA (1 у)" AS yT 
十 《1 一 y) 十 1 的 根 ,而 此 多 项 式 的 常数 项 是 2 十 1, 由 韦 达 定理 
知 : 

CL rd arg) {I x) = урур Ym = n+ l. 

662. 解 线性 方程 组 : 

上 —а\", 


#5 +» еза зФ%+уз ач жтт латтаяячааачтааачв=ыпаттт=втежаачяаа 


ажуа тау S +a,x -十 如 一 — a,” 


五 ”三 次 与 四 次 多 项 式 的 根 


其 中 Arara An 是 互 不 相等 的 数 
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解 、 由 于 原 方程 组 的 系数 行列 式 不 等 于 零 , 所 以 有 唯一 解 
作 多 项 式 FN = уау азу? +=. yt xn, Ш ау» 


Ars”? G, 是 f(y) 的 n 个 根 ,由 韦 达 定理 知 
| Zi 一 一 (al 十 2 十 … 十 Co)， 


2:=аа Бааз +" +а,_,а,, 


Z = (— 1 )'a aan 


五 、 三 次 与 四 次 多 项 式 的 根 


663. B (=) == t prta 78 0 z z, za, M 
xri=a+ f, r: =at 8°, z, = ae2+ ӨЕ. 


є==соз Z isin =, 


Ж 由 这 个 求 根 公式 , 称 为 卡 当 (Cartan)? 公 式 . 
© 对 于 一 般 的 三 次 方程 ar tbr +cr+d=0, AWA 


一 也 代入 方程 , 即 可 化 为 形 如 
y+pyta=0 


(1) 


(2) 


T= у 


ВЭ, Н p= (2ас-- 6) / За? g= (23 — аЬс+- 27а?) /27а*. 
664 设 复 系数 多 项 式 f(x) 二 x; 十 pr 十 g 的 三 个 根 为 r, 


Tas T3- 证 明 Н 
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Cri r) (z) T)? Ctr zs ¿= —4р%—274. 
证 0 a,8 5 663 RDR H= ——4.а8— — 2. HH 
卡 当 公 式 知 SORY ту о БА, о ое Де, т, =a fe. 
其 中 为 三 位 原 根 . 于 是 
(21—22) = (1 —е) (а — pe), 
(дужа) = (1—2) la- ЙЕ). 
(жә лз) =€] — ё?) (а— 8). 
(ду у) Ср 3) (m, а) — 27g" — 4p’. 
665. Е.Ж КАЙ f(z)= z+ pz-Fq 的 根 都 是 
Н RAFA EERE: 


证 充分 性 今 a 为 一 зї ои 


其 中 e 为 三 次 单位 原 根 ,| да+ ,可 得 到 一 一 二. 由 此 , 据 
卡 当 公式 知 f(x) 的 三 个 根 为 : 
a+a=?a, attat =ale+ e) = —@,ає'-Єав= —а. 


即 三 个 根 都 是 实数 , 且 有 两 个 根 相 等 . 

必要 性 ” 设 a,a,8 为 fz) 的 三 个 根 , 则 由 根 与 系数 的 关系 ， 
得 2a+ Ë=0, 

[ms 
В=—а-. 

由 此 可 得 8= 一 2a,z 一 一 3o2 ,9 一 2a3. TEST +E. 

Ж 当 p=g=0 时 ,f(x) 有 三 重 根 0; 当 pg 关 0 而 A=0 FF, 
Wú 《x) 有 三 个 实 根 ,其 中 有 一 个 为 二 草根 . 

666. 试 讨论 实 系 数 三 次 方程 z? 十 pz 十 g 二 0 的 根 的 情况 . 
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解 判别 式 a- t + Ë. 


9 5-1 
А 方程 根 的 性 质 
>0 一 个 实 根 , 一 对 共 思 e 复 根 
=0 全 为 实 根 , 其 中 至 少 有 二 个 相等 
<0 三 个 不 同 的 实 根 
下 面 证 明 表 8-1 的 结 


ина Jola), КЕРЕКЕ 二 pp， 
Jf.,Gz)= —2pz— 39, Ў (х) = — (4p*+ 27q°). ЖЕНГЕ BAE 
点 的 变 号 数 为 VCz) ,那么 

1) 4 -—— (4р? +274°)2>0 В, В A<0, Jj 2<0. V(+cc)= 0, 
У(— 00) =3. 故 f(z) 有 三 个 实 根 , 并 且 可 以 证 明 f(x) 无 重 根 ,从 
而 fx) 有 三 个 不 同 实 根 - 

2) 24 — (4524274) <0 时 , 即 A>0. 
D 4 p>0 В, ИС оо) = 2,00 +оо) =1. 故 f(z) 只 有 一 
个 实 根 ; 

@ 4 2<0 时 ,Y( 一 cc) 一 2,Y( 十 ceo) 一 1. Ж f(x) 只 有 

个 实 根 . 

因此 Arz) 有 一 个 实 根 ,一 对 共 罗 复 根 ， 

3) 当 4p +274 =0 时 ,f(x) 有 重 根 ,因此 一 定 为 三 个 实 根 
《因为 复 根 是 成 对 出 现 的 ). 且 至 少 有 两 个 实 根 相 等 . 

667. 设 复 系数 四 次 方程 为 


x 4 Ьа? +сх+ах+е=0, (1) 
则 (1 的 四 个 根 与 下 面 两 个 方程 的 四 个 根 充 全 相同 ， 
rto, Fi y+ у=0, (2) 
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《2 一 月 ) = 
天 十 一 一 一 э =+ Су > “j= 0, (3) 
其 中 8= 和 8y 十 名 一 4c ,y 是 方程 
8y'—4dcy + (2ра — 8е) у -е(4с —Ь2) — а= 0. (4) 


的 任 … 实 根 . 

注 站 

@ 解 四 次 方程 要 先 从 子 解 方程 (4) 中 求 出 一 个 实 根 ( 有 多 个 ， 
可 任 取 一 个 ), 然 后 代入 (2)、(3) 求 根 . 

668. ”利用 四 次 方程 的 根 式 解法 , 求 多 项 式 f(z)= * += + 
4r—3 的 根 . 

解 由 于 6 二 0,c 一 1,d 二 4,e 二 一 3, 可 得 耶 解 方程 

81? — 402—242 —28=0). 

BR =l 是 它 的 一 个 实 根 . 于 是 f(z) 的 根 就 是 以 下 两 个 方程 
№: 
É zZ2+zr—1=0.,z2—z+3=0. 
这 两 个 二 次 方程 的 根 分 别 为 :十 (一 1 士 W DS OVID. 这 
就 是 原 四 次 多 项 式 的 所 有 根 . 

669. 把 多 项 式 f(x)=xt 十 4z 一 1 分 解 成 两 个 实 二 次 式 之 
积 . 

解 ” 利 用 四 次 方程 求 根 公式 的 导出 过 程 ,把 方程 zx 十 4z 一 1 
一 0 分解 为 两 个 二 次 方程 : 

z+ 2 z=+1—V 2 —=0,z22—1 2 >x+1+ V ? =0, 
所 以 f(z)=z'+4r—1= (а? >+ 1—1 2 )(2— 2 xz 十 1 
+V 2). 
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670. 8 f(r) 一 x 一 97! 十 ax’--H6x? 十 cx 一 4 有 5 个 实 根 ,证 
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明 :f(x}) 至 少 有 一 个 根 小 于 1. | 
证 设 5 个 实 根 为 а= l +a ¿= 1.2, 5. 下 证 至 少 有 -- 个 
а:<0. TR, Вр a>, р 1," ,5. 由 韦 达 定理 知 ; 


(1 十 oa) 十 … 十 (1 十 中) 一 9， Q) 
(1+4) 01+): 0а) =4. (2) 
由 (1) 知 | 
atarte Бау 4, (3) 
由 (2) 知 
1 Hattat 27 at 2) aaa + Ў дауа 
十 alias…as 一 44， (4) 


EEAO URET a20, RSO A ИАР 
2a<0, 从 而 至 少 有 一 根 т;<1. 
671. 试 求 多 项 式 Fo =пл" "71—66 1 的 实 根 的 个 数 . 
Ж r=1 是 f(x) 的 根 . 考虑 FCr)= Cr 一 1)f(zx) 一 nx"T1 一 
(nA 1)z"+1,F'(z)=n(n+ 1)” 1(x 一 1), 其 根 为 z==0,1. 


讨论 情况 见 下 表 : 


由 此 可 见 ， H n 为 偶数 时 ,jz) 有 一 个 负 根 和 -- 个 正 根 x=1; 
3⁄4 n 为 奇数 时 ,f(z) 只 有 一 个 根 z=1. 
672. 设 = 是 一 个 实数 ,证 明 : 多 项 式 
Сх) = ar Нах"! а?а" e a” ea 
最 多 有 一 个 实 根 (不 计 重 数 ). 
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证 4 а=0 8. (х) ==" 只 有 实 根 0. 

当 ae 天 0 时 , 令 e(z)=xz"l1—a"tl B| (т) = (ха) (х), H 
&(z) 没 有 重 根 . 于 是 (сой а. 

当 为 奇数 时 ,由 于 a4 关 0,n 十 1 为 偶数 , 故 g(r)=x"1! 一 a"tl 
有 且 只 有 二 实 根 r=ta. 于 是 一 a 便 是 f(z) 的 唯一 实 根 . 

当 л 为 偶数 时 ,= 十 1 为 奇数 ,g(x) 只 有 唯一 的 实 根 + 二 4, 从 
而 AORA ER 

AZ SORSA AER. 

673. RETRASO RAK, E: ЖШ ЖЗ а R: f' aA 
重 根 , 则 a 是 fz) 的 根 ， 

证 设 f(z) 的 实 根 为 a ,as,，… ,as, 则 


Роа, 之 (z 一 oa) ба Сеа) (аа) 


з. 
с РЕС? сеч: 


Ф /(а)зё0, ЙІ АА Зу 是 /Сх) Н, Н f (а) = f" Са) 
= 0. IN iñ] 0а) = 0,358 . 所 以 f(a)==0, 即 是 f(x) 的 根 、 

674. Ü xn Кэ: f(x) 无 重 根 . 证 明 : 如 果 存 在 实数 x, 
ВСР (л) РСС) Со), W F(x) 的 根 不 全 为 实数 . 

证 用 反 证 法 . Ü f(r) 的 根 <, reto, 全 是 实数 . 不 难 


2 )` - = ESL; 
车 n 全 为 实数 ,上 式 对 工 求 导 则 得 : 


PS- [LCD _ = ж 
Се бта (Tx) 
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LRAG гоб 显然 不 是 f (z)6938 У, рТ Ф.Т 
л) Св) LS (za) 2<0, SEMRA. 

675. ЕНН: ДАНК 六 xz) 的 一 切 根 都 是 实数 ,并 月 
其 中 有 馆 个 ( 重 根 按 重 数 计算 ?是 于 根 , 则 СО p Pak pT 
ER. 

证 Banner 为 f (yB 3 EÉ AS 18] PJ iF 3 B , B. # 
ZY m. me, ‚ту, ШЕШ (R Pk АП 

mi Fm + т p. 

ЇЙ Л СЕЙ АЙ Ж x ,32,… ,zi, 重 数 分 别 为 m4 一 1 оол 1, 
yyy 由 第 673 条 知 它 们 分 别 为 区 间 (z， 
Z.) s, бл, 15X40) 内 的 单 根 ,或 在 Crosz) 内 也 可 能 有 А (2) 64 — 
个 正 根 ,其 中 zx。 为 f(x) 的 小 于 z, B 23 z, 相 邻 的 一 个 根 ; 则 xo 志 
0. 从 而 СОВЕ У: 

аара 
或 

(m + +(m — 1) А11 р. 

676. fle) =a ta Š$, T a, 为 实 系 数 多 
项 式 , 且 eso>>0, 证 明 :车 f(z) 只 有 实 根 , 且 有 p 个 是 正 根 ( 重 根 按 
重 数 计算 ), 则 f(z) 的 最 后 -一 个 不 等 于 零 的 系数 的 符号 为 {一 1)*. 

证 设 f(z) 的 最 后 一 个 不 等 于 零 的 系数 是 a4, 从 而 f(x)= 
ах” 十 "十 ap = ау 0х оар) (к х) (хх) (т— 
zi 其 中 жүз» r, A SCAER хода 为 Fk 
根 ,但 是 

a, =o T1) (— T) C — xp) C zp) C у) 
=a ?rr Tp tpr) C S t), 
而 a> 0s r, HAER rponn AAR a, 的 符 
BAD. 
677. 在 一 个 多 项 式 的 两 个 根 之 闻 , 它 的 导数 至 少 有 一 个 根 . 
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证 由 微 积分 中 罗 尔 定理 可 证 ， 

Ж 在 代数 中 把 这 条 也 称 为 罗 尔 定理 . 

678. 设 p (2) n KEMA, Н р(а) 220, р (а) 2:0, --, 
pP Cla, р" (а) 220. 证明: 方程 pl(z)=0 的 实 根 不 超过 а. 

证 对 多 项 式 PDE х=а д аА, ЛЕ Ж ,得 


ә Ере 
РСх) = pla) р (а)ба) +. +e 


он e” (a) т-а)" 
n! 


AD р (х) 0, MARANER. 当 r>a 时 ,由 对 pta) 的 假定 
和 上 式 za(z)>>0, 这 意味 着 p(x) 没 有 超过 a 的 根 

679. 证 明 : 车 实 系数 多 项 式 p(r)=a" ax" lj +a, 
的 全 部 根 都 是 实数 , 则 它 的 各 阶 导数 p С), pla), p? Сх) 
也 只 有 实 根 (ao 关 0). 

证 只 要 证 明 p'(z) 的 所 有 根 均 为 实数 踊 可 . 

Ў a<. <a, 为 p(x) 的 根 , 它 们 的 重 数 依次 为 ,84，… ,Ё,, 
则 А" 2, =n. 于 是 w 就 是 р (zx) 的 一 1 重 根 .. Жа, е, 
а, 作为 p'(z) 的 根 的 重 数 之 和 为 (8 一 1) 十 … 十 (一 1) 二 n 一 s, 除 ` 
此 之 外 ,由 罗 尔 定理 ,多 项 式 p DKHA b HP а, <, <а, узі 
1—1. 不 少 于 s 一 1 个 根 . 因为 (n 一 上 十 Gs 一 1 =n 一 1, 所 以 
p'(z) 没 有 其 它 的 根 . Вр (xz) 的 所 有 根 都 是 实数 . 


Cn 


680. 已 知 co 二 全 十 … 二 二 了 一 0, 证 明 : 多 项 式 co 十 oz 十 … 
十 crx" 至 少 有 一 实 根 ， | 

证 Ў рО) ал ашт, 由 于 (1)=0 及 
p(0) 二 0, 因 此 存在 rE (0,1), 使 得 p (ль) =0. {Н p'(x) 同 多 项 


式 Go 十 If 十 … 十 cz” 相 一 致 ,因而 ro 也 是 co 十 cjz 十 …… 士 cui 的 
根 . 
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681. 试 证 :没有 实 根 的 首 项 系数 大 于 零 的 实 系数 多 项 式 可 
以 表 成 两 个 实 系 数 多 项 式 的 平方 和 . 
证 É f(x) 是 适合 条 件 的 多 项 式 ,那么 3(f(zx)) 一 定 是 侦 
数 ,而 且 其 根 一 定 是 一 些 共 斩 虚 数 对 . 设 其 根 为 
01930) G, | ° G, , G,. 
£ (xr—a)(r—a,)'*" (z=—a,)= f, (z=)+¿f,(=), 
其 中 A(z), 户 (z) 是 实 系数 多 项 式 , 则 
(z=—m)(r—a,)"'*(rz—a,)= (х) ifar), 
于 是 
/\х)=с(х—а,)*+(х—в,)(ж—а,)+++(ж—а,) 
=[М c ЛӘ + [V c f,Cz) F. 
682. IIF z 的 一 切实 数值 , 实 系数 多 项 式 f(x) 的 值 都 之 
0, РС) = 00) 92 la) ВН у(х), (7) 是 实 系数 多 项 式 . 
证 首先 可 知 f(zx) 首 项 系数 为 正 . 否则 让 roo, fa) 
首 项 系数 同 号 , 则 与 f(x) 之 0 矛盾 . 
FR а «а, < Со, 分 别 是 S kork, 重 实 根 ,那么 
! бх) = (ха) (хта, ) (х), 
其 中 g(z) 是 实 系数 多 项 式 且 无 实 根 . 由 第 .681 条 只 须 证 ko 
в, 均 为 偶数 即 可 . 
若菜 EAR, AcE laa) dE Caisa) AAN eoa 
(d-a) 5.100274 5: t Н 6—0) lda 
7с) 与 ff(qd) 反 号 . 这 与 Cr)y 押 一切 值 都 之 0 矛盾 ,从 而 уут, 
均 为 偶数 . 
683. 设 F(z) 一 人 auz: 是 实 系数 多 项 式 , 则 
1) 当 ( 一 1)ia(i 二 0,1,…,n) 全 为 正 数 时 ,了 (x) 没有 负 根 . 


2) %Çç (—1)'a,G=—=0,1,- ,nn) 全 为 负数 时 ,f(x) 没 有 负 根 . 
3) 当 a(i 二 0,1,-…,n) 全 正 或 全 负 时 ,f(zx) 没 有 正 根 . 
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证 用 反 证 法 可 证 得 . 
684. Е: 22* 52-0 3 wr! 十 ?rr 十 1] 没有 实数 根 . 
证 用 第 683 条 可 证 ， 
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685. (РАШЩ 3 rh Ç 38 0928? 

E in ЖЕЕ SIOA k TERA Aoh Ж 
PEERK 4, 使 #<А,;=1.2,+е,Ё.ШЖ А 为 .zxz) 的 企 根 的 
FA. 

ЖАИ, [PA E ЖЕФ РА MIREA, ARFA. 

设 f(x) 的 -- 切 实 根 为 a,… ,am, 若 存在 正 实数 В, 8а <В, 
:一 1，2 Z, ШЕ B 为 实 根 的 界 . 

686. 设 实 系数 多 项 式 Ar) 一 az 十 … 十 Caz 十 aofas 天 0)， 


F стах ао! lal, Па Т А= 14-2-7207 СН, 


则 它们 一 定 在 (一 4,4) 内 ， 
证 | (ж) |> tal ° [= lan T Барух +а, | 
®|а„| а о 4 ]z|+1] 


=|а„||х|"—с El. 
当 |z| 之 1 时 ,有 
S> lal lele т АН 16], 
(1) 
ш |z >g IA M f€) 1220. 因此 /(z) 要 有 实 根 必 
在 (一 A,A) 内 . 


687. 设 实 系 数 多 项 式 (zx) 一 az 十 … 十 aiz 十 ao, 当 |>| 充 
分 大 时 ,多 项 式 f(x) 的 符号 和 它 的 最 高 次 项 ar 的 符号 一 致 . 
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证 ЖЕҢ |т|2> ү— ИД | 
| lan 4. Баас |< lar], (1) 
Е А = тах lal, la |, =, }а„—11). 因为 由 |z «|> +1 可 得 
А< |a,|(|z|— 1), FE 


lanx" l+. Бахс Ба, | < A E [а, | del" — D< lanz" |. 


再 证 结论 . 由 (1) 式 , 当 |z| 之 7 和 7+1 时 可 知 f(z) 的 符号 与 
а.х" 的 符号 一 致 . 

688. 求 多 项 式 fO) 6425425627 一 184z 一 113 的 实 根 的 
Ж. | : 
# HA а„=64,с=256.,% А=1+т27=5, fe ЗЛЕ 
(一 5,5) 内 . 

689. 设 f(z) 是 首 项 系数 为 1 的 实 系 数 n 次 多 项 式 , 且 根 全 
为 实数 . 证 明 : 实 数 8 是 f(x) 的 实 根 上 界 , 当 上 且 仅 当 СБ), Фф). 
“…, 了 "(5) 都 大 于 零 . 

证 ЛС), С), ,了 "(6) 都 大 于 零 , 则 由 泰勒 公式 


Pass PN +) ТАН Dea ру" 


知 , 对 任何 实数 a È ась, П] 7а) >20, а 不 是 根 . 这 就 是 说 ,6 
Ж әв Ея. 
友之, 设 5 是 f(x) 的 实 根 上 界 , 且 
| Їх) = (хо) (ra) (ха), 
其 中 wa ya 都 是 实数 . WI Lh i=l, 2, n. Wk. rS 
0. 又 由 于 
Р (х) = lra) e l e—a) + rad rr ) 


+(ж—а,)(т—а,)+(л—а,„_,) 9 
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从 而 可 得 fr (0), SO FO 08 Ko. 

690. 设 f(x) 为 实 系数 名 项 式 ,5 HELM, Н f (z) = (z— 
Б)д 0х) БРО). 证 明 : 如 果 OS HAA ОНЯ, M 
为 zz) 的 实 根 上 界 . 

证 任 取 4 之 b>0, 则 因为 gx) 的 系数 非 久 ,所 以 有 

ба) = abdga + f 0)2 f(0)>0. 

因此 zx 不 是 f(xz) 的 根 , 亦 即 6 是 产 z) 的 实 根 上 界 ， 

691. iZ jz) 为 实 系 数 多 项 式 ,存在 实数 a —b. 

1) 着 f(a) 与 (86) 符 导 相反 ,网 f(x) 在 ta,5) 内 有 奇数 个 实 
根 ( 重 根 要 计 重 数 ); 

2) Ж ба) У f(6) 符 号 相同 , 则 f(z) 在 (a,5) 内 有 偶数 个 实 
根 ( 重 根 要 计 重 数 ). 

证 ”只 证 1),2) 可 类 似 地 证 明 . 

不 失 一 般 性 , 设 a= А0, (6) = В<0, M Mla, AVE > 
ЕУ. МО, ВУ т РО. П f(x) 是 连续 函数 ,从 M 点 出 发 
到 N 点 ,必须 经 过 xz 轴 奇 数 次 ,从 而 有 奇数 个 实 根 。 _ 

692. 实 系 数 多 项 式 的 实 根 个 数 与 其 次 数 具 有 相同 的 奇偶 
性 . 

证 设 /С КИК n, EA m TER A... Bno M| РС) = 
(х pir h) 6х 8„) gir). 于 是 g(x) 的 次 数 为 一 mr, 由 于 
它 没 有 实 根 ,因此 п— т 一 定 是 偶数 次 . 从 而 x 与 mw 有 相同 的 奇 
АРЕ. 

693. 什么 叫做 实数 序列 的 变 号 数 ? 

E 给 定 一 个 实数 序列 a,as,…,a,， 只 去 掉 其 中 a,=0 的 
数 , 不 改变 次 序 得 到 新 的 非 零 实数 序列 sw… ,cs 当 ecin 0 时， 
MU PR с. 每 ci 之 癌 有 一 个 变 叶 次数; 当 ськ 220 6. ИВ сь 与 
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ct 之 间 变 号 次 数 为 零 .a ，* ,cw 之 间 所 有 变 号 次 数 的 和 , 称 为 
азза, 的 变 号 数 . 

比如 实数 序列 一 1,0,1,2,0, 一 1, 一 2,3 的 变 号 数 与 去 掉 0 以 
后 的 实数 列 一 1,1,2, 一 1, 一 2,3 的 变 号 数 相等 ,此 变 号 数 为 3. 

694. ”什么 叫做 实 系 数 多 项 式 的 斯 图 姆 组 ? 

T 设 f(z) 是 元 重 根 的 实 系 数 多 项 式 . 令 f.(z)= fir), 
AG)= б). 用 ЛС f(z) 所 得 余 式 反 号 后 记 为 ha) ,再 
用 fi(z) 除 用 (zx) 所 得 余 式 反 号 后 记 为 f(z); 这 样 继续 下 去 ,最 
后 一 个 记 作 А а ЕА Ж О. 由 这 样 得 到 的 多 项 式 序列 flr), 
ЛАС), ,f(z) 就 称 为 f(x) 的 斯 图 姆 组 . 

比如 ,f(z) ==х%—3лх*+3=%(\х),/" (z) ==3х%*—6х= f (>z), 


可 求 出 f,G)=2z—3, fale) = NZ AORA GRAE ,了 为 


了 f(x) 的 斯 图 姆 组 . 

695. 什么 是 斯 图 姆 定理 ? 

E i f(z) 为 无 重 根 的 实 系 数 多 项 式 ,f(z) 的 斯 图 姆 组 为 

ЖО), ACS f (z), 

FDSA ЕН ab EKRI] fola), fi (a), ,f(a) 的 变 号 
数 为 p, 实 数列 СБ), AA „У, УВУ а, Й f(x) 在 区 
间 (a,8) 内 实 根 的 个 数 为 p 一 9g， 

696. 用 斯 图 姆 定理 求 多 项 式 f(x) 二 十 3x 一 1 的 实 根 个 
数 , 并 把 每 根 分 隔 成 单位 长 区 间 内 . 

解 ” 先 求实 根 的 界 . 由 第 686 £.-=3,a,=1,WJ A=4, HFR 
A(z) 的 实 根 都 是 在 (一 4,4) 内 .、 

再 求 f(z) 的 斯 图 姆 组 : f(x) = 0), (е) = 3° 6х, Н 
НЕЕ: 
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9 2 
>rt > | 3“ +6z 224322 1 Ет 

За 5-2 х? +22? 

上 ү 
Fia z? —] 
Zett z+ 2x 
一 二 9 本 

(х)= 4 тбл) = —2z=—1 
f,G)=—— Jf,GG)=2xz+1 


所 以 斯 图 姆 组 为 ond = 8322 1, 7 (а) = 3224 6z, f, (z) = 
2r+1,f,G)= 3. 
再 求 变 号 数 ,并 把 根 隔离 


由 表 可 知 ,fC(z) 有 三 个 实 根 分 别 位 于 (一 3, 一 2), (一 1,0),(0,1) 
之 内 . 

697. 什么 叫 博 立 呈 - 布 当 (Fourier-Budan7 定 理 ? 

E 设 n 次 实 系 数 多 项 式 f(r),a<5, 且 f(a)f(5) 关 0, 再 设 
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实数 序列 Са), Р 0а). 9, Р (a) 的 变 导 数 为 ,而 SOS (6), 
РООНУ Б о. 那么 

1) >q; 

2) flz) 在 (a,5) 内 的 实 根 个 数 (k 重 根 按 个 计算 ) 或 者 等 于 
p 一 q; 或 者 比 p 一 g 少 КИЕ. 

698. 什么 叫 笛 卡 尔 (Descartes) 符 号 法 则 ? 

£ ЖАНЕ fr) =a tH aatan ЖН a,a 
0. 车 系数 序 州 a,,a,- i Ü t aysa 的 变 号 次 数 为 P: Ш х) EO, 
十 ce) 内 的 实 根 个 数 ( 重 根 按 站 个 计算 ) 等 于 户 或 者 比 p— 4 
的 正 偶 数 . 

Ж 当 p==0 时 ,无 正 根 , 当 p=1 时 ,有 且 仅 有 -个 正 根 . 


八 、 两 个 多 项 式 的 公共 根 

699. 设 f(z)=a "rat + +a, а(х) = бох" бул" 
+: +b, ЕФ а, 6 RER 0, ДСС), Ск) 561 FERK 
小 于 m 的 多 项 式 uo УКР п ENA vie), E u(z)f(z) 
=0(х) (х). 

700. 什么 叫 结 式 ? 
Жо iZ fir) =аох" ag tH +a, g(z)=bzxz"+ bz” 1 十 十 
bm s П] 


Ro а а, 
а 41 а, = 
Rfg) ке ы 
£ ba b, се се се b, 
kek b, I 
DD 行 
b, b, b, 
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称 为 f(x) 与 g(x) 的 结 式 (其 中 空 昌 处 元 素 都 是 零 ). 

701. R(f,g)=(—1D”R(g,f), E rE т.п 含意 同 第 700 
ж. 

W 用 行列 式 性 质 可 证 ， 

702. ik f(r) = ах" tajt)! Б Ба, =a ll (zx 一 Zz) ,其 
中 ar T Em 为 了 CX) 的 根 > 


вх) =b" tbh" + += (z— уг), 
И 2,520, у," у, 为 а(х) В, ДИ 


R(f ,g)=asbz Jil Пе) 


=a Пасо p= ; “I o. 
证 1) 先 证 
Rg) =a ll ger). a) 
对 m 用 数学 归纳 法 . 314 m=i 时 (х) =ar ta А 
а 了 f(z) 的 根 . 易 证 


ау а 
а а 
R(f,g)= ses =aóg(x). 
a a, 
bo b, ++ ... б. 1 b, 
M5 m=1 时,(1) 式 成 立 . 现 归纳 假设 结论 对 下 成 立 , 再 证 & 十 1 
时 结论 也 成 立 - 这 时 
Sir) =ar аут +9 Бан 
= (г) (ах tcr! +H с). (2) 
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比较 (2) 式 两 边 的 系数 ,得 
Q Ci AoT ttt Q са Саза СХ 
00 002] '*'** 一 一] 区 76421 
КЕК УКЕН КЕТТЕТ 行 
ау с— аур +6 —сул\ 
R(f.g)= . 
т 5 ¿ 
¿Oysa Т E ЛҮКТҮҮ ЛЛУ : 4 十 1 行 
bç b, b, 


_ 列 ，… 最 后 把 第 ntk 列 乘 以 z, 加 到 十 十 1 列 , 并 注意 є(х) = 
boxi + + 5, ;于 是 


ао сї AÚ ТЕ 
z f? 
ао с „ ck 
АСР, у= lbo boritbi o gna) aygan) o=  rikg(zi) 
I Фо зз” А giz) ++ ёдт) 
| 十 1 行 


bo hrith +з giri? 
再 把 第 n+ TEU MELE я-+11т,1@ nt ITE 
— 加 到 第 n+-2 行 ,… RAAE н 2+1 REA z, 加 到 第 > 
上行 . 于 是 


åy С, Ck 
a; С © 0 

R(f,g)== b b, b, 
b b ó 0 


按 最 后 一 列 展开 
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DE 


R(f.g)= glar) 


www... ....a 4... 5... .................. 


po Dy ев Ф, 


=g(z,) • R(Z,g>, 
Еф (ж) Sart Hott с. 由 归纳 假设 知 
К,а) =ауабСх) КО лу) rg Ery)’ 
内 此 
RCF, р) =a" glr glr) pg Ta) 
归纳 法 完成 . 
D 类 似 地 可 证 R =b || cy. 
但 R(/,g)=(—1)”R(zg, f), 5 


RED = DaI оо. 
3) 由 于 (х) = blr ур) (х y,)**(zr— у,), 


g(r.)=b (z — уд) Сх, yg) Cti у„),1=1,2,+® 


把 这 т 个 式 子 乘 起 来 ,再 代入 (1) 式 右 端 得 
RCJ sg) = ao bo" П II (m — yj) 
703. (х) =ar" He Ба, уха, за,50, 
| E Еров SQ, : 
则 f(z) 与 НДУ B< R(f,g)=0, 
证 由 第 702 条 证 明 过 程 中 的 (3) 式 可 证 . 
Ж (Fir) 615 РОУ, g) 0. 


.т. 


3) 


704. 设 (2) = аах" Ба, 0,70, 1 7х) 9 ЖЖ < 
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РСР, Г) =0. 
证 KADEER (р, PDAL ЕО, Р) =0. 


5,.9(8.(х)) =t, Н 702 条 知 


aot! +e а, Қ. 


705. 设 f(z),giC>),g,I,(z)€ C[ z], EBR 
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RCF gig) =R g) ° К(Ў,в;). 
证 б rrsan Ж f(z)=a z": Һа, ФЙ -Xg (2)) = 


ЕЁ‹ў клк) ШС Сеа (01 


i=l 


= [a ° Па (х) [ас ` П 290] 
= (Ў, р) ° R(Z,g;:)- 


706. ЖЕЖ f (z) =a, z" аут" 1 十 … 十 an Ej g(z)= 


DELLE LLL EL ESL 


‚сете ео Фо а азе етаааһ»а бот TIT 


а, а, 

R(f,g)= 
a a, 
= Ga а, 
=аа„” 1, 


4„-| а, 
а, а} 
2,1 
ао а; 
а, 
а, 1 
. | Qai 
ao : а 


n—1 


707. W /(\х)=2х*%—3лх*'+Ат-+-2,ж\т)=хл'+ Ах'—3х—1, 
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在 4 取 什 么 值 时 ,f(x) 与 gtz) 有 公共 根 . 


E ”因为 

12 —3 à 2 0 0 OF 
0 2 —3 А 2 0 0 
о 0 2 —3 А 2 0 

R(f.g)= |0 9 0 2 —3 А 2 
1 0 A —B —1 0 0 
io 1 0 А —3 —1 0 
0 O 1 0 A —3 一 1 


二 (4 十 3)( 一 虱 十 4 十 284 十 157)， 
故 当 4= 一 3 时 ,R(f,g) 二 0, 从 而 f(z) 与 g(x) 有 公共 根 . 其 次 对 
А2 —482— 284—157 的 任意 :个 根 ,都 使 f(x) 与 zg(z) 有 公共 根 . 
708. 什么 叫做 以 f(x) 各 g(x) 为 基 的 斯 图 姆 组 ? 
答 AfD) ,f(x)==g(x), 用 /1(x) 除 .fo(z) 所 得 的 
余 式 反 号 记 为 户 (z), 再 用 f(z) 除 f(x) 所 得 的 余 式 反 号 , 记 为 
Cr 继续 下 去 得 到 fald Ск) 66 £. C), Ж ЁПЁ Ж 
f(r) 和 和 g(x) 为 基 的 斯 图 姆 组 ， 
709. 什么 是 上 户 斯 定理 ? 
E 设 n 次 实 系数 多 项 式 
РС) =" ta! 6 +a,- z-+-a,. 


5 
Сааб cat" —at i, 
Р) Sat eat Hate, 

以 fotz) ,了 (2) 为 基 作 斯 图 姆 组 : 


fot) Jilt), Jf), (1) 
那么 f(x) 在 虚 轴 及 右 半 平面 上 没有 根 < 过 斯 图 姆 组 (1) 中 二 ， 
且 每 个 多 项 式 比 它 的 前 一 个 多 项 式 低 一 次 , 且 首 项 系数 全 为 正 
Ж. 
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一 、 定义 

710. 什么 叫做 = 元 多 项 式 ? 

答 Р 是 数 域 ,r， е ААА Z, 是 л 个 文字 , 称 形 如 

arire aE Pki 为 非 负 整数 (1) 

BRTH n TARA 若 于 个 元 单项 式 的 代数 和 , 称 为 n 元 多 项 
式 . 当 nn 之 2 时 ,n 元 多 项 式 统称 为 多 元 多 项 式 . 

Ж ?元 多 项 式 的 全 体 记 为 PLzi ,zz 

711. ”和 什么 叫做 nn 元 多 项 式 的 次 数 ? 

E 在 第 710 条 的 1) 式 中 ,车 a 关 0, 邻 m=k ttk W 
单项 式 的 次 数 为 m. n 元 多 项 式 中 各 个 单项 式 的 次 数 的 最 高 者 ,时 
做 此 nn 元 多 项 式 的 次 数 . 比如 ,三 元 多 项 式 


fix yz) = ryz? — 5r yr +yz? 


的 次 数 就 为 9. 
Ж 若 在 一 个 多 项 式 中 ,各 单项 式 的 次 数 都 是 巴 , 则 称 此 多 项 
式 为 严 次 齐 次 多 项 式 ， 


712. ”什么 叫 同类 项 ? 

Жо Ж“алоли+ту M ёлу тубе 中 ,8 二 Li 二 1;2… ,Rn; 则 
称 这 两 个 单项 式 为 同类 项 . 

713. 与 第 450、451 条 类 似 , 可 定义 多 元 多 项 式 相等 . 相 加 、 
Ж. НЕ. ” 

714. ”和 什么 叫做 字典 排列 法 ? 和 什么 叫 首 项 ? 

答 arire Ej bruzz i za 为 某 一 个 4 元 多 项 式 的 两 项 ， 
ще, 24 (Сп), алое HEE Блох 前 
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面 ,这 样 ,在 单项 式 之 间 就 给 出 了 一 个 先后 次 序 的 排 法 ,这 种 排 法 


称 为 字典 排列 法 . 
在 字典 排列 法 中 ,第 一 个 系数 不 为 零 的 单项 式 称 为 此 多 元 多 
项 式 的 首 项 . 


+ ”多 元 多 项 式 除 按 字 典 排 列 法 外 ,还 有 按 某 一 文字 的 降 竺 
排列 法 ,比如 ,一 元 多 项 式 
Р(х,у) = ху 2z2y—22z2y2+5x, 


НУ 29 

Slzy = — 22у or улу 5х; 
按 т BJ: Е НРУ А | 

Ўбх,у) = (2у-— 2y t + (5+у) =; 
Ж у 的 隆 逢 排列 法 为 


J(z=,y)= (x 2r) y+ (22?) у+52=. 
715. finster, )Æ0 еба .х„)э®0.Ш| ` 
1) .天 0; 
2) fg 的 首 项 等 于 f 的 首 项 与 g 的 首 项 的 乘积 . 
716. 设 多 项 式 Slr RTF x KES ATF y RKS 
m, 且 存 存 不 同 的 数 a;(i 二 0,1,2,…,n. 7) 和 不 同 的 数 沁 (7 一 0,1,2， 
m. ) 使 得 
f lab)=0,i=0,1,2, nj=0,1,2, ,m. 
则 /‹(т,у)=к=0. 
证 设 按 z 的 降 宪 排列 法 
Jex y) =c lyla" tcnn OT H с (у) сбу), 
HEP с,(у) = 0 R Ә(с,бу))<жт,Ё=0,1,2,-=,л. 
H RA 
Ра, 6,) =c, lb; da? teni Фа ++-ксу(Фд3а,-Ес,(®,) 
=0, (2==0,1,2, e n; ]}=0,1,; 2,0m. ) 
д j с, (6) scena lh) ,colB,) 看 成 十 1 个 未 知 数 , 对 于 不 同 
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的 因由 上 式 即 得 2 十 1 个 方程 . 由 于 系数 是 范 德 蒙 行列 式 不 为 0， 
故 с. (6) =0. (Ë=: 0.1,2., n. ) 
HE k, H c (6)=0,;=0,1,2, m W c, (y)=0 A m+ 1 
个 不 同 的 根 , 故 
cely) =Q, (Ё#=0,1.2.*,л.) 
(х,у) ==0. 


二 、 对 称 多 项 式 
717. 什么 叫做 对 称 多 项 式 ? 
E Жн Сао z I FEER] г, у 
=n), Н 
(жүз ra raz )= fr ужу улуу зәл), 
则 称 此 多 项 式 为 对 称 多 项 式 . 
718. 和 什么 叫做 初等 对 称 多 项 式 ? 
E Рн Ки 
Фүз= + + x, 
Gz =Z Xy HL Ta t Е, Eny 
(1) 
T,= Np, 
称 为 初等 对 称 多 项 式 . 
719. ”什么 是 对 称 多 项 式 基 本 定理 ? 
EO 对 称 多 项 式 基 本 定理 即 : 对 于 任意 -个 二 次 对 称 多 项 式 
Serita AE -AER n WENA ФО у, yrr y) НҢ 
J (z Ta Zm.) =PO] 02ta), 
其 中 оү, o, 为 初等 对 称 多 项 式 . 
Ж 用 初等 多 项 式 表 示 对 称 多 项 式 的 常用 方法 有 消去 首 项 
法 、 待 定 系 数 法 、 公 式 法 ， 
720. 什么 叫做 牛顿 (Newton) 公 式 ? 
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答 ” 牛顿 公式 即 : 设 5 二 x 十 zt 十 … 十 Zt, 二 0,1,2,…， 
当 k&n 时 ,有 

зр Gisk Easa 2 十 十 (一 1)* 1с 19 + С 1) = 0; 
34 k>n 时 ,有 | 
sys I T es (—1)" 6,s I = 0. 

721. ВЕЗИ: т 

f(zm m; z )= (zi а) Cry tH a) (е +H rz). 

#1 消去 首 项 法 . 由 于 f(z,zrz,zs) 的 首 项 为 rir XPP ВУ 

指数 组 为 (2,1,0), 作 s, ,oz ,os HIRR 


所 以 ф=о{ lo °%а}=оүа,, 
万 =/f—@= (rtr) Cr Har) (m, + zr,)— 00 
= — LTT = — 03. 
故 得 J =n hfaa gs 


#2 待定 系数 法 . H УЛИ ИЛ r S HB 00305 £ 
项 式 的 竹 积 , 即 


3⁄ 9-1 


可 能 的 指数 组 
(2,1,0) 


(1,1,1) 


设 (zi 了 2 ху) =:0,9,4-а0;. 
$ n= n=l n=l, РЕН f= 2, =0,s,=2,48 A E 
式 解 得 a 二 一 1. 故 得 


7 一 olaz 一 03. 
#3 J = (=, +x;)(xz,+ z;) Critz) 
= Crit rr; rr, Harrr) Crt zs) 


= (XI 十 gs) (G) — z.) 


` 


二 ”对称 多 项 式 331 


=0 0 — t lri HI rd) 
一 Gd — T13 = G 0; — Gs, 
722. ”用 初等 对 称 多 项 式 表示 > М FE 2 yi zÉ 
fx, 255 *"** nr) == ар рати 
Ж 设 f=f,+ f, HP 
Є E E КИ 2 ОР РР 


=g? — 20,, 
= Мл. 
用 初等 对 称 多 项 式 表示 Ж: 3 9-2 


可 能 的 指数 组 
(2,1,0,0,+,0) 


28; 


{1,1,1,0,° ,0) 


设 Jal Xis Ta  z,)—= gio; асу 
Ф z=xz;=z,=1l,z, =" ==z,=0,4 À ERR а= —2. 所 以 f, 
= —2o. Ж f=0}— 20, +00: — 2а. | 

723. Ranana, 是 方程 5х#—6х°+1х—8=0 的 三 个 根 , 计 


算 
(ааа, +-а5) laitaa tai) laitaa tat). 
解 ” 由 根 与 系数 的 关系 知 


01—41 +а+а = = ? 
= 7 
02—414: Haatajan, 


=: _ 8 
I; = aaa = ы 


故 Cait аза, al (а-аа: ta) lataja ta?) 
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› 1679 


2 3 =. 
= gg: — 0301765 —— ~ T. 
192 13 22 625 


724. 三 次 方程 taz Бахаг =0 B Í 4 Җ# БА ү ЭЗ] 
的 充分 必要 条 件 是 24)— 94а. 1-27а,=0.. 
Ш 设 方程 的 三 个 根 为 myzzyzi，, 则 它们 成 等 差 数 列 的 充分 
必要 条 件 是 
ry XT) (2ta лр z) (2z; — ж) = 0. 
将 左边 的 对 称 多 项 式 表 成 初等 多 项 式 , 得 
Ср ta) Сяр xy r) ra r r) 
= 20} — 90,0 +270, = — 2a? + 9ауа;— 2?аз. | 
所 以 方程 的 三 个 根 成 等 差 数 列 的 充分 必要 条 件 是 2а} — аза, + 
27a; =0. 
Ж 这 一 结果 与 第 656 条 一 致 ,但 证 明 方法 不 同 . 
725. 设 <yz 天 0,z 十 y 十 zx 一 0, 则 
ОСН, (1) 
g==r+ ytz, | 
证 a 0z 一 zy 十 zz 十 ye， 那么 
O= xyz. | 


(иҗ 2 tz yz tryter tay 


тух 
== — 3. 


о, | 
726- # п 次 多 项 式 flz) 的 根 为 ziyzZzyyzuy 和 而 数 < 不 是 
f (z) BJ 38 , R 


_ 60, —3s 


Я fe) 
> Xx—e (с) 


证 由 泰勒 公式 知 
Рх) = f(c)+ f! (c)(z—c) + 


ИА (л) 
отларини ср 
: n! 


( 工 一 C) , 
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Жр c, Er Жс Z BJ. 5 z=—c+ y, Mi 


r š 
әр Y 


(m) 
тҮ 70) e). 


g(y)= fety = (с) У eyt 
HF tizro z, 是 SOAR й 
PLTC Ya 5L C s Ya ELE, 
是 Обу? ЙЙ. 设 ato, 为 六 的 初等 对 称 多 项 式 , 由 根 与 
系数 的 关系 ,并 注意 SOn, 
Ir =D (с) o =S 60). 
5) 1 S) 1 os DTP (0) 


Š i=) XC “¿=L yi s, Сауе 
_F (e) 
Jey | 

727. 设 工 :Xo，"… ,XT, 是 方程 2" tanx) te-a = 0 的 根 ， 
MM) zz,… ,x 的 对 称 儿 项 式 可 以 表 成 z, Pj asart ,a 的 多 项 式 . 

证 设 f(zxs，…,z,) 是 关于 rz,…yz 的 任意 一 个 对 称 多 项 
式 , 由 第 719 条 有 

Рб ол) = бда), (1) 

其 中 а(г=1›,2,+е,п—1)Д# ох, zr, 的 初等 对 称 多 项 式 . 由 于 


P=, — Ti, 


i= TO) G=, ean l), 
其 中 о, 为 x1,… уху] {Л ЖЯ] Жк ИД, X o= lya G= 1,2, 
«п, Иос; RR XT ол‹,а. san BJ Яй зї, ,不 妨 记 
oi 二 h(x dr an) G=], en 1). 

H HRA DRA M BA /Cx;. `. z.) 可 表 成 >, far, ,a 的 
多 项 式 ， 

728. i (х) = (ж-а) (ло) (z—z,)=x"—gsz""1 + 
eH Ssmi trt ak (20,16,24. ), R | 

1) Р = (s£ + s zF l H Һәр) fr p (z), 
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其 中 g(x) 的 人 次 数 之 n; 
2) H 1) 可 证 得 第 720 条 即 牛 顿 公式 . 


证 1) 由 假设 可 得 P C) = > 29. 


7 — ГУЫ 


ла) 2) Z= 
КИЕ аа к) ы 


= 3 (Ка E AE E SA 


Дер goe У) 2 的 多 项 式 ,因此 
tn F (т) =s Haat Hests dS aglr. 
2) 由 于 Aora" HI 
HPP =ar nz O11 ad 
由 1) 可 得 
ed ТОЛ К, 
= (syz sit He Hs rts РС) а(х). (1) 
当时 ,比较 (1) 式 两 端 x' 的 系数 ,由 于 Xg(x))<n, 得 
(~ Dia kan 53—65. 1 С 100772618 С 1)gs, 
Ла 567—915. 4С— 1)%7203 узу С 1)*Ао, = 0. 
4 #7>п BF, H FOORE z" 的 系数 为 0, 故 
5 一 015 1 十 … 十 (一 1)"0s = 0. 
729. 根据 第 720 条 牛顿 公式 ,用 初等 对 称 多 项 式 表示 "ss， 
5,955.56: 
Ж -1) 55268, 
“s = 51 — 20;, 


s= al— 3010, + 303s 
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TT + =o — 4ta, tH Aoo, tH 20—40, 
552=01— 9010. + 500; + 50102 — 50,0, — 50,0; 4-50;, 
5—01 — 6010, +6010; + 90102 — bote, — 203 
+ 30; t 60:0, +60,0; — 1260,7; — бо. 
2) 3⁄4 n=5 HJ,s; 953954 э56 同 1)， | 
56 = Ф) — bolo: +6016; +900: — 60ta, 
—12a,0:0; +60,0; — 204 -+ 60,0, +302. 
3) У n=4BF,s,,s s [Ej 1), 
5201 — 5019, +5010; +50,0 — 5010, — 50:03, 
ss == Фр — боо; + 610, +90102 — боа, 
120100; — 203 -+ 60:0, +302. 
4) 当 n=3 时 ,ss 间 1), 
5 == о|——4о|а,-Е 4оүту-Е2а%,. | 
s; =0}— 5019, + 5010; +50,0} — 5d, | 
ss =a? — боїо,-Е бо? с, 9002 — 1200,0, — 20+ 3а%. 
5) 3⁄4 n=2 і, 5, f] 1), 
5з = 0\-—— 30103, 
5,= 01 — 4019.-205, 
s= — 5010, 50108, 
s| =o) — bato, 90202 — 2с). 


730. ШР 6 KIEA 0, 那么 


гаг 
证 这 时 n= б. 5 二 3 一 0, 即 有 ao 一 cs 一 0. 由 第 729 条 可 得 
s= —2а,, BR s, = 595. 由 第 720 条 ”一 一 7cxmi. 所 以 ， | 
ОА Б 45У. 
T Sup D° 
731. R-P n KFE во 1220. 
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解 ” 设 此 方程 为 rott) = 0. 由 第 720 Ж 
及 站 一 ?一 光一 se 一 0 得 @ 一 ae 一 …… 一 ol 一 0. 故 所 求 方程 为 z" 
十 (一 1)"o 一 0, 亦 即 z" 二 ae 一 0， 

732. R— n RAE, E "一 % 一 … 一 5 一 0. 

WW 设 此 方程 为 хи-хи 4 С 1500,0. 由 于 = s, = 
… 一 s 一 0, 由 第 720 Ж (2<л) 49 


оа а р! 


o 
由 此 弟 推 得 = тт» (k=2,3, °" n). 故 所 求 方 程 为 


1 a 
ы e а; -+ (—1)” Ti 


二 次 型 的 定义 
733. 什么 叫做 二 次 型 ? | 
答 设 Р 是 一 数 域 , 系 数 在 数 域 Р 中 的 туз, '*** z, 的 二 次 | 
齐 次 多 项 式 | 
J (zi Zaa" „о а 


i=] j= 


称 为 数 域 已 上 的 一 个 = 元 二 次 型 ,简称 二 次 型 . 

+ 中 二 次 型 可 表 为 矩阵 形式 , 即 Crte) = Х'АХ, 
ЯФ X=(x.,z;, sz) , A= A == (а), L Sa А 
次 型 的 矩阵 , 秩 А 称 为 二 次 型 的 秩 ， 

D 当 PP 是 实数 域 时 ， 称 / 为 实 二 次 型 ， = Р 是 复数 域 时 , 称 / 
为 复 二 次 型 . 

734. “ 设 二 次 型 flr sr Е ВЕ п E = ЩИ 
阵 . | | 
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0 —] 1l 
试 写 出 二 次 型 (二 次 齐 次 多 项 式 ) 的 表示 式 ， 
R Sitit ne t =r Harie 1 ara rr 


Е аи 


735. 设 二 次 型 Старз әл, je аа 


出 二 次 型 了 的 矩阵 . 
W ” 设 二 次 型 了 的 矩阵 为 4, 当 ”一 2mz 时 ， 
а b 


当 я#=2т +1. 


А= ~ atè 


ы 
& 


P aç a 


736。 证 明 实 二 次 型 了 27 (Эш 的 多 等 于 矩阵 A= 
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Саң ) мх FE. 


证 < = даі ‚2,'*,эю) Ý = (уну. ** Ум)" , 
j=l 


X = (Ti Trt 2 M Ү= АХ. 


f= У-уу X'A' AX. 
因此 ,二 次 型 f 的 矩阵 是 4'4, 而 秩 (4'4)== 秩 (4A), 所 以 f ВУК 
等 于 秩 A. 


四 、 二 次 型 的 标准 有 形 
737. 什么 叫 二 次 型 的 标准 形 ? 
Ж 二 次 型 ftzi,…,x,) 经 过 非 退 化 线性 替换 所 变 成 的 平方 
和 diyite Ба,у 称 为 它 的 标准 形 . 
738. ” 数 域 PP 上 任意 一 个 二 次 型 都 可 以 经 过 非 退 化 的 线性 
替换 化 为 标准 形 . 
Жж 必用 矩阵 语言 叙述 为 :任意 对 称 符 阵 A 都 合同 于 对 角 算 
Е ВИТЕ п ВЕ ТЕ ТАТ = фар (а, ,---,9,,0,--- 0), ЕФ ~ 
= #(А),4,:-4,50. 
D 二 次 型 的 标准 形 不 是 唯一 的 ， 
739. 什么 叫做 规范 形 ? 
® ”一次 型 的 规范 形 .- 般 指 两 种 : 
1) 在 复数 域 C 中 ,下 列 二 次 型 
Cr z.) =d 2 "十 dd х? ? 
Юр а=0%1 G1,2,…,n) 称 为 规范 形 . 
2) 在 实数 域 刃 中 ,下列 二 次 型 
f(a i sana) = dixi adr, 
HP a =0.13K—-1G=1,2,-: m PARIE. 
740. ”任意 -- 个 复 二 次 型 都 可 以 经 过 非 退 化 线性 蔡 换 变 成 规 
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范 形 , 且 规 范 形 是 唯 -的 . 
Ж 用 矩阵 语言 叙述 为 :对 于 任何 复 对 称 短 阵 4, 都 存在 可 首 


矩阵 T, 使 T'AT= P Ц ,其 中 > 一 秩 А. 


741. BA BEME n WIRE. ША 5 Bae 

# A=# В. 
.证 必要 性 因为 4 与 B Gl: Rl fF ë u] 8 Sa ЕР 19 A— 
P'BP, 故 秩 4 一 秩 B. | 


E, 
充分 性 ” 设 秩 4= 秩 B=r, W] A 合同 于 | 5 N ,B 合同 于 


E, | 
| К д ,由 合同 的 对 称 性 与 传递 性 知 4 合同 于 B. 


742. 什么 叫 惯性 定理 ? 
E 局 性 定理 是 ,对 于 任意 一 个 实 二 次 型 ,都 可 经 过 非 退 化 的 
实 线 性 替换 蛮 为 规范 形 , 规 范 形 是 唯一 的 . Л 
Ж (O 用 抢 阵 语言 叙述 为 ; 设 4 是 an 阶 实 对 称 矩阵 ， 则 存在 
实 可 道 矩 阵 了 ,使 
Е, 
T'AT= — Е, 


» 


0 
其 中 :是 4 的 正 特征 值 的 个 数 ,t 是 A 的 负 特 征 值 的 个 数 ,s 十 := 
СА). 因此 ,s, 都 是 由 4 唯一 确定 的 . 

D 上 面 的 ; 称 为 正 惯性 指数 , 它 也 等 于 实 二 次 型 标准 形 中 系 
数 为 正 的 项 数 ; 上 面 的 : 称 为 负 惯 性 指数 , 它 也 等 于 实 二 次 型 标准 
形 中 系数 为 负 的 项 数 . 

@ > 一 上 称 为 符号 差 . | 

743. 将 二 次 型 (zi, л», ху) =Ал›х;— lrx — 2хл»лу-+ 3% 
化 为 标准 形 , 并 写 出 相应 的 非 退 化 线性 替换 ， 
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#1 配方 法 . 


faala ы Fr) Cha ++ Tr] 


3 


= 3(23— a. л – 3022—1012 +2521) + 822 
= 1 1 1 2 2 
=3(——xz,——=x,+ r)? 5 Охо 5л) Br? 

3 8 3 | 
7 一 Уз» 


у а ааа 
| T= 32? 十 333， 


3 
AN п, 
Е 3 一 一 57l 十 az， 或 1 
23 ;ty 


[ly = Жу, 


MWB e ЖЕНЕ /一 354 一 二 如 十 8 


#2 初等 变换 法 . ха} | 的 列 , 行 作 同 步 初等 变 сш 


HT яшын, WAT УТ ZARA. HA КЕЕ 
Е, Вр | 


з о о 
G` 22. =] А 
2 о E N 
-1 —1 3 о 8 
L о а le о |] 
{б -% 1 5 
0 7 
1 1 £ 2| 


一 一 一 
ч Ñ K 
w mm — 
Чыт у 

lI 
— © 

ГЕ сл 
Т а ара рор 1 
© ч ч 
ч © — 
А 
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将 二 次 型 化 为 标准 形 f=3y: тув, 

解 3 特征 值 法 ， 设 二 次 型 矩阵 为 4, 则 14E 一 41 二 (2 一 1) 
《2 一 4) (2 十 2), 故 4 的 特征 值 为 入 ==1， ¿,— 4,11, = —2. 分别 求 出 
ҖЕ А=1,4=4,%=—2 的 … -个 特征 向 量 а= (1, 1,1)'.a,= (1, 
1, 一 2)' ,a 一 (1, 一 1,0)'. 将 它们 正 交 单位 化 ， HIT asa, as 两 两 
正 交 , 故 将 它们 单位 化 即 可 . 


1 1 1 
=—=(G,1,1)',0,=—=(1,1,—2)',8,=—=(1,—1,0X. Ғ 
和 s лв ут 


是 , 正 交 替换 
Кыа E r 6708 
3 V 6 \ 2 
1 1 1 
“Ta мв Zai” 
Е 7 
s AS E Уз 


将 二 次 型 化 为 标准 形 f = y +4y;— 253. 

注 由 此 可 见 , 二 次 型 的 标准 形 不 唯一 .“ 

744. 用 非 退 化 线性 替换 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 ( 并 写 出 相 
应 的 非 退化 线性 替换 )， i | 


a 
1) кэе 25 од 
i=l 164и 


2) 50-2), 其 中 Z= lnh). 
解 |; 设 原 式 为 f, 经 过 展开 配方 整理 得 


f=G++ Looi T+ D акы 


+ ne OVAN :. 


Ф 
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和 


Yn .Ens 
则 非 退 化 线性 替换 
1 1 1 
Хр == 95:7 Уз 921)" 1 
= 1 
X — 22 g Ys Ta% 
l 
Ta 
x, = Vas 
将 二 次 型 了 化 为 标准 形 
= 3 2 "ТҮҮ п 2 
ЭУ са руе 
2) 5 
Yı =хлү—х, 
X: =л,—хт, 


Yni Tr 0, 


则 
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Tı =2у,+ $y» 
ime? 
Tz =y tH 2y + У], 
i=3 


Ó... ... ................ 


m=— 2 
Z,- T 2 yt 2y i+ y, 
i=] | 
<=, = Ya: 
注意 到 27 =Z, AER 
| ` | 中 一 二 a 
f= 515+ 《3 一 之 2 


kai mn 一 
= Dyt 21у 


а 1 


=2( H АЕ 
с?з» ы НЕ, >) 
H 1) 知 ,线性 替换 
Уу“ — = 一 二 > 23 228 2 
1 1 2 2 3 3 n—1 *—Y à 
у = z „ые ты 1 2, 
? 2 了 п—1 т-1*# 


Ум—10 == Ж„—1 ? 
Ya = Fps 


将 二 次 理 了 化 为 标准 形 | 
у= 1 
n=] 

由 1)、2) 可 得 所 用 非 退 化 线性 替换 为 


2 
г 
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2 2 0 ШЕТ 0 1 í 
1 1 

3 
x; 1 2 0 ...... Ü 1 ч | 
=; “ 之 3 

1 + 
ЧЕ Жа ЖЕМС © Аш Í 
Xa- i 1 1 п жыл, 
wd > 5 t pe 
“过 | А, 

0 0 Ü өө 0 1 


745. 已 知 二 次 型 /=2хл1-++3х}+ 3 -Е2ах„к,(а7>0› Fl IE 
交替 换 化 为 标准 形 = yi 255 L 51, K iH Ж a ЯН КУ ТЕГЕ ЖН 
RE. 

Ж KHERA 

{2 0 0 

а 3 | 

0 a 3 
N jAE— А | = (4—2) (А — 64+9— 22) =0. 已 知 А ТНВ А, =1, 
4==2,А:=5. Ж А1 代入 上 式 , 解 得 а= 4. НҮШ а= 2. Н a> 
得 а= 2. 

分 别 求 出 属于 特征 值 А =1,4,=2,А,==5 的 特征 向 量 
a =(0,1,—1)' ,e,= (1,0,0)! ,a = (0,1,1)', 

0: a. as 两 两 正 交 ,再 单位 化 得 正 交 和 矩阵 


б 1 E: 

е о 
s= i 2 
ye =w 
р уя 


746. іў f (=>, *.T> + 73 н) уь оа А д, + zr, + 
zazi* 分 别 在 实数 和 复数 域 上 将 它 化 为 规范 形 , 并 写 出 相应 的 非 退 
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化 线性 替换 . 
解 令 
[ z;) _1 ере] 
[зле аыр сы | 
| 
Tı 1 = _ li 35 
sA 29 5 : 
T3 ОАЕ 
0 0 1 > 
x) 0 0 0 1 Ya 


И СКД ЗИ =i yi 


1) 在 实数 域 上 , 令 
Yi == Z) y= 2230 уз 3, Y= 2 V, : 则 二 次 型 的 规范 形 为 


ie И; 2 2 2 
f=zi— z3 23—14 


1 1 
‚лб шз Ж. 0 
“о? 0 0 
И Ж 
C = 2 2|\0 0 1 0 
| š | 
R 1 7 了 Ho o о 202. 
о 0 0 1 
下 
3 
i y гї 8 
_ 3 
0 0 1 -%2 
3 
0 0 о 203 


© 
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2) 在 复数 域 上 , 令 


e — g; . 22% 3. 
у= zis yr 212; 3 3 4 ° 
则 二 次 型 的 规范 形 为 
== 224- zitz. 
ЈАЗЫН У X =C,Z ,其 中 


747. B 


0 а k 
a-la 0 -| x 
b c 0 


ARAE T, iE T AT 为 对 角 和 矩阵 . 
# ” 设 以 4 为 矩阵 的 二 次 型 是 
Jar za ху) == Х' АХ —є2ахух,-+ 2Ьхуху-_Е2сх›хзу. 
当 a=b=c=0 时 ,4 一 0, 了 一 互 即 为 所 求 . 
当 a,b,c 不 全 为 零 时 ,不 妨 设 а%0,& 


л 1 1 Ary 
туу = 1 —1 0 » 9 
т 0 0 l Су, 


f =2ayl—2ayi+ С2ф-+ 2с) yiya (26— 2с) узу» 


则 
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ф— b 
=2a + yay “y. 
< 
a 1 O === © 
У | = 5— Z+] ° 
0 1 s 
эз 0 0 1 di% 


ИЙ СУКЕ ЭЗЕЛИ S= 2azi— Zazi Eat, пазир. 


1 1 一 二 
а 
Т. жү. 
а 
0 0 1 
2bc 


# T'AT = diag(2a2,—2a,— 2. | 
748. 获 等 于 r 的 对 称 矩 阵 可 以 表 成 ， 个 秩 等 于 НУРЕ 


阵 之 和 |. 
证 ААН А 的 秩 为 ,于 是 存在 可 逆 逢 阵 C， 使 
4, 
d, | Ке. 
С АС= =D,+D,++- + D.. 
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这 里 ,DG 一 1，2，: …'7) 表 示 主 对 角 线 上 第 : 个 元 素 为 di, 其 余 元 素 
为 零 的 对 角 和 矩阵 . 出 此 ,得 
A=(C'!y DC FC YN DC 14 0С) D.C". 

Ж, СТУ РС 的 秩 为 1, 且 为 对 称 矩 阵 , 故 4 可 表 成 -个 秩 为 
1 BJ X FE SE Ek: 2 ЫР s 

749. 确定 实 二 次 型 六 н) SLT H rry t + 
Tar lzZan 的 秩 和 符号 差 . 

解 ” 作 非 退 化 线性 替换 


=, =i уз, 
25 =, Ye 
Zini “= уһ-1 F yan? 
x, 一 .yan-1 Уза» 
则 二 次 型 f= y! — y; + онна F уб, — УЬ», ВК Ж n 532 5 


750. Е СК /(z,y,z)=ayz+ bzz—+ czy 的 秩 和 符 
5E. 
解 1) 当 ac>6 时 ， | 
D ¿c=0, Н 747 条 知 秩 为 2, 符 导 差 为 0; 
@ 4 bc>0 时, 秩 为 3, 符 导 若 为 一 1; 
@ 4 bc<c0 时 , 秩 为 3， 人 1. 
2) 34 a<0 Bf, 
D 34 óc=0 RF, Ж 2 = ЛЕ55 0; 
© 4 bc2>0 В], Ж 3,320 1, 
@ 8 5с<0 нї, 5 3,215 3859--1. 
3) 4 a=0 ff, 
D 0 一 0 一 <, 秩 为 0, 符 号 差 为 0; 
D 其 它 人 情况 都 可 得 到 秩 为 2, 符 号 差 为 0. 
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综 上 所 述 , 当 aapc>0 Bf, А 3.5920) — 1;24 abc<00 时 ， 
秩 为 3, 符 号 差 为 二 7 a= b= c= 0 В, AMARA 0; Ҹан 


0, 但 a,b,c 不 全 为 0 时 ， #k3 2, 9525 0. 


А, 


| 4, | | 
751. 设 4 一 { h |ж чи. lAn {#0 则 存在 


r= Хетаг". | ,其 中 * 表示 阶 数 与 4 相同 的 


| Е шеш i 
ИТ 
ыы. 


tate | i ] ; 
0 An—AnAn An 


五 、 实 一 次 型 合同 的 充 要 条 件 

752.” 实 对 称 矩 阵 的 特征 值 均 为 实数 . 

753.” 实 对 称 甜 阵 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 必 正 交 . 

754. ЖА 是 实 对 称 和 矩阵 , 则 存在 正 交 矩阵 T, T 47 = 
T 'AT=diag(Ar А, , 4 其 中 心 罗 为 4 的 特征 值 . 

=Т= (ау, ,а,), Ао, = kalil, 2 , 即 w 为 4 属 
ТА МЕЧЕ А8. 

注 :特别 存在 > 维 列 向 量 8,520, 使 p ARS (= 1,2, n) 
实际 上 , 取 单 位 特征 向 量 8., 即 ALSA 再 用 8'; 乘 等 式 两 边 , 即 
证 8:48, = А,. 

755. ЇЗ А,В ЖЗНЕ, Н 

A==diag(A,, sA Ао ,-——А,,0,,0), 
y B=diag (gas шу = ед,» — a 0," 0), 
其 中 А220 (=1,2, r). >0 (J=1,2,-: р), li| ag=B<—s 
=t H r= р. (二 表示 合同 ). 
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证 因为 4 五 都 是 实 对 称 怎 阵 ,由 惯性 定理 可 证 ， 
+ O REIER AM B 的 正 惯 性 指数 分 别 为 s,s; 负 
TERESI RIA tista WA 合同 于 B< s = s; rb ta 
D R A4,B 是 实 对 称 矩 阵 , 则 4 合同 于 pB<— A 与 B 有 相同 
个 数 的 正 特征 值 , 且 A M В 有 相同 个 数 的 负 特 征 值 . 
756. n 阶 单位 矩阵 EE 与 一 在 实数 域 上 不 合同 ,而 在 复数 
域 上 合同 . 
证 的 正 惯 性 指数 为 x, 一 E 的 正 惯 性 指数 为 90, 故 五 和 一 
E 在 实数 域 上 不 合同 . 
在 复数 域 上 , 秩 玉 = 秩 ( 一 EE) 二 nn, 故 EE 与 一 E 合同. 
757. 证明 
А А, 


А, А 
合同 ,其 中 isig" Z, 是 1.2，… 的 一 个 排列 : 
证 设 两 个 矩阵 分 别 为 4,B, 其 相应 的 二 次 型 分 别 为 
fa Алі + А Ал, 
Јв= А у НА у Ке +A, у. 


作 非 退化 线性 蔡 换 
y = x; , t= 1.2," n, 
则 e WR Ja 因此 ,A,B SA. 
B < _ [1 -1 
15 L As о В Р р | c=[ 2, Ai 


了 f(x) 是 实 系 数 多 项 试 ,证 明 : 在 实数 域 上 存在 实数 名 ,4 和 和 4 阶 方 
RE B,,B;, 使 得 
1) J(A)=AB,+xB,; 
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2) В.В,= B,B,=0; 
3) B= B, B= B,. 

证 (АЕ А) = (4—1) (4+3), П A 为 实 对 称 阵 , 故 存在 正 
ЕЕ Т, Т' АТ =аар(1.1.1, — 3). 那么 

T FADOT =diag f0), ОЮ, fA), 7С— 3)) 

= /(1)4ав (2, УТ, 0)+f(—3)diag(0, 0,0,1) 

5 В, = Тфар(1.1,1,0›7', В, = Tdiag (0, 0,0,1) Т. А = 
fA), à =f 3). i 
则 fCA)=4B,+4:B2, B? = В, , B= B,, BiB = В,В, =0. 

759. 设 A,B,C,D ЖУ n ИХЕ, свата, C 合同 于 
D. 试问 下 列 结论 是 否 正确 ? 为 什么 ? ` E 

1) (4 十 C) 合 同 于 (8 十 万 )， 


2 |。 сант. >|: 


解 1) 不 正确 . 例如 ,在 复数 域 上 , 取 A= |. T B= 


P 由,c=[ 6 ,5=[ °, S |: 则 4 与 8 合同 ,C 与 
DD 合同 ,但 是 4+C 与 B+ D 不 合同 . 


2) 正确 ире QAQ, D= CQ, apas |Ó |; 


0 ‚©, 
р НЕ К аа a) 
19, 设 分 块 矩阵 M= | В анвар, ра. 


PE yE РЕ, WERE M 合同 于 和 矩阵 
жые | 
Е 0 DI 


则 
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证 H М=М®&.А'=А,В'=С,р =. EB 


Е 0} ү 
кк уе 
DOC E с: 
ys [ABDC шү. 
[Ду P' MP ; 


о D 
BH E M 5 N 合同 . Р 
761. n ELE BE БРИНЕ GERE: 对 任意 
维 列 向 量 X , 4845 
Х'АХ =0. 
Ш 必要 性 Жл = А, ШЕ X £ 
Х'АХ=(Х АХУ = ХА X= --Х'АХ, 
移 项 后 ,可 得 
Х' АХ =0. 
充分 性 ЖАНЕ X A X AX=0, 8 A= (а), „е: 表示 第 
i TIRA 1 其 余 分 量 为 零 的 = ЯП, X Sete; WI 
(e, +e; )' АСе, +ед=0, 
Bg 
ан Hayta Fa, = 0. 
4:=3 8, пати 当 гче рф, 得 as 一 一 ar, 故 4 是 反对 称 
Ж Е. э! 
”762. ШЖ п BUPER Et A 对 任意 нах 8 X'AX 
一 0, 那么 A=0. 
证 因为 4 二 4, 对 任意 维 列 向 量 瑟 都 有 X'AX=0, 由 第 
761 条 知 4' 一 一 4, 即 24 二 0, 故 4 一 0. 
763. n EERE 4 是 对 称 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 AA = 
А?. 
Ш ”必要 性 显然 ,下 证 充分 性 . 设 A= (а), HF AA = 
A , 故 有 tr44 一 tr42, 即 
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” 2 л " 
2, Laj 2; 22 
ај 2:8 r. 
i i=] j=1 


2) Ca; a; Y =Q. 
[ А ЖЕ Е, ата, (2363), BE А^= 

764 А,В улп ЖАКШИ .АЖ AB 的 一 个 非 实 特 征 
{Н.Х Ж АВ 对 应 于 4 的 一 个 特征 向 量 , 则 X ВХ ~ 0. 

证 Ж ABX = AX BJ B Ha 33835 848 X'BA=—2X' ,所 以 
X'BABX=2X' BX. B| АХ' ВХ =1X' ВХ,(А— 1) ВХ = 0. [Ñ АЖ 
非 实数 , 即 4 一 4 天 0, 所 以 X' BX= 0- 

765. ВА 为 -个 ? 阶 实 对 称 年 阵 , 且 141<0, 则 必 存 在 实 
n 1 XÆ, fE Х'АХ< О. 

-证 i боо) XAXA л CERD A.A, 
“Q A WIR LAL = Adan O 知 4 至 少 有 一 个 特征 秆 为 负 , 不 妨 
1 А, <0. 由 第 754 条 的 注 ， 存在 8560, #'АВ= à <0. 

766. 设 f(zi zj x.) =X АХ 是 一 实 二 KEER л 

实 向 量 X, , X, ,使 | 
Х'\АХ>0,Х' „АХ,<0, 
则 必 存 在 = 维 实 向 量 X, 0, 8 Х'АХь=0.. . 
证 设 秩 A 二 r, 则 存在 非 退化 线性 替换 x=cY,#— 次 型 化 
为 规范 形 | | 
ПКЕЕ 
由 1 委 2<r, 若 取 =l; уо = у, ,==0, у == 1, 
1046-40202 66 02—120... 
Ж Ү,= (1,0, :--,0,1,0,-,0,Х,=СҮ,30, M] /== Х',АХ,=0. 

767.” 设 实 二 次 型 fCat sr) = X AX SE Ë A 的 特征 

E AKULA ДЕЯ тЇ Н Баар 下 ,二 次 型 的- 
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最 小 值 和 最 大 值 分 别 是 A ЯП A- 
证 ТЕНЕ С, 
Q' АФ = аар (2, ,А,, "aA = В. 
FEZ X = QY , 则 
Х'АХ=Ау tày t ee +A, y =Y" BY. 


而 | 
A Y'Y<Y'BY=X'AX<AY'Y, 

X'X=(QY)QY=Y'Y, 
故 | 

АХ'Х<Х'АХ<МХ'Х. (1) 
条 件 z+ ritet 即 X' X= 1, ,因此 

ASX'AXKA ` 

易 知 上 述 不 等 式 里 X' AX 可 达到 等 号 , 邮 f 的 最 小 值 和 最 大 值 分 
别 是 Ài ‚А. 


768. 设 A 是 rn 阶 实 对 称 和 矩阵 , 则 存在 一 正 实数 c, 使 对 任 一 - 
E п ҖЕП X Ж | 
|X'AX |< X' X. 
证 由 第 767 条 (1) 式 , 令 с=тах{|А,),}А„]}, HJ 
IX'AX |< X: X. 
769. А,Б п ТАГИ. А.А, ЖА -АВ| =0 的 不 同 
根 , 并 且 Х= (zr. zi, m Y= (уузу, 分 别 是 
(А АВ) Х=0,(4—А,В)У=0 
НОЯ, Х' АУ =0, Х'ВҮ=0. ` 
Ш ВАХ BY = А, (Х'ВУ) = АҮ' ВХ = Y'(A BX) = Y' 
АХ = (Ү' АХ) = X' AY = А,Х'ВҮ, M À> A  Х'ВҮ=0,Х'АУ ` 
=0. 
770. 一 个 实 二 次 型 可 以 分 解 成 两 个 实 系数 的 一 次 齐 次 多 项 
式 之 积 的 充分 必要 条 和 件 是 ; 它 的 秩 等 于 2 和 和 符号 差 等 于 0, 或 者 秩 
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等 于 1. 
证 必要 性 设 f= (ал+ ез Hanan) (biz +s д) 
2Z0,e b G= 1,2, ,7) 均 为 实数 . 
D 车 两 个 一 次 式 系数 成 比例 , 即 b= 二 kai(i= 二 1,2,…,n) ,不 妨 
设 al 关 0, 则 非 退 化 线性 蔡 换 
yS aty += Бах,» 
S G 
化 二 次 型 f = ky ,此 时 了 了 的 秩 为 1. 


2) 着 两 个 一 次 式 系数 不 成 比例 ,不 妨 设 竺 天色, 则 连续 进行 


下 列 非 退化 线性 替换 
VSAT T +a,r,, V1 二 之 1 十 之 >， 
| -ear сата 
Y=Xi(t=3," ,п) y= z G=, ,n) 
化 二 次 型 f= уу, =21--22. ER f 20) 2 且 符 号 差 为 0- 
充分 性 1) 若 了 的 秩 等 于 i X=CY 
化 二 次 型 为 . | 
/ sumaqqa usaspa UN 
= (at H Ба,х,) аах F+ Баа,х,). 
2) Ж ЛЕР 2 ASRR F о, ЧЕН #+Е# СУ 
化 二 次 型 为 
f=¥y ~ yi= (au y) (y, ya) 
=(a,z, j= Бат.) + T+ brata) 

771. Ü бу, 506,0.) = LiH LH e HL L + — 
Lao HP 1,2,6 ptg) Е tirrr ЭРК, IJ 
fx, 172 | *"* sE DW ERER p, ARENS. 

证 iR L= bari F b ir t + bat, G=, 2, e ptg), Bio 
FErz z R TETEE Ж з, BEH ro ДЕНЕВ {ЕЖЕ R 
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y = cami Fco oe cam, G =12,.°" n) (1) 
使 
Д/С жу» жез *** аж) =L HLH ЧЕ Lr 
Ss а yp, (2) 
先 证 <р. 用 反 证 法 . 假设 s> p , t: ЕНЕ Jy ЖШН 
| бж + 6, 一 0， 


bp Ty H ee HHD mEn =0, 
Cepa Ti Fe се, =O, 
cami oe T AE = 0). 
的 未 知 量 的 个 数 为 =, 方程 个 数 为 рл п, ОНЕГЕН {т 
在 非 零 解 (al aza) ,将 它 代 入 (2) ,得 
Slasa ran d) = Лу + — 1А = у + y. 
Lpa =e = ы == yi =" = y,=0. 
因此 ,对 一 组 不 全 为 零 的 数 zi Sa tar r =a, 18 y, 
一 2 一 … 一 2 一 0, 这 与 非 退 化 线性 替换 人 1 的 条 件 相 了 矛盾 . 
类 似 地 可 证 得 f 的 负 惯 性 指数 <q， 
772. 任何 一 个 n 阶 可 逆 复 对 称 和 矩 阵 必 定 合同 于 以 下 形式 的 
矩阵 之 一 : 


0 E, 0 
0 E, 
| : |Ë а=» E, 0 0|,Жп=27+1. 
Е, 0 
| 0 0 1 


证 AH nR AEREE. H TPS A N SRI Кз 
同 的 充分 必要 条 件 是 其 秩 相 等 , 故 当 * 一 2r 时 ， 


жол)= | 了 = 
一 从 
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因而 4 合同 于 | ‚онаи. 
E 0 

0 E 0 Е, 0 

saza 0 Е, 0 ol. 

0 0 0 0 1] 

773. 任何 一 个 阶 可 道 实 对 称 箱 阵 必 合同 于 以 下 形式 的 和 矩阵 


之 一 : 
0 E, 0 
0 0 Ea 0 一 丘 z 


证 Z À 2 n АЈ. 当 A 的 符号 差 之 0, 生 一 1 
的 个 数 为 > 时 ,4 合同 于 


т 


0 
0| ,因而 4 合同 于 
1 


0 Ё, 0 


Е, 
=E, ; 
Е„_ or 
34 4 的 符号 差 <0, 且 1 的 个 数 为 + 时 ,4 合同 于 
=E; 
mk 
Б | |" | Ё j| 
A -一 — d = 
Soga less E EJ Tle ol 
P 
тран Q= | Р E 
m~r В 
Е, 0 Е 0 
Q' — E, . Q= E, 0 0 |. 
E,-,;,1 0. 0 жу 
Е, 人 0 E, 0 
Q' -Е, | а-к 0 0 | 
=E 0 0 一 五 。zr 
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774. 设 和 4 是 反对 称 矩 阵 , 则 4 合同 于 矩阵 
0 1 1 
—1 0 


L | 0) 
证 ННЯ, ул 1 Еф. А = (0), 命 题 显然 成 立 . 当 п 2 
时 , 设 
Г 0 412 
Б ЕМИ к! 
# ao 一 0, 命 题 成 立 ; 若 al 和 关 0,4 的 第 一 行 . 第 一 列 均 乘 以 az ,得 


| gas ат. врал 或 2 时 ,命题 帮 成 


М. 
假定 n< ШЇ ТИЛД T. EE a= £+ 1 时 命题 成 立 设 
| 0 Бег 41 (| .十 1 
A=| | | 
; — aw sas 0 Ak k+ 
dik 7 арт 0 


若 最 后 一 行 .一 列 元 素 全 为 零 , 由 归纳 假定 ,命题 成 立 ;车 最 后 一 
т. 一 列 中 有 元 素 不 全 为 零 , 则 经 过 行 、 列 同时 对 换 , 假 定 cut ,二 
9, 于 是 用 arl 去 乘 最 后 一 行 、 一 列 , 则 4 化 成 
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0 ... ау» b, 
=a = O Tl: 
—b +з —1 0 
由 此 将 最 后 两 行 , 两 列 的 其 它 元 素 化 为 零 , 则 4 合同 于 
0 ... фу) 0 о 
6а 0 о 0. 
0 + 0 0 1 
0 0 —1 0) 


经 过 行列 同时 对 换 , 将 右 下 角 的 | “， BALEA. 再 自 归 
纳 假定 即 知 命题 对 z=k 十 1 也 真 ,归纳 法 完成 © 

775. itn MEIER 4 EWR, 4; 是 A= а) ЕЖ 
的 代数 余子 式 , 则 二 次 型 8 一 学 2 бш жул, 和 二 次 型 f= 
Х' АХ 有 相间 的 正 、 负 价 性 指数 

Ш 因为 4 是 满 秩 的 , 设 4X=Y, 则 XX 二 A-'Y. 于 是 

f=X'AX=(A YYY=Y'A-Y, 

ЖР Y= (узуу Ri а= батя 


—y 4- _1. 
f=Y'A у= ул ra >> Аму 
Вр . f (ry os == ‚х= бу, уг,” У.) 


由 于 非 退 化 线性 替换 不 改变 二 次 型 的 秩 和 符号 郑 ， # f fl z 有 相 
同 的 正 , 负 惯性 指数 . 

776. 如 果 n 阶 实 对 称 和 矩阵 按 合同 分 类 , 即 两 个 п 阶 实 对 称 
矩阵 属于 同一 类 当 且 仅 当 它们 合同 , 问 共 有 多 少 类 ? 

Ж 设 4 为 = 阶 实 对 称 和 矩阵， a р 条 知 ,4 仅 与 
下 列 -二 1 个 对 角 答 隆之 一 合同 : 
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而 > 又 可 以 取 0,1,…,n 之 一 ,- 故 接合 同 分 类 ,n 阶 实 对 称 矩 阵 的 


类 数 为 


N=1+2 十 … 十 (n 十 ]) 一 名 二 2. 


777. Ж А=а+ы 为 n 阶 实 方 阵 4 的 任 一 特征 值 , 则 
mina а imaxe Ph Ap 为 人 4 十 4 的 全 部 特征 值 . 
证 ”存在 正 交 和 拓 阵 了 ,使 T'(CA-- AT = ав (gss y). W. 
2 是 4 属于 4) 的 特征 向 量 , 即 48==48, 则 
PAHA B= OAHDP 8=2а PB. 
< Y=T'8= (y, туз", У, y * 则 
Y'diag(2 ,LY =2aY'Y, 


= 2а = Yis 
(minza) 2) | у; | 92 | y; P< (maxz) 2) |у:1°, 


2) | у: 12560. 所 以 пипа тах. ЕЕЕ 
R. | 

778. 设 4,B,4B Жл WENER, à E AB 的 -- 个 特 
征 根 , 则 存在 4 的 一 个 特征 根 ;, 和 B 的 一 个 特征 根 ¿BE A=sz. 

证 HA Im ins sz, АВ= (АВ) = В А! = ВА, 
ЕТЕ арн T, tE 

T'AT == іар (|, vi) T BT =diag (зэ), 
ТСАВ®УТ= (Т: АТ)СТ-ВТ) =аіар (fhs, stt strs), 

ЖТ isise tasn 为 48B 的 全 部 特征 值 ,从 而 即 得 结论 . 
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六 、 正定 与 半 正 定 二 次 型 (和 矩阵 ) 

779. 什么 叫 正 5( 负 、 半 正 、 灶 负 、 不 ) 定 二 次 型 (矩阵 )? 

答 ЙА 5н ЗЕМ БОН. 

1) 如 果 对 任意 和 元 维 列 向 最 XA, 80 Х'АХ:>0,Д К 4 为 
E EER, HI Оу) =X AX 为 正定 二 次 型 . 

2) 若 对 任意 n ЭҢ AX, AA Х'АХ;>0,Щ Жк A 为 半 正 定 
ERE, HEPR f(zi,… d == Х' AX 为 半 正 定 二 次 型 . 

3) EX EE п ИИ XA, AA Х'АХ<0,Щ Ж 4 为 负 
ER RE, HER ЛС, z.)=X' АХ 为 负 定 二 次 型 . 

4) 者 对 任意 +n ИА AX, AA X АХ<О, WIA 为 半 负 定 
矩阵 ,并 称 f(x,… ,zx,) =X AX 为 半 负 定 二 次 型 . 

D 若 存 在 两 个 п 维 列 向 量 X, , X, ХА Х;>0,Х',АХ,<. 
O, RIPE Слу) = ХААХ 为 不 定 二 次 型 . 

780. 设 4 为 = 阶 实 对 称 和 矩阵 ,4 为 正定 矩阵 的 充 要 条 件 是 
4 的 各 阶 顺 序 主子 式 都 大 于 0. 

781. 判别 下 列 二 次 型 是 否 正 定 : 


= } 1 < s 
п n=] 
2) Drit Datst 
1,1= 3 
和 解 1) ir WC EA Е A= (а), В L: i ; 设 
š; 2 W а 


АВА ТАЕ А |А,),Ш 
ГА = GNRH >0,k=1,2, A 


由 第 780 Ж 4 为 正定 矩阵 ,从 而 二 次 型 为 正定 的 ， | 
2) 记 二 次 型 矩阵 为 召 , 并 设 召 的 & 阶 顺序 主子 式 为 | 肪 |， 而 
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1 L 0 0 о 0 

11 + o o о 
B= | өзөнө ; 

оо оо 1 + 

0 ооо + 1 


[B = CT @+1)>0,&=1,2,-эл. 
因此 由 第 780 条 知 二 次 型 是 正定 的 . | 

7182. i A= [° С) ,其 中 B,C 分 别 为 大 阶 各 阶 实 对 称 
和 矩阵 ,那么 

1) A 为 实 对 称 短 阵 ; 

2) B,C 都 是 正定 矩阵 寺 A4 为 正定 矩阵 ; 

D В.С 都 是 半 正 定 的 和 4 РЕВЕ. 

证 1) 显然 . 

2) V Х'<—(хуү,++,л.)5&0, р п= т, X = (Yi, Y), 
HP YS Crear) Y = (mai st z.) IL Y, Y, 不 全 为 0, 于 
Ж X'AX=Y',BY,+Y',CY,>0,Hl A X iF E EË. 

3) fh 2 可 证 . | 

783. 4 a,b,c 取 何 值 时 ,二 次 型 ах? tbri tarit ira 是 
负 定 的 ? 

解 ” 设 二 次 型 年 阵 为 4, 则 


a 0 c a 0 —c 
с © а і —е О —a. 


= 


六 ”正定 与 半 正 定 二 次 型 (矩阵 ) 363 


НТА ЕФ <>А 负 定 ,一 4 正定 的 条 件 是 
—a>0,(—a)X—b)2>0,—b(at—c2>0, 
Rp4 a<0,b<0, [а |22118, ЖД АЕ. 
784. Eana, s.a, 为 了 个 实数 , 当 arrar a, "ге 


条 件 时 ,二 次 型 

frr sr d) = (хара), Базда) 4 4 Crn ipa ул, y: 
s + (xz, taz) 

是 正定 的 ? 


Ж 由 于 对 任意 2,200,060, 都 有 С 60,9220, 
型 f(z 和 ;TT) 半 正定 . f(x, st sT) = 0<— r Har: = t, Hat = 
= a, Баул, = z,+a,x=0<= 

1 a O == Ога 0 
| |е (1) 


a, © 0 = 11, 0 
-AE f REES РО ,zx,) 二 0 LERRA) 
REFR REITIR D=14+{— taar co 天 0. аа, 
aA NOAKES EE. | 
785. Жж ИЙ РЕЖ Ж ОНЫ AAH n Er ЗО ЖК БЕ, Ш К 
面 的 几 条 等 价 : 
1) 4 为 正定 矩阵 
2) 4 的 所 有 特征 值 均 大 于 0; 
` 3) 存在 正定 矩阵 8 使 A= “ 
4) 4 合同 于 E; 
5) 4 的 一 切 主子 式 都 大 于 0; 
6) 4 的 一 切 主子 失 阵 都 是 正定 矩阵 ; 
D 4 的 一 切 磺 序 主子 式 都 大 于 0; 
8) АЕ R IAl0; 
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9) Ж nxm ERC, HE C=m WA САС HIE EERE 
10) HEEZE T, T'AT E; 


А, 
11) wali | МА M А АЗАГА 正定， 

证 Dn 第 780 条 已 经 给 出 

12>2) MEWE. # 4 的 全 部 特征 值 和,…, ,不 全 为 正 ， 
ЖЕ AA <<0. 由 第 754 条 的 注 ,存在 2560 1 p ARSASI А 
Ж1Е ЕЖЕ РЕН IR Л ЛЕ. 

2)>1) ЙАН РЕ {НЛ А, AR 754 Ж fe TE E 2 E 
ВЕТ ів 

Т'АТ = дар (А.А, 4). A=Tdiag(A А, sh)T G) 

ER Х-20, R 

X'AX=(X'T)diag là s sA СГХ) =Y' diag là st ADY, 

BP Y =XT= (yry) E0 FE ХАХ= Ау +y 
>0,R) А ЕЖ ВЕ. 

2) 一 3) MRH 
A = [TdiagV À, V ATJ Tdiag(V А, see VAT] = 
Bt, HP в=їйш б/ 2.25: МАТ !. 因 互 为 实 对 称 矩 阵 , 且 特 


征 值 А >0G=1,2,--. n) , 故 为 正定 矩阵 . 

3) 之 4) А=В'=В'ЕВ. B E: E E FE РЕ, MT 29 Ае kB Е, Ell 
A 合同 于 Е. 

4)=>1) iW A=T'ET=T'T, BR |T|= 0. ER XZ0,4 
ТХ=Ү= (y yt y) , Ш Y= 0. +E 

X'AX=Y'Y= y 220, 

& 4 为 正定 矩阵 . 

DSD 用 反 证 法 , 设 AS laj) 车 存在 
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toadttegaaaaaat 


但 B Æ k REIER, AIE k MEZER U fE 
B=U" diag бду, , LU, 
H [B| = a <0 3⁄4 B 至 人 少 有 一 个 特征 值 小 于 0. 不 失 一 般 性 ， 
设 <0. £ Y'=(1,0,---,0)U ,W| Y>: 0, H Y BY = z, <0. & X' 
= (zx yX) В 
а= r€ (i L ti, 
10, E, 
W Х=0, R. 
| Х'АХ =У'ВҮ-= н <0, 

这 与 4 为 正定 和 矩阵 的 假设 矛盾 . 

5) 过 6) 设 B8 是 4 的 一 个 六 阶 主子 矩阵 ,由 于 8B 的 任意 一 个 
峰 序 主子 式 均 为 4 的 一 个 主子 式 ,由 5) 的 假设 知 它们 都 大 于 0， 
从 而 由 第 780 条 可 知 B 为 正定 矩阵 . 

6)=1) А 本身 也 是 它 的 一 个 主子 矩阵 . 

.1)=>8) 因为 正定 矩阵 一 定 是 半 正 定 的 ,而 14|>0. 

8)=>]) ЖА п AREEN Asees An H A FE ERTA À, 
20,1, 2, en М. |A| =à A0 8 A0 iml, 2n 

1)=>9) {ЕҢ Х50, 0) CXA AHE CX =0, W C'CX=0, 
而 CC H т WHERE, l Х<=0,. ВОР). 由 于 A 为 正定 
Ж.И | 

Х'‹С' AC)X= (СХУ A(CX)>0. | 

9)=1) ` Ha E, 9) 的 假设 E'AE 为 正定 矩阵 ,但 A= E' АЕ, 
所 以 А 是 正定 的 . 

9)=>10) 只 要 把 9) С 取 成 10) 中 全 即 可 ， 
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10)>1) ETAT JEZER. EPT 为 实 可 道 矩 阵 . 因为 
А= (Т) СТАТУСТУ), H 1005 ЕП АЕ. 
1) = 11) 由 于 4 正定 ,因此 4 正定 . 令 了 = 


l л |. i 


T'AT p А (2) 
С 0 Же 


{н T ARAE, Їй r E| SE a ТЕ EHE, MAHORA А, 
与 А,—А',Аг! А, 都 是 正定 和 矩阵， 

11)=>1) ”由 假设 , 取 上 面 的 T', 仍 有 (2) 式 成 立 . 再 由 第 782 
RAT AT REEE, AT A 为 正定 矩阵 . 

Ж ”对 正定 二 次 型 有 类 似 的 结论 ,这 是 因为 配方 法 就 是 对 
次 型 的 矩阵 作 合 同 变 换 . 设 二 次 型 为 X'AX, 其 标准 形 为 

diyit+ d. 2, 

则 X AX Ж1Еле —K3l——d,>0,.:=1,2,:: 

786. PE F ¿E EEE6S Ж 8 fE. RA s. n кола 则 
下 面 几 条 等 价 : 

D А ЖЕЕ; 

2) A RRE А220, 1,2,5; 

3) 4 合同 于 diag (1,…,1,0,.…,0), 其 中 1 的 个 数 等 于 A 的 


4) A 的 一 切 主子 式 都 非 负 ; 

D A 的 一 切 主子 矩阵 都 是 半 正 定 和 矩 阵 ; 

6) А=В'В, Еф В KH EE; 

7) 对 任意 nxXm LEC RA САС БЕ ЕЕ; 
8) 合同 不 改变 半 正 定性 . 

证 证明 方法 类 似 于 第 785 Ж, А. 
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Ж 4 的 一 切 顺 序 主子 式 都 非 负 , 不 能 断定 4 半 正 定 , 比 如 ， 
A=diag(0,—1). 

787. 设 4 XEEEE., N 

1) ATL RACO) А" (т WERO, АТЕНЕ, 

2) р(х) =ar" + Бах Ба, Ж aZ20G = 0,1,2," m) 
且 至 少 有 一 个 为 正 , 则 g《4) 正 定 . 

证 D 设 4 的 全 部 特征 值 为 入 ,入 sA o ИН АЛЕША А> 
0 G=1,2,***,.n). 

因为 4-: 是 实 对 称 矩阵 ， тежина, 2. 


全 为 正 , 故 A :正定 

同样 ,kA4 实 对 称 , 其 特征 值 441,k4s，… kA RASOEK 1E , АК 
kA 正定 . | 

A” 实 对 称 ,其 特征 值 ААА Е, А" EE. 

因为 4*=1414-1, 而 1|41>0; 由 前 述 可 知 4 "正定 . 

2) g(4) 的 全 部 特征 值 为 g СА) ,gh),…,g (入 ), 由 假设 知 ， 
它们 全 部 为 正 , 故 g(4) 正 定 . 

788. 1) ЖА ул ЕЕ В.В 29 n РЕ ВЕ, IJ A 
+В 为 正定 矩阵 ; | 

2) ШАРЕ ЕТЕ SE 36 BE 2 ТЫ E E ДОН. 

证 1) 因为 对 于 任意 的 多 关 0 有 

X'(A+B)X=X'AX+X'BX>0, 

所 以 4 十 B 为 正定 矩阵 . 

2) 类 似 于 1) 可 证 得 . 

789. 设 4 是 实 对 称 矩 阵 , 则 存在 实数 a>0,8>0, {Ë aE 十 
А,Е+ВА 为 正定 和 矩阵. 

证 ЖАЙ ТҮЙ Ну Ashot $ дб) =з На, g (A) 
二 aE 十 4 КНН 2 А +a ta A. Ба. атах (|А:1), 
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aE 十 A4 НАФ УІ, EtA 正定 . 取 p= 1, 820, E+ 


8А=--(аЕ+ A). 由 二 之 0,aE 十 A ERA EHAA 也 正定 . 

790. 主 对 角 线 上 全 是 1 的 上 三 角 矩 阵 称 为 特殊 上 三 角 矩 
阵 . 

1) £ 4 是 一 对 称 和 矩阵 ,7 为 特 萄 上 三 角 和 矩阵 ,而 BST AT, 
则 4 与 8 对 应 的 顺序 主子 式 有 相同 的 值 ，; | 

2) ЖА ЖК А 的 顺序 主子 式 全 不 为 零 , 那 么 一 定 有 一 特 
#k L = fj 3R k: T ETAT 成 对 角形 ; 

3) 利用 以 上 结果 证 明 ;如 果实 对 称 矩 阵 4 ВФ ИИИ F E T À, 
全 大 于 零 , 则 AREER 

证 1) 设 4,,Bi 分 别 为 4 与 召 的 天 阶 顺 序 主子 矩阵 ,下 证 
|All = |B| ,大 一 1 ,2，…，72， 

Т, * 


令 T=| + | tr яза. 
Ta 0 A, * г, * T' A,T, x 
в=т'ат=|, Е В| | * J | 
| 则 В,=Т'.,АТ,, MARTIRA HAHA Т, | =i ,得 IB, | = [А, |. 
2) п ЧЕ ВЕ А = Cay) IN aa 天 0, 则 对 4 的 第 一 行 和 
а 0 
第 一 列 同时 进行 相应 的 第 三 种 初等 变换 4, 可 化 为 | „|, 
Ба ст bon 0 
a | 1D 的 结论 知 | j 
Бы с бы : ü 


Е a | 天 0. 从 而 zzz 天 0, 把 В, Ж БЕШЕ А, ШВ, ,又 可 
21 22 


К 


其 中 В; = 


an 4\2 


| 这样 继 续 下 去 ,可 以 将 4 Tinka OE RE. 由 于 每 
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Эт КЇТ. УЙШ E = Fp ЛЕЙ, оч ТАЖ E AE T 
HERT, х L = fE E B£ ВИЛ РЕ E = ДЕЕ. ЖОКИ 
` 182). 

3) 由 2) 的 结论 知 ,存在 特殊 上 三 角 和 矩阵 使 T'AT = бав (А. 
Дз, "4,2, B 1) 知 


À =a >I ÀA = 


а a 


“| >>0, 从 而 .之 0. 这 样 继 
z d 


续 下 去 可 证 得 一 切 А7>0,:—=1,2,++,л. ЖЗ ДК X AX, $ 
X=TY, 则 

X'AX=Y'(T'AT)Y=Axt+ +, 
因此 , 当 Хо 时 有 了 天 0, 从 面 知 居 ,4X>0, 即 А KEER. 


791. # 2 зала; (ar 一 az) 是 正定 二 次 型 , 则 f 为 负 定 
二 次 型 ,其 中 


би “H da У 
ар ee An у; 


ДО уу,» у) = "мөр seovasconts 


ЕД kis Yn o 
证 1 令 A= (a; ),x=, НЭ 402 Жж 
Суу sya) a — Ayy, 
其 中 А, es 的 代数 余子 式 . 上 式 说 明 二 次 型 了 的 相应 的 矩阵 为 
一 (4 )', h A EEA AER, RA YVA NESA 


负 定 二 次 型 . 
证 2 4 A= (aj), W А ЖЕ Е.Ф Y= (у, у), WI 


ЕЕ 
Y oko. 工人 УАУ 


由 
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两 边 取 行列 式 得 f= – {АҮ А-У. 由 于 4-: 也 是 正定 矩阵 及 141 
>0,# 为 负 定 二 次 型 . 

792. Z À J IF E #E P , H 

1) |A|<a, P. ,这 里 P. 1 A ËJ n—1 阶 顺序 主子 式 ; 

2) |A|[=< ana "am i . 


+ x А,-, х 
证 1) 设 141= x х ;其 中 P, .,= | А„.,|,Х= (ал, 
аы »*°*эашы—1)!. 于 是 
А,_; X An- X А„-‹ x 
{А | 一 `i = 
Х z, 0 am X 0 


由 第 791 ЖНА | =a,,P,-,— lAn XAXA. 由 4 正定 知 4.-: 
正定 ,从 而 ACER, 1А, l X' AAZ. И [А|<а,„Р,-1. 
2) 反复 利用 1》, 则 
| А [Ж а Р,-1%аыьа„-1„-1Р„-4%°"Жыаша„-1л—1777@ц- 


793. BET= E n ЗЕЙНЕ, RI 


т И etet 
证 BT É ЕЕЕ, ИШ TT 是 正定 矩阵 ,于 是 


有 

2)& * 
k=] 

> ` п ç 
> т 
T T = £ =] | y 
" 
z 
2 
* у 
k=1 


由 第 792 жт = T TIS П аа). 
794. _ Ў А,В,С 为 三 角形 的 三 内 角 , 则 对 任意 实数 Z+ yz. 
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2+ у*+&'2>®2хлусов A + 2zz=cos B+ 2yzcosC. 
证 考虑 二 次 型 
f(z,y,z)= z°+ y? +2? —2zycos A —2rzcosB—2yzcosC. 
其 矩阵 为 


1 `—cosA —cosËB 
А=| 一 cos4 ` 1 一 cosC |. 
—cosB —cosC 1 


由 于 4 的 全 部 一 阶 主 子 式 都 等 于 1, 二 阶 主子 式 都 有 形式 1 一 
cos:a, 因 而 
1-——соз'е==51п'ае2>0, 
唯一 的 三 阶 主子 式 
[А | = 1 — 2соѕ Асоѕ Всо5С — соз А — соз В —соѕС= 0, 
故 二 次 型 半 正 定 . 所 以 ,对 任意 实数 zx,y,z 有 f(z,y,z)220. 故 
z’ + yt + z*222zycos A + Zrecos B+ 2yzcosC. | 
795. 上 为 何 值 时 ,二 次 型 - 
(ху, ze zs) ёж) +22: —5хї+ ишн 2х\хз-——2ху,;› 
是 半 负 定 的 . 
ж 设 所 对 应 的 抵 降 为 À.) 


а ол оу "r — = J 
1 22.5 
三 为 半 负 定 二 次 型 < 一 > 一 TA ЭРЕЗЕ E — та 8 切 主子 式 
0020" 
i ga IEA 


Da T 是 半 正定 二 次 型 
证 1 T иу ш х, (2;— 2,20. 
{= |} і =] 1ssec уп 
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证 2 ШЖ КАЯА, Д] 


n—1 一 1 … 一 1 
—] и] =1 
4 一 www... .... v... ........... 
—1 一】 `... n—1 
|AE— A|= AC n)? 
ТЕА п CREEA А А, In A= 0, ВАТА ДЕА, А 


为 半 止 定 短 阵 ,对 应 的 .二 次 型 是 半 正 定 的 . 

797. 设 A,B 都 是 nxn 实 对 称 和 矩阵 ; 则 A 一 8B 与 8 一 入 均 
Ж ЕЕ Ее A= В. 

证 充分 性 显然 . 

必要 性 令 C=A 一 B. 8 Сп CEN Aeee A А 
—C=B—A6ÉJ n Еу àA HT. CEEE AR, i= 
1,2,…,n. ВЩ—С?ЁЮЕ 18—А>®0,+=1,2,е-,л. Ë А0, 
1,2,…,n， 则 存在 正 交 矩阵 了 ,使 

T CT =diag(A ,4,) =0. 

ЯШ C=A—B=0,Bl A= В. | 

798. W ABH A— B 都 是 半 正 定 矩 阵 ; 则 |4| 守 1B1. 

证 D 车 |8|==0, 结 论 显 然 成立 . . 

2) жів >0, 18 为 正定 矩阵 ， 故 由 第 785 条 知 存 在 正定 拓 
E с. B=G. H A-B ŽEN GOCA- BG PE ЖШ É. 


бс 


ССА ~ ВС! =G TC AGT Е. с) 
由 于 САС аз, 因此 存在 正 交 矩阵 7T, 使 
T' (GLAG YF =diag {à ste ,Nh), (2) 
Kh А, А, 为 G AG ЙРЙ. 由 (1)、(2) 得 
А—1 ` 
тет=| h (3) 
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Нус ЕЕН Е, H (3148 А — 1220, В A=1,:=1,2, 1: n. 
《2) 式 两 边 取 行 列 式 得 | 
IG | [A| [G | =А «А221. 
两 边 乘 以 18|, 并 注意 18| 二 1G1?, 得 |4| 之 1B1. 
Аһ А, 
799. (Fisher) 设 半 正定 矩阵 a- "| ;其 中 An ‚ А 


Aa А» 
ВЕ. ААТА. |! А |. 
证 H A ФЕ дс: R AE An А» ЕЕЕ ЕШ. 
1) 车 |4|==0, 则 结论 显然 成 立 ， 
2) 若 14| 天 0, 由 4 为 半 正 定 和 矩阵 知 4 为 正定 矩阵 ,从 而 An 


为 正定 生 阵 ете, ааш 


Т'АТ= P: г | (1) 
0 An- AnA An ; 


两 边 取 行 列 式 得 
[41= [ån] + 14» АЛАА, |. (2) 

由 T'AT 半 正 定 知 А An An A FEE, K А„— (А„— 
AnAn Аз) = АлА А.З, Н Ж 798 ЖП Az |22 1А, — 
АА, Az | 将 它 代 入 52)7 式 即 得 结论 . 

最 后 证 明 ААА. t EE. Н АЕ 3 Ai! 正 定 , 即 An = 
TT, 那 么 Ал А MA T)A,É=C'C 半 正 定 , 其 中 C= 
TAr 


Am ae A. 

zi) 都 是 方 阵 , 则 [А {5 141 ° | А |. 1А. |. 特别 地 ， 
[А | «апара. 

800. (Hadamard) # A= (aA n Et 3E 2 ВЕ, ДЈ 


PEER, Н A,G=1,2,.., 


374 Е 


| [А p< 11 > CAR 
证 $ B=AA' N B ЗЕЕ $E B$. 在 


Sai, * | 
B= 24% 
* У, 
的 两 边 取 行列 式 , 再 由 第 799 条 的 注 得 


[А = IBIS H 21а. 
801. (Hadamard) 设 4=(a;) 为 n 阶 实 方 阵 , la; | SM, 


则 [detA | <и? M", Hh detA 为 4 的 行列 式 , | det А | 为 det A 的 绝 
对 值 . 

证 由 第 800 条 可 知 (detA): 志 n"M2", 再 两边 开 方 得 

[det A| <a: M". 

802. BEIER 4 的 特征 信 全 大 于 a, 实 对 称 矩 阵 B 的 
特征 值 全 大 于 5, 则 A+ B 的 特征 值 全 大 于 atb. 

证 设 A 的 特征 秆 为 А, з, 则 A—aE 的 特征 值 为 А-а, 
n- àa 由 假设 知 4 一 2 五 的 特征 值 全 为 正 , 故 4 一 a 五 正定 . 同 
理 可 证 ,8 一 bE 也 是 正定 的 . Н РСА+А) (a+b)E=(A—aE) 
+ (В БЕ). (А-В) — (a+b)E 正定 ,其 特征 值 全 为 正 , 设 4 为 
A+B 的 任 -- 特 征 值 , 则 (4 十 8) 一 Ca 十 8)E 的 特征 值 为 A 一 (a 十 
b). 从 而 4 之 a 十 8; 即 A+ B 的 特征 值 全 大 于 a+b. 

803. (Schur) iZ n MIERE A= (а), B= (6,, 1 9 iF E E 
BEC = (с), са, Р, Ш) C 为 正定 矩阵 .- 
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证 rH B AES РЕЯ, ЖЕН ЙН P 8 B=P'P. Ар 
= (рі), HII у= Харар. 于 是 对 任意 XS (rtp ,zx,)' 50,9 


Х'СХ = 2; 23а 2] as (D pupazz; ° 
= УЭ 23422 рыт (Рат) 


i = j;j=1 
Pat 


= D (Pazi '#ыьхт„) А = Ү'.АҮ,, 


+. | 


| Px Za 
其 中 Y,= (pam, s*y фьх,)'. 由 Х-5=0 É P 可 逆 易 知 Y,0. H A 
EEM YAY, >0, AW Х'СХ:>0,й C ЖЕДИ . 

804. Йй А,В Ж1ЕДӘЕ РЕ. ИЙ АВ ЖЕТЕ ХЕ РЕН) E 2 VEA 
件 是 АВ=ВА. | | 

证 必要 性 显然 ,下 证 充分 性 . 由 于 A В НРА РЕ, 
Н 48 一 B4, 从 而 存在 可 逆 和 矩阵 人 ,使 TAT = diag (和 1,… ,4)， 
TBT =diag{ pi, s/n). 由 A.B ЖЕ ЕЁ А20, а2>0,7= 
1,2,+›я. {Н TO CAB)T =diag (Ауа, A), Ц АВ 的 特征 
{Ё Ал, A, 都 大 于 0, 故 AB 正定 . 

805. AE x ИЕН, B E x 阶 实 对 称 和 矩阵 , 则 必 存 
#E п ЈЕ Т.{# 

T'AT= E, T' BT =diag (jä st ,pn), 

其 中 pastes pa E |AA— B| =0 的 有 个 实 根 . 

证 A 4 合同 于 已, 故 存在 可 道 矩 阵 尸 使 P'AP= E. ҢҒ B 
是 实 对 称 和 矩阵 , 则 P ВР 也 是 实 对 称 和 矩阵 , 从 而 存在 正 交 和 矩阵 Q, 
使 Q' (P'BP)Q=diag (pg, s4), 
Ж мз, A PBP 的 实 特征 值 . 令 了 = РО), Й] 

TAT=E, TT'BT=diag(pi, st), - 
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Т' (АА—В)Т = ар (А n, ,A— д). 
两 边 取 行 列 式 有 
[Т|#|АА— В| = (А): (A— д„), 
Жош, л, Ж1АА—В|=0 HARER. 
806. (Fan—Taussky) # АЖ n ЕЕЕ, АВ Е x ЗЕ 
РЕКЕ RE, И АВ 是 正定 矩阵 < 一 号 的 特征 值 全 大 于 0. 
证 必要 性 ”由 第 805 条 ,存在 可 道 窍 阵 了 使 
TAT=E, Т'(АВУТ =diag (z, , д). (1) 
由 于 合同 不 改变 正定 性 , 故 220 (二 1,2,*… 5л). 
Т'“АВ)Т=Т'АТТ?ВТ=Т\ВТ 
可 知 B 的 特征 值 全 大 于 0. 
充分 性 ”由 必要 性 证 明知 (1) 式 的 (i 二 1,…,n) 是 B 的 特征 
值 ,而 джс>0(=1,2,+,л. ), ДЬ Т" АВТ 正定 .因而 可 知 АВ tb, 
Еж. | 
807. (Ляпунов) Ж À E n RNEER, C 是 x 阶 正定 给 阵 , 若 
{РЕЛЕ ЕЁ В IE 46 十 54'= 一 C, 则 4 的 特征 值 的 实 部 全 小 于 
0. 
证 由 假设 及 第 805 条 可 知 存在 可 道 矩 阵 了 使 
T'BT= E, T"CT 一 diagf(c ,cn), 
其 中 cc ЖКТО MT Ж Ж Т HR AB+ BA' = —C РШ 
得 
T' ACTO !T'BT+T' BT (T' ATY =—T'CT, 
T'ACT') O T AT Y =diag(— cists — en). 
任 取 4 的 一 个 特征 值 4=a-t&i, 则 由 第 777 条 知 


= 二 + mine, <0. 


2 
808. E A 5 BRE n MEERE, BI) 
D 多 项 式 144 一 Bl 的 根 都 有 基 正 数 ; 
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2) АА ВІВ 1454 = В. 

Ш 1) 由 第 805 条 即 得 . 

2) 用 第 805 条 的 记号 . E == 1,NJ T" AT'= E= T” ВТ. 所 以 
A=B. 反之 ,车 4=B, 则 

0=|АА—В|=]|А||АЕ—А-!В|=|А||АЕ—Е|. 
АА ВТ 5 |АЕ-—— E| BJ 8 45] , ИНЖЕ F 1. ` 

809. Ü n ВЕРЕ А = (а), б, nd 是 任意 有 个 不 等 
FEPER. 5 D= (d, ,其 中 全 一 ab 一 1 2 n. р 
正定 矩阵 

证 令 了 =diag(0 b.) M] T =T Впр р. {Н& D 
二 TAT ,而 合同 不 改变 正定 性 , 故 D ЭЛЕ E SE E. 


810. 设 ~ а) а zt tb zz ,其 中 a,6 为 
实数 , 间 а, 满足 什么 条 件 时 ,二 次 型 f 是 正定 的 ? | 
ЖОРУНУ A,A, 为 4 的 级 顺序 主子 式 (4 二 1， 
2,…,n), 由 第 735 RA: 
-D 34 п= 2m 时 ,有 
а k=l, 2s“ 
Даа кон k=1,2; =m 
ЁК а2>0,а%—Ь>0Ш,/ ЖЕЕ — K 3. 
2) 当 n 二 2m 十 1 时 ,有 
A =at, k=l, 2, n; 
Ôm = (a+ b)a™; 
Anyi = ба Hja Cah) k=l, 2, ym 
故 当 а2>0,а-++5Ь;>0,а—Б>0 时 ,了 为 正定 二 次 型. 
811. А-А, А п оН ВЕ AB 十 B'A 正 


ъ 


证 必要 性 ” 今 B=4-! 即 可 . 
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充分 性 ”由 于 АВ+В'А 正定 , 故 对 任意 实 维 列 向 重 X > 
0, 有 | | 
0<X'(AB+B'A)X, =(AX.'BX,+ (BX, АХ, 
=2(АХ,)'АХ,. 
由 此 知 4X。 天 0, 这 就 是 说 AX=0 只 有 零 解 , 故 4 可 道 ， 
812. Ап ИКЕ, Д) 
1) 当 B 是 xn 阶 正定 和 矩阵 时 ,|A 十 B1 宇 1B1, 等 号 当 且 仅 当 有 4 
二 0 成立; 
2) 当 А520 R}, | A+ E|>1. 
证 1) 由 第 805 条 ,存在 可 逆 和 矩阵 了 使 
Т'ВТ= Е, -T'AT =diag (j4, әд). (1 
T'CA+B)T =diag(1+ mss 1 十 各)， (2) 
由 4 半 正 定 知 w0 i=l, 2n 于 是 在 (1)、(2) 两 式 两 边 取 行 
列 式 可 得 | 


[Т] А+ЕВ|= Паж т. 18|. (3) 
HEITI, 814412181. с 


由 于 (3) 式 威 立 等 号 < Пача) 1еәд00 1,2, 
n) А=0. 

2) 在 1) 中 令 B= E В. 

813. ШллорЕ КЖ РАЈН ВЕ А, 5 

у= (Є К" |" А2=0), 

则 Ах = 0 的 解 空间 为 V. | 

Ш У А Az==0 的 解 空间 ,下 证 V=W， 

ER с,ЄИ, | Ах,=0,х',Ах,=0. И Є, wv. 

FER C V, y Ay. = 0. 由 A E IEE, 8k £f fE ТЕ SE 38 
ШС. A=G'G=G2. 所 以 0= y Ay. = (Gy) (Gyo). 从 而 Gy, = 
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0,С?у„=0, Вр Ay = 0, yo € W IEB УСУ. 
综 上 所 述 ,W= 二 V. 
814 iR a1,…,a, 是 互 不 相等 的 正 数 , 令 A= (а), Ж а, 


= ЙА ЕЕЕ 
证 设 4 的 上 阶 顺序 主子 式 为 &, 可 以 证 明 


А-П ааа. 
由 假设 知 Ду>0(6=1,2, en). 天 4 为 正定 矩阵 . 
815. ША E n ШЕЖЕ. АВ 29 n АЕ ЕЕЕ ,НЕ 
В: 14+812 141+ 181. 
Ш 由 第 805 条 知 存在 可 道 矩 阵 了 ,使 
Т"АТ=Е, TBT=diag (ts ,16) 
其 中 jj 之 0,1 二 1,2,…,n, 并 至 少 有 一 个 арос в=0). Р 
T'(A+B)T=diagll+ ду, ,1-Ед„), 


таты Пиз + Цне ттан pish 
两 边 消去 | 工 |:, 即 得 14HBI |А|+ IBI. 
816。 ТЕА Ж ИЕНЕН В Ан ЧРЕЗ ЛИЕ, 


PATES 
证， 由 :8 XH ERES Hf 761 TE BX=0, "КГ 
А 为 正定 矩阵 得 | 
X'CAT-B)X= X' АХ>о, VX¥0. . (1) 


D 车 14 十 B81==0, 则 (4 十 BX= онч X. РЖ ` 
X' CA-+ B)X,=0,jk 5 ORT 8. 

2) ##|A+ B| <o, H 9 765 条 知 存在 Же, 使 Хч л 
В)ЭХ,<0,110 (1) )&- : 

故 14 十 B1 守 0. 


BTE EMEK 


一 、 入 -和 矩阵 

817. 什么 叫 入 矩阵 ? 

E 设 己 是 一 个 数 域 ,是 - -个 文字 , 则 称 以 数 域 已 上 的 多 
项 式 作为 元 素 的 矩阵 为 A— EE 100) AA BAR. 

818. НЕЋЕ? 

Ж ”类 似 于 数字 矩阵 可 以 定义 加 法 .减法 .乘法 AR HEY 
运算 , АС) Л ЫНА Ж ACAD BF RE SE EE. 还 可 以 定义 nn 
阶 》 一 矩阵 的 行列 式 , 其 行列 式 是 的 一 个 多 项 式 ， 

819. -什么 叫做 4 一 矩阵 的 秩 ? 

E BADE тхо 的 4 一 矩阵 . ЕН r 阶 子 式 不 是 零 多 
项 式 ,而 它 的 一 切 r 十 1 阶 子 式 都 是 零 多 项 式 , 财 称 АС ЖЕУ. 
记 为 秩 (4(4)) 一 r， 

当 4 一 0 时 ,规定 秩 {4(A)) 一 0. 

820. {Т2 [Ж 一 矩阵 ? 

E 设 40) 为 z 阶 4 一 矩阵 , Im Le E n Br 4 一 矩阵 BOE 

| AWB = В(А)А(А) = Е, È 
那么 称 АСА ЈУ ВУ A— BEEF, R Е Жл Et S S E. 

注 O 由 于 四 (ND 与 B() 地 位 对 称 ,因此 ВС) E BJ W a. 
DEEE АСА) ВСА) = ВСА) АСА)=Е @ ВСА) ЖЩ В. 仿 数 字 
Ж Ёш ВКА) = АА). | 

821. HADHA nii ER ДАС ЯЙ < |А(А)|=с, 
其 中 c 是非 零 常数 ， 

822. 1) 若 АС) пй, MAD |50; 
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DE nX n ERAADA, ШЖ C ACA3) =n. 
注 它们 的 道 命题 不 成 立 . 比如 ,4A(4) = іа СА,1), | АСА) | 
=2#0, HCAW) =2, Eh Ф 821 ЖЯ ADRIA. 


À 
823. iz АСА) 一 ‚Ж A 100. 
A [т КӨ к i 
解 1 | 
E ENE ss к" F 
ATCA) ja] AG) > —Ө+1) 1 
#2 因为 


| 1 А :1 | Е А: 1 | 
А+1 十 4 二 2i0 1 0 2! —(34+1) 1 
1 0i1+ 二 A414 一 于 
= 2 

0 2: —(А+1) 1 


= 0: (六 十 4 十 2)/2 йт 
01! —@Q4+1)⁄2 1⁄2 有 


所 以 
АФ+АФ2 一 1 
| sÀ | 
Z| —(A+1) 1 
R3 > 
anw- aà! +bÀ+c — , 
a+b, Atc, as 十 BA 二 cs 
由 42)4-1() 二 巨 得 a=b=+,c=l,a=0,=— 1,0, 
АО ауа аза 


2 2: 
824. 下 列 4 一 矩阵 中 ,哪些 是 满 秩 的 ? 哪些 是 可 逆 的 ? 若 可 
КДЙ, Ар ЩЕК. 
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A 24+1 1 
1) | 1 АР Z2+1l; 
да А. =e 
; А-1 à 
2) œ=] al ; 


А 1 0 å 
о 0 2—1 A 
0 0 2 1 
À 2А+1 
解 риат; Их 
ECAA = 2, ААКУ, ШЛ 900. 
2) | BW | = 42—22 —1, N] ВСА) Ж ЖЕП). ВЕЕ СВА) = 2,8 
Во) ярі. 


Ар А 
3) 令 pw=| Jem 
РИ 1 


рь [ 3 
cw- 0 À 


0 DA) 
[DA| =—1.|С‹А) | =1, A CAORA. БЖ ССА) Й, - 


А 0: 
Р(А) | | š » 
0 А : 


0 DA :0 Е 


3) C(A) = 


|= А1960, 


` 


A 0: 
E рт] | РА) 0 
— 0 À : 


0 Е : 0 D(A) 


А 
was. 0 
0 Е: 0 РА). 


: 0 
E 0; DOIA -D7 | jro] 
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ро) Š J 
д? 1— А? 


А O ~ АА — Д5 
=l À =l ДУ == 
5 |, ур 5 а а жа 


=] à 一 % 一 A % 
А 1-82 А AHAA 
С-А)= А 
0 一 1 А 
о 0 А 1—4 
二 、 4 一 矩阵 的 等 价 


825. 什么 叫做 4 一 矩阵 的 初等 变换 ? 

答 下 面 的 三 种 变换 叫做 4 一 矩阵 的 初等 变换 ， 

1) 互 换 两 行 (或 列 ); 

2) 用 一 个 非 零 常数 匀 某 一 行 (或 列 ); 

3) 用 某 一 行 5 或 列 ) 的 % (7 悦 ,加 到 另 一 行 《 或 列 ), 其 中 


#Q) EPA. 


注 Dij AITAD- WATER PG, у). 
D 用 非 零 常 数 < RR: TOD, HATER PG (c). 
ӨВ: Еее ЕТЕ ; 行 ( 列 ), 相 当 于 左 ( 右 ) 乘 


Plis jPA). 


PED PEO, PO JOANADA, E RE 


o UNER, H 


PG,j) = PG, 
PGD =P), 


PE, ЗСО) = PG, jp). 


826. 什么 叫做 两 个 4 一 矩阵 等 价 ? 
E RADM ВОЯ nX m ËJ А-А — Ж 
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列 行 和 列 的 初等 变换 将 4C) 变 为 ВСА), ДЕК АСА 5 ВО) ЗИТ. 
记 为 АСА) ВСА). 

Ж АСА) ВСА) е ТЕ u[ m POR ОКА), 1% 

РА) АЧА) СА) = ВКА). 

827. “一 ”是 等 价 关 系 . 

828. 两 个 4 一 矩阵 的 秩 相 等 ,它们 是 否 等 价 ? 

答 不 一 定 . тло | | œ= „Ё 

ү б А!” 0 AJ 
САСА) ) = (B(A) ,但 它们 不 等 价 . 


三 、 行列 式 因 子 与 不 变 因子 

829. 什么 叫 艇 行列 式 因 子 ? 

E i mxn hja- ВЕ ADIA r IFERN k <k 
Er EAO FRA k ST 2 W Ë J # $€ A 1 的 最 大 公 因 式 称 为 
有 AACN) 的 不 级 行列 式 因 子 , 记 为 D. OQ). 

Ж 当 秩 (A400))==r 时 ,A(i) 有 +r 个 行列 式 因子 D Ae, 


D. OQ). 
830. A (221) m Xx ËJ À— EE £ АСА), MJ АСА) ~ 

HA) 0 | | | 

| ; [ЖЕ На) овса pd D) r> d D = 


1. 2,…,r) 是 首 项 系数 为 1 2156, H dA) |d: (A) (:=1,2, 


6—1). 
HOD € 
+ © ЕШ Г ЕТ 
@ БАН а, (А), A,(4) 称 为 4(4) 的 不 变 因 子 . 
831. 4 一 矩阵 经 初等 变换 后 哪些 量 保 持 不 变 ? 
答 ” 秩 .行列 式 因子 ,不 变 因子 保持 不 变 , 
832. 4 一 矩阵 的 标准 形 是 唯 的 . 
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833. HEOR 1 一 矩阵 等 价 的 充 要 条 件 . 

Ж 设 上 0) 与 五 (1) 都 是 zxX 产 的 1 一 矩阵 , 则 АСА ВСА) 
<> PO)AGOQQ)—= BQ), Ж н РОО ОСА) В B| ЖЕ РЕ <> 
AWE ВОЛ) Ж ҖЫ ЇЇ BJ <> A (АУ Уу B(2) 有 相同 的 行列 式 
BT АСА) 5 BC 有 相同 的 不 变 因 子 . 

834. 行列 式 因 子 与 不 变 因 子 之 间 有 什么 关系 ? 

E 设 秩 (4(1) 一 r,4() 的 行列 式 因 子 为 DA,DA), 
不 变 因 子 为 由 (0 d (A), 0 

р.) = а, (Aeda A) k=l, 2r; 


D, C(A) 


d, QA) =D, (à) WOED, САЎ 
Ж ”两 者 相互 唯一 决定 ， 


835. KIER 
1—4 А" а 


‚2==2,3,е,т. 


4 А —А 
1+ 2 А? —А? 


АХА) = 


的 标准 形 ， 
W ”因为 


es %*® (hO, AT „с, Q s ДУ 38 
лов А -一 |。 А -a | 
1 & =) lo 0 =i 


© p 0 XR fi 
0 0 X+ Жол 


所 以 ,4() 的 标准 形 为 diag(1,2,22 +A). 

836. 设 4 阶 4 一 矩阵 4(W) 中 有 一 个 一 1 阶 子 式 等 于 非 零 
常数 , 则 A(W) 的 个 不 变 因子 为 1,…,1,c14()1, 即 4() 的 标准 
形 为 diag Q.e lel AW |), e B c ЖЭ | AQ) 1 的 首 项 系数 的 重 . 
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žr, 
证 由 很 设 知 2,04) =1=а4, 04) = = d,_, Q). 
由 于 ААВ n {э Ж | АСА) |. B DC) 的 首 项 系数 
为 1, 故 取 < 292 | АСА) | É ЛИ ЖА ДВ 
D, =d, (A Scl АСА) |. 
837. 设 两 4 一 答 阵 为 | 
Р (А) 0А) 0 
0 f, рй. К 
Ў, СА) ву О) 0 
0 fi а. І 
MRNA, f, САВУ (А), (А0 Н Ж. А AQ) ВКА). 
+ 这 一 结论 可 以 推广 如 下 : 设 
AA) =diag (fi (А) а (Л), fa CADE Q, Ў, 06, (А0), 
BA) = ар, Dg СА), f, Dg AD ,fi О). AD), 


FAD ЖУ Agn OER AOSB, Н 
Fa Q), CD 为 万 (0 无 (的 任 一 排列 ， 
838. ШЖ (2),… ,了 (4) 两 两 互 素 ,那么 
diag C fila) see fA) іар ll, ,1, FA fA) f, QA). 
证 用 数学 归纳 法 , 当 一 2 时 , 令 š w 
Л.А) 0 | ‚во›=| 0 | | 
0 fA) : 0 FDSA) 
则 由 假设 及 第 837 条 得 АСА) В(А).. | 
归纳 假定 命题 对 ”一 1 成 立 , 于 是 
Фарс, A) ssy fam (А), f ANDS 
oo diag yes 1, f САУА Sa AD ADE ` 
diag ses L, LA APE f, САУ, СА?) 


А00 | 


ao- 


| 


归纳 法 完成 , 
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.————————-———-—-—ө——— 


839. Ш А(А) =diag(r— ajs £— an) ,其 中 aj;…,as RA 
相同 , 则 AC2) 的 不 变 因 子 为 1,55+,1+(ж—ау)(ж—а,)°°-КОл——а„). 
证 由 第 838 条 可 得 . | 


840. KREE 
2А 3 0 ї À 
4А 3А+6 0 А+2 2А 
AQ)=| 0 6А д 2A 0 


的 标准 形 . 
ж 因为 Шш 
24 3 о 1А 
0 34 A 0 
дА) | o 64 4 2А 0|— 
р. б Ari wi 
3А4—3 1—4: 24-2 0 0 
б б 0° 4, 2 б 0-7 O U А 
0 0 o ao 0 0 оло 
0 0 А ФА 01-1 o o à o о|— 
А12 00 Aei 4; % i 07. mpa 
aa =i 7й=2 a D б 1-4 0 0 ð 
о 0 01 O [1 
0 о о о 2 А 
о o ab ol — А к= 
2-1 0 0 0 А—1 
0 4 一 11 0 0 


第 十 童 ” 若 当 标 准 形 


АСА— 1) 
А2(А-—1) 


所 以 ДОСОВ 9 diag (1,1,1,АСА—1),А04—1)). 
841. ” 设 A4,B 是 两 个 有 阶 方 阵 ,4 与 五 合同 , 则 4144 一 4 与 


AB 一 B' 等 价 . 
证 由 假设 知 存在 可 逆 和 矩 阵 了 使 B=TAT', 从 而 AB— В = 
АТАТ —ТА'Т' = Т‹АА—А')Т'. Д АВ-- В'АА– А. 


842. Ў АСА) = аіав(А—а,А--а,А—а), 


ё 1 0 
B(A =| o Æ 1j, 
0 о æ 
(А—а)*-+Е* 1 0 
CO) = 0 (4А—е)#+# 1 , 
0 б (А—а)*#-ЕЁ8° 
моз= |, Б baw=[ я J: 
В(А) AQ) о CO) 


则 
1) MOA>= НСА); 
2) MDR EAFA: 
а (А = 10125) ,4, (А) = ССА а)? 8232. 


Ж 1) 
AQ —E E — AA) 
| 
B(A) AA) АСА) BQ) 
P ~ А(4А) | P 0 | [йч 0 
0 BAHAA 0 ВСА) -А?(А) 0 СОЛ) 
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ВП МКА) НКА). 

2) 在 CG) 中 有 一 个 2 ЖАТР —1, А Н (НЯН 5 
阶 子 式 等 于 一 1. 这 样 МСА 5 阶 行列 式 因子 D. Q= 1, Т 5 
个 不 变 因 子 为 由 (一 …=d 必 人) 一 1, 最 后 一 个 不 变 因 子 d, (А) = 
МСА) |= С(А— оа) + 822. 


843. RIER 

À 0 0 0 а, 

—1 А о 0 An- 

l à 0 а,—2 

с РИОЯ 

0 о O A Фф 
| 0 0 0 … 一 1 Аа 

的 不 变 因子 与 行列 式 因子 . 


解 ” 由 于 40(4) 的 左下 角 有 一 个 n 一 1 阶 子 式 等 于 非 零 常数 
(一 1)" 1, 故 D, Q)= 1. 从 而 
di(A)= =d, AEL. 
JAM | =A Ha AT H La, Аа, = ҒО), 
d (A =D, (A) = fA). 
844. 设 
AA diag (1, (2+1) — 2), ROT CA 2)*,0), 
ЖЖ (АСА) 5 A(4) 的 标准 形 . 
解 ” 由 假设 知 秩 (4()) 王 3. 再 由 第 837 条 知 гла 
Җ 4їа&(1;4°02#-Е1),4°#63°-Е1) (2— 2) (4—2)°,0) 
845. ЖЕЕ 
4—3 —1 0 0 
А+1 0 0 


АСА) = 
0 4+2 —1 
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4—3 —1 A+2 —1 
воо | | „C(A = . 
4 4 十 1 1 А 


先 求 得 BC 和 ) 的 标准 形 为 diag(1, ВСА) 1) =аіар(1, (4—1)°), 
С (CA) 的 标准 形 为 diag (1,(4 十 1)*). 于 是 AO) ~diag(1, (4—1), . 
1,《4 十 1), 从 而 A() 的 标准 形 为 diag (152,1, (42—122). 


846. RER 
0 0 1 А2 
Е 1 АР2 0 
дт 1 4+2 0 0 
à+2 0 0 0 
的 标准 形 . 


E 因为 左 上 和 角 有 一 个 三 阶 子 式 等 于 一 1, 所 以 DA=, М 
її d A) =4,(4) =d, A=. AN DAOS ADDS 这样 
4(0) 的 标准 形 为 diag(1,1,1,(A 十 2)4). 


四 、 方 阵 的 初等 因子 

847. 什么 叫做 方 阵 的 初等 因子 ? 

E 设 4 为 xz 和 拖 阵 ,把 4 的 每 个 次 数 大 于 零 的 不 变 因 子 
分 解 成 互 不 相同 的 一 次 因 式 之 方 短 的 履 积 ,所 有 这 些 一 次 因 式 的 
方 守 (相同 的 按 出 现 的 次 数 计 算 ) 称 为 4 的 初等 因子 .. 

注 G 4 的 特征 和 矩阵 让 一 A 的 4 个 不 变 因 子 dA, e, 
d (DRY 4 的 不 变 因 子 . | 

D 4 的 初等 因子 与 不 变 因 子 相互 唯一 决定 (如 果 不 计 初等 因 
子 的 秩序 )， 


® 2000) = ИЯ ТК =n. 
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848. КЖЕ 
2). 0 g 
aw] 3: 21 a 
x. -2 0 一 5 
的 初等 因子 . 
ж 因为 
А-3 0 —8 А-3 0 —8 
АЕ-А=| —3 à+1 —6 H- А+1 = 
2 0 2+5 2 0 2+5 


—* —1 +1 7 4 一 1 


rp o (44 一 3)04 十 1) | 
Lo 24 十 2 34 十 3 


[1 0 0 
一 |。 (2 一 3)(24 十 1) араса 


to . 2 САЧ ДЭ 3{4 十 1) 
1 0 с АК 
— | Q—3Q+D -txat 
2 2 
0 А+1 0 
1 D : 0 1 
—| 0 0 2+2А4+1!——> 4 十 1 , 
0 А4+1 0 (А+1)? 


故 а,‹д)=1,4„(А)=А-+1›,4,6А) = (A+ 122. A 的 初等 因子 为 
A+1,CA+ 122. 
849. ЖЕ 


的 初等 因子 . 
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解 ” 容 易 算得 2E 一 4 二 diag (1,4,4(4 一 2)). ЖА 的 初等 因子 
”为 4,4,4 一 2. 

850. 设 АЕ —– A=diag(f, (A)... 7, CA). 将 次 数 大 于 0 的 
i( 科 分 成 普 项 系数 为 1 的 一 次 方 攻 之 积 . 这 些 一 次 方 笑 的 全 体 
《相同 的 要 计 重 复数 ) 就 是 А 的 全 部 初等 因子 . 

851. B 4 的 不 变 因 子 为 dC) ,…,d,(2), 则 


[АЕ— A| - Пао. 

证 АЕ —– Асар (2, (А), --- ,4„Сд)) ВРЕ р POA), 
QA), РСА) (АЕ —– А) СА) = іар (di (А), sda CA). 两 边 取 行 列 式 
即 得 结论 . 

852. B 4 为 二 阶 方 阵 , 它 的 初等 因子 为 1 十 1,4 一 1 和 2， 
À+ 2i, Q — 2i)’ R n 一 4 的 标准 形 与 特征 多 项 式 |4E 一 4|. 

Ж 1) n= 二 所 有 初等 因子 的 次 数 和 ==8, 即 4 2 8 RME. 

2) AE 一 4 的 8 个 不 变 因 子 为 d (0) = 6 а, (А) =1,4, (А) == 
А.а. CA) == 4#СА-Е1)(4А—1) CA 272) (А— 24). 

故 AE— А 的 标准 形 为 Чай(1,+-.1,А,4°04°—1)(4°-+Е+4)(4—24)). 


3) АЕА теит Шао 

| = АЗСА NAHAD A 22). 
853. ” 设 若 当 块 
А 1 


5ч 
| 


Ц 
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D J 的 初等 因子 为 (2 一)"，; 

2) Jo 的 不 变 因 子 为 1,1,-…,1, AA)". 

884. 设 пХп Ж ЕЕ А diag lJi Jest) | Ж 
A 1 


5 
J; = `", `, st 二 1] 2, ,5 Zni=n, 
f=] 


Ап, X n; 
则 А 的 初等 因子 为 人 4 一 如) (ASA), 
Ж ”中 初等 因子 所 含 一 次 方 短 的 个 数 与 车 当 块 的 个 数 相 等 ， 
或 者 说 每 一 个 初等 因子 对 应 一 个 车 当 块 . 
D 初等 因子 相同 的 方 阵 相似 , 且 具 有 相同 的 Jordan 标准 形 . 


п. 和 矩阵 相似 的 条 件 

855. 设 A,B 都 是 n Л. 则 下 面 几 条 等 价 ， 

1) A~B; 

2) АЕ— Ах=АЕ—В; 

3) 4 与 B 有 相同 的 初等 因子 ; 

4) A 5 B 有 相同 的 不 变 因 子 ; 

5) AE 一 和 A 与 AE 一 B 有 相同 的 标准 形 ; 

6) А, 人 同一 -个 线性 变换 在 两 组 基 下 所 
应 的 矩阵 . 

Ж А-В FFE B ЕТ, B=T~14TT. RART 3E 
常 困难 ,因此 证 明 4 一 如 ,常常 分 别 求 出 AE— A b АЕ— B 的 标准 
形 , 如 果 标 准 形 一 致 ,那么 А-—В, И А Б B 不 相似 . 

856. А Б B 相似 的 常用 的 必要 但 不 是 充分 的 条 件 有 哪些 ? 

Ж iÉ A-B, 

1) 141= 18|, 2) trA=trB; 
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3) |AE—A|= 1AE—B|; 4) A=B; 

5) Ж} A= #k B; 6)ma(À) = ma lÀ). 

857. FA B,C,D 中 ,哪些 与 A=diag(1,2,— DRL? 3 rh 
1 —1 0 0 1 0 

五 一 | 一 1 2 ， С=|1 0 0|,D=diag(—2,1,1). 
0 0 3 0 0 2 

解 1 2E 一 A 二 diag (4 一 1,4 一 2,4 十 1) ,4 的 初等 因子 为 

A 一 1,4 一 2,4 十 1- 


АЕ— Вс=іар(1,4— 34+1,4—3),В 的 不 变 因 子 为 
1,1,(4—3) 042— 3А+1). 
АЕ — С=діав (1,42 —1,4—2),С 的 初等 因子 为 
| А+1,4—1,4—2. 
AE— Ddiag 2+2,4—1,2—1), DEAFET A 
А—1,4—1,А+2. 
故 仅 有 A—C. 
解 2 由 于 tr8=6,trD==0,tr4==2, 因 此 B,D RS А А 
W. 再 求 XE 一 4 与 XE 一 C 的 不 变 因 子 可 知 A—C. 
858. 1) n 阶 方 阵 4 与 cE 十 A 不 相似 ,其 中 常数 c 关 0; 
2) HES n 阶 方 阵 A.B. AB— BA 不 相似 于 cE (e0). 
证 1) 用 反 证 法 . 若 A— c E+ A, W tr A=+r(cE+ A)=nc-+- 
А, ВТ c0, F e 
2) Ж AB—BA~cE, Mi) tr(AB— ВА) =trcE. В пс=0,с= 
0,98. | . 
859.  % A~B, i] 4'— B'. 
证 A—B,B 3 214 条 知 A— A' ,有 一 如 .由 于 相似 关系 是 等 
” 价 关 系 , 故 .4 ~B. 
860. 设 АР=РА.,ВТ=ТВ.Ң{! А,Р пхп, В.Т 
为 тхт 矩阵,P,T #5 рн ВЕ, Д diag( A. В) іар СВ,А). 
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w“ L |; 
0] ME = ar 


А 1 В 
ý m| pee А | 
861. 同时 交换 方 阵 4 的 第 ;7 两 行 及 第 ;7 ТУЛИ Н 
ÉE Bp 5 A 相似. | 
го 
кр AR б]? 
PAHA R TIE BST АТ. 
Ж 由 于 AE 二 Adiag (1, (А107), > 
АЕ Вт дјар(1. 04—102). 


р 
25 p” i A.: 15 | з 
š | x ИА ER BAB 


故 4 一 五 . 
лү Pio т 
+ r=| | ,由 AT = 了 7 号 得 方程 组 


z h | 
[Er 5 T Pa =0, 
фа — s — x =0, 
л Ñ+ ду 一 x, =Ü. 
令 жт 1. zs 一 ,得 TI жуз: б. 从 而 得 


| 1 N 
T: : 
* 了 不 是 唯一 BJ. олу 7 1.x 0, 得 =i Жу ==]. 从 
mrar | бы о з җа 
863. 线 作 变换 ф ХЕ ХЕРЕ T : [8] V 的 基 а, опа FF 的 矩阵 


为 A. иы вс У ИКЕЯ ЕНЕНЕ?" 25 А 
其 中 | 


t 


оет, ү i в. 
00 | 3 Bi da ӨЙ: © 


ч ES 
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АЕ A=diag(1,1,A(22— 24-F10)), 
AE— Вс=4йае(1.,1,(А—1)%), 

故 А,В 不 相似 . 因而 8 AE ЧЖУ 的 另 一 组 基 下 的 矩阵. 

因为 C=A4', 所 以 A—C. #k C Жу # V 的 某 一 组 基 下 的 答 
阵 . 

864. Ü А,В 是 两 个 nxn TEW. ЖЯ {ЕЛЕ АТУ 3 $E Р 
使 A= P BP, R AI 4 与 B 是 实 相似 的 . 如 果 存 在 可 逆 复 扎 阵 
Q š A=Q 1BQ, 那 么 称 4 与 B 是 复 相似 的 . WJ AR B 实 相 似 
<= A H B 复 相似 . 

充分 性 ” 设 存在 Q@= 二 C 十 DDi, 使 4= 有 &-1BQ, 其 中 C,DD 均 为 实 
方 阵 , 那 么 由 QA4= ВО 18 СА ВС, Ра Вр. 8 %1С+:р |50, 
所 以 1C 十 4D| 不 是 零 多 项 式 ,因而 仪 有 有 限 个 根 , 故 存在 实数 a 使 
С+ар |0. $ Т=Сс+ар, T рне, Н ТА= ВТ, Вр 
А=Т-!ВТ. 


5. 最 小 多 项 式 

865. 什么 叫做 零 化 多 项 式 ? 

Ж 设 4 是 数 域 己 上 一 个 = 阶 方 阵 , 若 存在 非 零 多 项 式 g(z) 
EP[z, 使 g(4) 二 0, 则 称 g(zx) 为 4 的 一 个 零 化 多 项 式 , 并 且 称 
&(z) 以 4 为 根 OO 

866. АЖ n ИРЕ, ДА 的 等 化 多 项 式 一 定 存 在 . 

证 1 设 有 4 的 特征 多 项 式 为 (2)== |АЕ—А|, ШИ Cayley 一 
Hamilton 定理 得 /(A)= 0. 

证 2 设 数 域 P 上 一 切 x 阶 方 阵 所 成 的 线性 空间 为 M. , WJ 
dimM.=n?. M. 的 于 十 1 Т E.A. A2.... ,A" 必 线性 相关 , 即 存 
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在 不 全 为 零 的 Ë, rr kna Ë 
ki Etki At Hkt A” ==0. 

5 ED Ek k Балт, MJ g(x} 妈 为 所 求 

Ж 等 化 多 项 式 不 是 唯一 的 . 比如 , 若 关 xz) 是 4 的 一 个 零 化 
多 项 式 , 则 hlzx)glz) 也 是 ,其 中 g(xz) 是 任意 非 零 多 项 式 - 

867. 什么 叫做 最 小 多 项 式 ? . | 

= 方 阵 4 的 次 数 最 低 的 且 首 项 系数 为 1 的 零 化 多 项 式 称 
为 4 的 最 小 多 项 式 , 记 为 ma). 在 不 引起 混 溢 时 也 记 为 m (г). 

868. FF т(х) 5 A 的 最 小 多 项 式 ， 则 对 4 的 任意 一 个 等 化 多 
MA g(xz) 都 有 тбл) lg(z). 

Ж 设 4 的 特征 多 项 式 为 f(z)=1zE 一 4A|, 则 

са) 1Р6). | 

869. ЖРА МИЕ 65. | 

870. 设 A= diag Сл, А) А, Ars А; ШЖ ЖЛ y Sl 
Жут (х) ьт, (х) ьт, (х), M 


Е S mt mia 
ы pk p a E S 


871. Ж А-В, m, (z)=ms(z). 
证 设 matzx)= 二 zx 十 a arl e Бах а, 由 假设 知 B= 
T AT ,所 以 ВТА. Е 
ma (B)= T AT +a, ~T- AT +e Жат та 
' ST- па ADT = 0, 

É твбх)|тд(т). 
类 似 地 可 得 m (z) |ma (z), JA W оша 
Ж ”此 命题 之 逆 不 成 立 , 比如 ， 

1 1 1 1 
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табх) = mgl r) =r] H A 5 В RM. 
i 1 
к aa || DENR 
E ие a] nx n Е 
m; (z) = (х —а)". 
3573。 "内 广 陈 4 的 最 小 乡 项 式 等 于 它 的 最 后 一个 不 业内 
4, (А0). i 
证 панаа» | 
се À, ула, sy (А À, J'in, nE n o 
| (A—AÀA,)"a ; rera (А À, Y's * п жп, Ы 
ЯФ А, А H 481) l| АСА) = СА Ар) САА)". 
… 另 一 方面 НЧЕ Ат = ааб. т л РР 


其 中 


Ja]. Е Б ч Б | dli 1,2555 j=l Zotar,» 
° 1 
AJiXI 


而 mI ae A) H % вло 及 第 871 Ж. 则 
ee Ay), -,(А— А2" Е СА -A 41 TOTE 


= (А-А) САД; )'w, dn ёд). 


874. 求 矩 阵 ME 
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的 最 小 多 项 式 . ee 

RI 由 于 4XE 一 A~diag(1,1,4,X(4 一 1))， Ж. x 

mal A= (A1). 

#2 ВЕРО [Е А[=4°{4- 178 mA A 
zh) 与 IAO AHRR E а САГ АЈ REEE B 4 一 1)， 
CA 一 1) АСА 1). 从 次 数 较 低 的 验算 起 ,得 m (A= A QUBA. 

875. B A.B 都 是 n 阶 方 阵 ,a 关 0, 求 РОТЕ за 
ma AOR тн), ЖИН 


Да :. K 7 рУ 
О o JAE {ЕЕ g (A= Аа? АЮ 351988 зб. 
А ma (Q) БКА ВЕ -a 或 A 二 a каче жашыл 
ad: : oah SË 
因为 В-РЕ= А. (В-ЬЕуУ =.А%= Е, Б. 
ФА) = CAB) а? ИЕ 
为 В ВЗ 70 К. А ФОНА £ 32 1 的 因 式 为 1,24 一 5 十 
аА Ь—а, (A — b) — az. А твой) = (А-5) а. 
876. „УЕА 的 元 素 均 为 1, 求 它 的 最 小 多 项 式 . 
Ж FA AnA P gA En 为 其 零 化 多 项 式 .于 是 
а 1 的 因 式 为 І.А п fl A — nà. 9 anak Ah 
=4%—лА. i 


І # 
877. RER 
е "pa AU АЛ д Ыш, г2 3-0 `Ü б. [ох 
„ыз. P | g L! : :. ` ER 
A= T 
|0 Ü. 4 9-4 LAT + 
i Lo OQ -F я с. ў 
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的 最 小 多 项 式 . | | 
E ®в= | N gal T 则 A=diag (B,C). mig (A) 
> = Е = = š , m = 
s 0 2 ae ы ы 


ХА—2)°,тсбА) = (А—2)(А—5). 由 第 870 Ж. F 
тас) = СА—2)°(А—5Э. 


To E КОК 
2 2 


R А,В,С 的 特征 多 项 式 和 最 小 多 项 式 . 
Шо |AE—A|=|AE—B|= |aE—C|= (4—2)°. 
тд(А)==А—2,т»(А) = (A—2)2,mce(A)= (A— 2)°. 
879. 已 知 3- 阶 方 阵 4 的 特征 值 为 1, 一 1,2, 互 =43: 一 542， 
BOR 8 的 最 小 多 项 式 . 
解 ” 易 算得 B 的 三 个 特征 值 为 一 4, 一 6, 一 12; 且 互 异 .因此 
ma(A) = (4 十 4) (А46) A+ 12). 


880. ЖЕЕ 
V АЕ: : { `8 —1 一 和 Гү. 
а= —1 3. 1 一 3 
3 —1 一 3 1 
Bo дере? y —1 3 1 一 3 
的 最 小 多 项 式 ， 
一 В —В 
ЕТЕНЕ! 


X A2=0,2 Ж А ВЖ ЖИ. {Н А350, #0 maA = 2. 

#2 |АЕ—А|=Л'. А ЕЈ A,A, A,A 2 —. Z 5⁄9 
Я m. CA) = А. | 

йз H АЕ— A=-diag(1,1,22, 22348 zm CAP = А. 
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881. R 4 的 特征 多 项 式 与 最 小 多 项 式 分 别 为 SA) = 
АЕ Ау mA). LE f(A4) 的 根 集 (不 计 重 数 ) 为 Mom СА) Пу 
集 ( 不 计 重 数 ) 为 Mz Bh) М; = M;. 

证 В (А) IOD MEM... 

设 АЕ— A 的 不 变 因 子 为 2 СА), Z. A), 

JA = |АЕ-А|=а, (А-а, А). 

{ЕҢ аЄ М, ,0= Ја) =d (а): а, (а), БӘЯ d (оа) = 0. {Н а, (А) 
ER d A) а, (а) =0. {Н da (AD =т (А), ИШ z€ M, В M, EM, 
故 М,= М,. 

Ж f() 与 m(4) 的 根 集 相同 ,但 根 的 重 数 可 能 不 同 . 

882 设 有 4 的 特征 多 项 式 和 最 小 多 项 式 分 别 为 f CA 与 
MAD РОА) =т(А) d, CA) =1. 

证 必要 性 /fOQ)=d (А-а, (A) =т(А) =d, (A) B d, Q) 
=з =d, A=. | 

ЖЛЕ HLA |d), G=1,2,:: ,n— 281 d, (А) == 
4.104) = 1,0 РА) = d, (Аа, Q)d,(A)= а, (А) = mQ). 

注 4 (А) = тА, АЕ —– A=diag(1,---,1, [АЕ Al). 

883. ” 若 |4E 一 A 的 根 互 不 相同 , 则 4 的 特征 多 项 式 等 于 A 
的 最 小 多 项 式 ， 

证 [АЕА | = (АА). (AmA) ЖА, 2. ERRA, 
OH 881 2220 т, (А) = |АЕ— А]. 


884. ЖЕ 
ЫЕ: ЖЕ үү 1 2 3 4 
ды а Ж s а 
3 4 5 6 3 4 1 2 
-i4 5 6 7 2 3 4 1 
的 最 小 多 项 式 . 


Ж НАЕ Acg-diag(1,1,1,22— 1620-2012), fl — 


102 pR НЕ E 


ma (A) ==А*— 164: — 202. 


[А—1 —2 —3 4 
| 4 А-1 —2 一 3| 
[АЕ— B] 一 f 
=з тй A 2 


| 一 2 3 e4 А1 
HW fy p| К. Сау А1) е З 4л" 0 | 
АЕ В == ре) С 1С) (1) 
= (AIO AHAH +@ 6А 2 5-20); 
由 第 893 条 知 Ж 
э(е CA2-10 (AF2) СА-Е2-Е2:›(А++ 2—2). 


885. ` 
| a I 0. | 

Е А= |а 1 P mnsa 1 1.Жа, 
1 ñ 1 Г 2) 


88 RAB MALAL = Bi R |a= p. НАЕ А | = 
JaE— В|. .得 a=0, A R=0. | 
886 1:5 A, B ЕИ: 4 В ТАВ 
[НДАР ДИ. - дор 
2) A, B E 4 ЕИН. [.Ж# ТЕ ДЕТАЛ С i 
RD 必要 性: 由 第 .855 茶 及 第 .873 条 可 得 . 
EOE HFA BEREE, EPRE a с .， 
ma(À)= mpl à) = А. “ий 
i) 4 £=3 RA, BARERA CAE l. 1,4 ВТЕ A— B. 
п) 4 k= 8А, ВЛЕЧЕ 1AE A— B. 
ii) 4 АН, AaB OREHE AA, ii А-В 
2) 当 A. RARE ЛТ, H АВ 可 得 А,В AAIR 
£ zÜ. 友之 不 然 . HEM, maA =m А) = А, {Н ВЕ ARE 
ATA Т. БАА В ЯА N AAA i АЫ БЕЙ 
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887. i AB ñb n ПА t (4388188384 £ ri À 
AE АЛС е Т р Sh. 
Dn Л.В t E RRHH m туз = 1.2... 
Шу йб AB. É ыле ` T 

AM. EHA B ЖИЕ аеннан Ais l х 
ЖИ! £] Ка Чы УКА 

A~diag(A AD В—-ба(Д,.--°,В,), 

其 中 А,В, HARE ЛИ ДО AA G ERTER Аң аз iN 
此 AB ИСЗ (#1. 2, УЛЫ АУ B ñ 39 JN ARAH 
闻 , 所 以 А, 与 В, 89 8 ДАНА. EEE A, B, HIRE 
阵 ,由 第 886 条 得 д, B.G = 1.2， k), AI] А B. 

888. БАДУ min ÆA 的 最 小 多 项 式 ,gCz) у m Gr) 
H.H (АИИЙ. H а (AD АШ ЙД. 

证 НС) ma(xz) H ЖЖ {ТЕ s(x) 与 Cx), 使 

булбу: (л)4{(т)-=1. 
Ж л АЗЕ иб АЭ o, 得 к ОА? б АУ Е.А Йй ОУ 
0, СА) 4 (J £ ñi yÇ. i 


рр ар SE Q Ё. 4: 
889. 9А арб) 3， Fa къ. ua sE, 


为 全 部 次 单位 根 , 则 АСЕ. ч 
证 О |АЕ—А|=(А—) ана а АА 


тлб) 一 加 一 上， Af 848 f 1,9,1, Ж =). 由 jE -Big —1 
可 知 В 有 不 变 因子 1,6,1, L AN А,В 有 相同 的 不 变 因 地 A 
A— В. ар ОИ 

А ЗАМ : ii 


890. 15 g(r) = л" tajr" Hee +а- upa s ИКАН 
癌 的 根 а, ,ro M) 
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0 0 0 0 —a 

1 0 0 += 0 —а,. | | 
A= М diag lri, эх) = B. 

LO 0 0 = 1 -ca 


W [H Ж|АЕ—А|=е(АЛ),Ң gA Y83938 8 #›, Ж 883 条 知 
人 无 一 由 一 diag(E *-,1 gD, R, AE Водар (1, --- 1,204), 
故 АЕЁ— Ас-АЕ — В. 因而 А ~ В. 


+. 若 当 标准 形 
891. 设 4 是 ” 阶 复方 阵 , 则 4 一 diag (1,…,J) 二 J， 
其 中 
à l 
A `-. 
= К 9 


>”, X n; 


i lss ума, 在 不 计 Joed, 的 排列 秩序 的 意义 下 ,J 是 
唯一 的 ， 
Æ Ф ОЧ, 称 为 4 的 车 当 标 准 形 . 
© 上 面 的 A 有 初等 因子 
| (А д), (А— А" ‚+. p (А—А®. 

所 以 4 的 车 当 标 准 形 由 初等 因子 唯一 决定 . 
` 892. (Schur) 任何 一 个 复方 阵 都 相似 于 -个 上 (或 下 ) 三 
МЕ. 

Ш 由 第 891 条 知 A—J I 5 Сай F) ЖЕ. 

= а) 如 果 拒 每 个 若 当 块 写成 


+ BREE 405 


< 
| 


\1==®1,2,°**+5, 


| 1 А Xn; | 
那么 4 相似 于 7 = аар C1,…,J,) :J 为 下 三 角 和 矩阵 . 
@ 车 当 块 的 两 种 写法 互 为 转 置 , 彼 此 相似 . 
893. 设 4 有 初等 因子 水 ,4 一 1, (4 一 让 7?, 求 A 的 若 当 标准 
JE. 
ж ”由 假设 知 4 的 若 当 标准 形 为 


0 1 | 
| 0 ' | N us 
| 0 


894. 求 下 列 矩 阵 的 若 当 标准 形 ， 
. 3 1 ° о. 


== 


1) Ае} `. а > 


406 BPE 034 


4—5 —1 ü O 1 


| 一 了- et —1` < A= 2 -- 1 | I 1 
7 6 ШЕ ОМ ЕЕ (А--1)* 


ik A RSAT HQ 158 此 及 的 若 当 标准 形 为 ， 


poi 0 0 
其 中 有 一 个 MERIO D за ЗФА 

-? 31 24 

ЖК ШКЕ КЕ -40 一 2704 一 3) 一 PC) 

| p aeg аа E T gus Я. ее 
ЇЇ (gA), ACA) = 1,58 D. ()=1, 所 以 0) 400=а, (А) =1. 
4,00) = lE- В| = (4~ ту". АЙ вё 当 标 准 形 为 (， 
[1 1 


АЕС) 
(i i 
F KAR а BEAD DO. 所 以 Dr D A 
而 Qi 站 二 下 二 ds (AD. 1. H T К 
dia АЕС. =А'--1= (Ae) (А-7), 


КЕЗЕ 71528 


407 


Ё ==соѕ уп 2a, ,因此 2 的 若 当 标准 形 为 
< x баве gn). 
895. RTA PENE 4 83836, , w 

-1 —2 —1 0) a сй 6 

a == ар B ) 
0 0 —1 —2 | O: Ó —a -6 
o 0 2 = e ta d | 

其 中 а,Ь 为 实数 


А D 1; f K >` 
Я R 过 一 ‚В ш 
щ b=0 B, ` 


` i Ü 


rà+a 7 оф š 

二 
AE—B= | 

0 05 Aa 

Mo З Арш 


e 0, йол 
| 0-40 А b АЕ CREO 
可 以 算出 D CA) 003740 A > ja 


зар DA R Aag (Сана, с кА R 
故 


АКД a ia Ир 
а,(=а,(А) =1,4,00)=а, буе КК 


这 时 В ШЕ 标准 形 为 


1 А у. f 
| [ — ü 1 w y. ; 
СЕ! v- 


TR 
th b oprek АК mk мА, oy a об: 
当 4b 关 0 В. 


у yE oO 


E I к^ 
р — д 0 ==] 
В= : z 
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0 0 1 0 
0 А+а 0 1 
шз Ж ЧЕ к 
b(A+a) b: 0 А+а Е 
《1) 式 右 端 有 两 个 3 阶 子 式 
0 10 
А+а 0 1|=2Ф(А-+а), 
—b(Ata) 0 Б 
— (+a) 0 b |=—Ь[(А+а)*#+8&)], 
г 0 ¿+a Б 
ЭЖ, 0,0) =1. Л aQ =d; A) =d; A) =1. 由 于 
A+a b H? 
d (à)= |АЕ—В|= | == (Ata) HE] 
一 А+а 
=(à+a tbi) (Atab), 


кеш е TATE (Cras. ТГ 
形 为 | 2: 


Е 1 | i 
. —a+5bi 

再 求 4 的 若 当 标 堆 形 . 在 B 中 令 a 一 1,6=2 ЩЧ А, A 8 
若 当 标 准 形 为 бв 255 


Sas 1 J : 
—1—2J. 


к СА 
© Іжа 


896. # 


其 中 aara, #0, Ж 


+ 著 当 标准 形 
ai -uy a, 
0 2, @„—1 
0 Q а 


1) maA) = (А—а,)"= (АЕА |; 
2) 4 的 若 当 标准 形 为 


ар 1 


a, 
1 


а, 


证 1) НЛО) = [АЕ А|= Aa)" Я 
maD = (Аа) (1А п). Z gQ) =(А—а,)"7Ї› 


0 


g(A)= (A~a, E)" 一 


Ж ma A) = (А ai". 


2)H DA АЁ— A=diag(1,::- 


(4 一 a1)", 放 A 的 若 当 标 准 形 为 


а 


897. 设 


1 


—— 
© 

© O =— N 
о = м шо 


409 


‚1  (A— ai), А 的 初等 因子 为 
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1) Ж 4 的 不 变 因 子 与 初等 央 子 ; 

2) Ж 4 的 若 当 标准 拒 . 

解 1) 由 第 896 条 知 4 ыйа arteli A14 АЁ] 
初等 因 -为 (1 一 1)4 БОКА 

D 由 1) 知 4 的 若 当 标准 形 为 


А | Se pi E E 
бым б R 


| ; ү 
Бу оү. 

s98. 设 4 一 | 。 | 为 淮 对 角 箱 陈 ,其 中 8,C 分 别 为 m 和 
n: BJ Esn tm =n.. 车 台 的 初等 因子 为 (A- a, r Aga), 
Жр r+ r, = -maC 的 初等 因子 为 (1 -b)5, А ЬН 

пло. i 

1) A t 988 алау, et, (Ac a)n CAS бу), е, 
(ДЕБЕ "7 а. 

2) А РЯ" 


+ Ж 02100177 411 


证 ”车 能 让 得 Ю.Ш 2) 是 显然 的 .下 证 1). 
易 得 : к 
АЕ — Вс дівр (1, py (А-а), (Аа, ) 5) 
АЕ —Ст-фар(1.---,1:0А— 2). +, CAS bn). 
AE—B 0 
АЕ--С 
—a) l, САБ) САБ). 
从 而 4 的 初等 因子 为 еа 
Саа), и, Аа)", (Ab), СА 6). 
27699: ЖИМ 


2E--4=| diag (1,,1,(А— a Vt, tt, СА 


изу 


| 
© 


= оз < oO Our 
© 


==. 
© 


的 若 当 标准 形 . 
ж 令 ; 
9 
е  B=|s =T 3|, Cs 
ТИТЕ 6 .—9 4) | 2 ] | ia 
则 a[i А : ЗАЕС Воена Сі 1 ААК HIRE 一 Зх ding 
(1—2 Q — 258 АИЛЕ Fp Aii aD 故 
A 的 车 当 标准 形 为 == 


Do 
Ce 
"W 

° 
= 
© 


го 


4-2 1 


4 
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2 0 0 
a-l; 2 | 
b c 一 上 


向 矩阵 4 可 能 有 什么 样 的 若 当 标准 形 ? 并 求 4 相似 于 对 角 和 矩阵 的 
RERI. 

W |АЕ—А|=‹(4—2)*‹А+1). 分 三 点 讨论 如 下 : 

1) 当 a 关 0 时 , 易 验 算 (A4 一 2E){A 十 EE) 关 0. #8 A 的 最 小 多 项 
式 т(А)=(А—2)*(А+1)=4,034). А 的 初等 因子 为 (4 一 2)?,4 十 
1. А 的 车 当 标 准 形 为 
1 


—1 

2) 当 a 二 0 时 ,可 得 (4 一 2E)(A 十 EE)=0. 故 4 的 最 小 多 项 式 
mA) 二 da(4) 二 (4 一 2) (4 十 1). TË 

[АЕ— А |= (4—2) 0А+1) =а4, (А) + d,Q) * di (à), 
所 以 d,(2)=2 一 2. 这 时 4 的 若 当 标 准 形 为 diag(2,2, 一 1)， 
‚ D 4 УХАЖВА, С 0, (А) = (2 一 2) (А 

+1) C |AE— А |= (4— 2)0А4+1)) =%Фа=0. 

901. 设 4 的 特征 多 项 式 为 (А) = E-A] == (А— 2)*(4— 
З) ХА ЈА) = (A— 22 (A — 3): 10 E E 4 的 可 能 的 
敬 当 标准 形 . 
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R ”首先 由 假设 知 4 是 7 ОВЕ, а, (А) = (А—2)°(А4—3)'. 

1) ҷа, (А) = (А—2)*(А— 3) ,4, (A) = а, (А) = 1. [ИШ 
А ЙЗ Ж CA — 2, (А—3)#.(4—2)?%,(4—3). 故而 A 的 车 
当 标 准 形 为 


3 I 97 
2) 当 de СА) = (А — 2) (2—3) В, d; (А) = А— 2,4, (А) = 
= 2,04) = 1.48184 ВРТ Р СА— 2)°, (А-- 372, СА 2) А — 
2), (4—3). 从 而 А 的 若 当 标准 形 为 
2} 
2 


2. | 
3) 
902. 设 A(4 一 1)? 为 4 УВЕ А 的 最 小 多 项 式 ， RA HTA 
可 能 的 若 当 标准 形 ， 
# 2,020) =А(А—102. 
1) # 4,04) =А, Ш, (А) =d, (8) = 1.3 А 的 初等 因子 为 А, 
А, a=D*,A а 


а 


414 Е Ж ҖЕ 


rl l ` Pory M 
1. | йз. m. 
0 : АЙ i! 
0 S S Ut P 
2) 4 d,(À)=A—1 时 , 则 а, еи 因此 A ты 
„йй, зш 
ЕЯ 
' | 
| 0) 
903. 5 УВЕ. А-А, 4 的 所 有 可 能 的 若 当 标 
淮 形 . : 人， EEEE Ын Буре, 
А е А. ЧЕ. жод SAT ASA PR. Д F 35 ЙЫК 
J mQ). PR РП F ОДА aska. t 
1) 4 тА) АВ, А= 0 ! 


2) 当 m(0)=4 一 1 时, A= 上; 

3) ep i = (АЕ, 

1° e d, СА) =, H| а, (А) = 1,4, (А), CA) = А, Е 
及 的 车 当 标 准 形 为 diag(0,0.:-2.0.1); | 

A E а. (А)=1-—-1,] di (AD = ld (A= =Z, (2) 


=4—1. 这 时 了 4 的 若 当 标准 形 为 Кас 1,0). 
сое. оошу ры (у зу с {зс дю 
[о 1 4 sil e S VB RT 
A=|—12 3 8], asr SR 
求 4 的 若 当 标准 形 7 ЕРШ А=-РЈВ} ОТТ S 


#1 |АЕЁ--А(\=‹(А--1)-. ана А ,的 最 к т\л) 
аі СА) = (À -1)2, J h d СА dal AmA 1.01 


+: Жан ЕЁ: 413 


i i | 


求 得 А==1 的 一- 个 特征 向 量 为 (1 ;&,9)- © 
L ү y] 
P= x; = , 
10 23 > 
则 由 АР=РЈ 解 出 ， | 


Ly Lg T r i= r= ] z, = 7? әт. з= 3. 


于 是 


[Кет P ， 
| 四 
CO 1 1 


#2 8 P= (araa), WE РТ "АР = -得 
CA— Ea — 0, (A= -Е)а,=0, LA- Eja, =ar 
area CA у-н. O 

а= 60 h= 0—4 D 

为 了 使 (4 一 ха жй. 适当 чуй е ,这 时 设 

К кы эркт ат o kz N" 
Ф FEM K TEETE, а Au Ta 
H kimk =l BF, КСА Е) >= с грае? 

РАСЛЕ) а В E s Oi ON. 

аа а (т; 9.1) аз бз : ы: 


age 


I l 
аа] 
от о; 
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即 为 所 求 . 
905 设 4 是 = 阶 复 矩阵 , 则 / CA) =0. (不 用 哈密 尔 顿 一 
БЕ E FEB) 
证 1 7=аіа#Ј,.:--,;7,), HF 
ГА 1 
А, `. 
J= Os. ， 
ЕШ! 


А12. Ni 


k=l, 2,“ БЛОГ 


# = 1 

再 设 л=Т УТ, 
SA) = | АЕ— A | = (А— А у”, CA— 4,)" , 
(А—А ЕУ" =Tdiag(0, K pe, * IT, 


САА) =T diag l p жое, 0T _ 


,f(A = А -A E)" +- СА AE". | 
1 =T rdiag(0， бу ,OT=0. 
906， 设 A 是 nn 阶 复 矩阵 , 则 4= B+C, ' 且 BC- СВ, ERR 
可 对 角 化 ,C HEFER. | 
证 ВРА ЛЖ 5 
А-А, A СА p) уе, СА), _. rye 
Дл >1(@г<=1,2,+е6,),5-Ел+Е++,=яп., А 4 的 车 当 标准 形 
为 


Ж | 
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À 
А, 
и, 1 
1 
J= ? 
"\ 
и, 1 
1 
ti, 
A=T JT. 令 
B=T diag (Artt ds st UID, 
0 
0 
0 1 
1 
== %ф-1 T, 
с=т б 
0 1 

1 
0 


WAI 4 一 BC, 忆 是 可 对 和 角 化 的 ,C RRE, Н 


418 REA чон РЕ 


| 二 j 


907. Ë A A n EB, бон SR д 
为 ыс 
А = АЕ; -有 A 二 从 二 А)? Ат. Арес, a. Оч 


d.(A)= CAA A CA) (1) 


др 221 G= 2s) dA НИ, нба 
[А 1 7 
J.A) = ТЕ * 
клу, А ЈАХА 
则 | 
.1) fE 4 的 若 当 标准 形 中 至 少 有 - -个 若 当 块 J. СА) (1=1,2, 
ГТ. 2 
2) 如 果 还 有 САТЕ ЯВА а; 
.3) 车 一 切 主 对 角 线 为 入 的 若 当 块 有 有 NCA) 个 ; 
TAD Da AD eA), 


NAA) -1 


MO 2+А te ЕРА аел 


+; y RYE R 419 


4) МА) =аітбУ >. о И 
КФУ, = а" Ааа), . z o 

证 DHO) ADE 一 个 初等 园子 (4 一 -A АЕ А W 
Фе pE Ер Л a Ar e G з 17: 

2) # L= x, Mja, ‚юра RTO A. 国 而 4 的 着 
标准 形 中 以 ， 为 王 对 角 线 匹 的 若 当 块 是 唯 叶 的 - x: 

F tcr, M ду (A) HERH POAST а Ё, CAD: no. 
因此 £=. 这 时 Z, CA 0 ТТЕ. 

D 由 假设 ,4 的 初等 因子 中 有 

(A— À), CASA DE ‚+ AAG 

但 它们 之 积 详 等 于 C2 一 各)" ,元 得 3). 

4) iU A 的 车 当 标 准 形 为 了 不妨 假定 “ 

T=dimt.7 s2), 

Жер у, ЖЕЗ ЭЗЕ. EXT ft OL S EO A, он моо 
HRH J, Ят йт ЛТ EE; J, ЖЕҢЕ] B БЕ, E XT S АДЕ А, 
H J, A n—r; B J Ez. 

考虑 线性 方程 组 

Q.E—AYX=0, 

H [0] 0) V. M ату, =ял—#С,Е— А). 
因为 A=T (ЈТ,АЕ– А=Тт-' АЕ ЈӘТ, PI 

(АЕА) = AEJ), 

сли | 
al 
0] 


XE—J= ,ks s< 
я ; ` 1 
3 0 
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由 上 式 右 端 看 出 
АЕ) =, NA+ (пк) =n МСА). 
“dimV СА) = МА). 

908. 已 知 4. 有 初等 因子 : (АА), (АА), (А—4,), (А 
А), (AA А4. R ату, M ату, EF V, 38 A 属于 
特征 值 HEFE ЇН]. 

#1 h 907 Жату, =2,dimV, 一 3. 


#2 
À 1 
А, 
А, 1 
À 1 
А, 
АЈ = А, ‚ 
А 1 
4, 
A, 1 
А, 1 
А; 
0 —1 
0 
ð ~I 
0 -=l 
0 
一 J= M — 
六 一 ”一 上 
А-4, 
А-А —1 
A -l 
4, — 


(АЕ —.7) = 9,17 n=11. 由 此 有 


+ #*43EMBM 421 


i РАН 


ату =n— СА E— А) == п REJ) = 11—92. 类 似 地 有 
dimV ,, == 3. 
909. 1) 设 


J = | 20 w. N 
kaa tJ 
Alnxn 
PRE р: Т.Ш Р = T JT. | 
2) J=diag(J,,J,), K T, {E J = T UT, 


其 中 
а 1 | ó 1 
J = y= 
i а É -. 1 
aj) m > m b] пуп 
证 DS 
ЖЕ. 
“| Е 1 ; 
1 nxn 


WTI =JT. WA /' = TT. 
2) У T=diag(T,,T,), Ж 


| 1 
T,= ' к | ‚ T,= | ат 
1 q saa? 1 nXn 
W F =T JT. 
910. E E 满足 А" = 0 URN E ERA 
ВЕН. | 


1) пана анн, 县 相似 于 . 
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ЖАН ЗРНО he 35 Hi РЕНЕ ТЕШИ? 

Ж lizan EPER A. B üJ ЖЕ n MAAN JJ 
А.В 的 零 化 多 项 式 , 但 4" :不 是 А,В 的 老化 多 项 式 , 因 此 它们 的 
ВК: maD =m) = А. 由 此 bj 知 A.B HARATA 
lee, 1,3, 0k A— B. | | 

其 次 Jo HIRET 0 n A 4 一 J 

2) iZ 


© 
一 
一 


17 
ИЕАЗ СВЗ ТР 2.1Н С, 312. 
911. R 


"СҮЛ 用 БИЕ: r nz y Кэ >1, Rk =n. 但 
#k Ј=п—-1, т нк Пп 5 
‚е өле 
八 、 E Бясна 
9123 "ЭВ АНУ НОСЕ Р BE A = 不 线性 
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TRF. 

Ж G; #4 Adag s.e, ADA , „29 А РЕ 
А. 
D Ў А = Тав (А ADT, Н. T= (оо, Аа, = 
Аа G= 1,2, 2) BI н АРЕ X. KERRIE PIE zy、… ,a 组 成 本 
Жр T. | 

913. FFEA 与 对 角 和 矩阵 相似 的 充 要 条件 是 4 的 最 小 多 项 
式 无 重 根 . 

914. ЖЁ 4 与 对 角 和 矩阵 相似 的 充 要 条 件 是 么 的 不 变 内 子 
部 没有 重 根 . Н 
95. 方 阵 4 УРРА ЕЛЕ 4 的 初等 因子 
全 为 -次 的 . | 

916. 设 4 的 特征 多 项 式 

АЕ зе 和 ECAS Aer (A-A), 


其 中 9: 互 不 相同 Èr ША 与 对 角 阵 相似 的 充 村 


条 件 是 ， Ойт, = =n , Я | 
V= {а | Аа Да) ,2==1,2,** "as 


HEF ЖН]. 
917.... ЛЕРА j Y fB ТНА te sl ай 


КАЕ ТЕПЛАЯ ， ，， ы 
918. Ú A MIREL б 916 к, нан палык 

| АЕ Д) == пет бей, RAE ZEO сир 
Cr сааат MER «чы ОЗЕ 

өч з» Р B TER. TE 3} 


证 必要 性 А-Т Айаз Sa AUS 
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сЕ А=Т!Чар(с— А,» ,с— А21, 
(сЕ— А) = Т diag (с А), , (А ӘТ. 
РЕСЕ А) = (сЕ А). 
.充分 性 设 4=T7JT, 其 中 二 diag (7 ，*… J,)， 
Ñ А 


i=]; ТЭЭКЕ | 
下 证 加 二 1 (i 二 1,2,…,s), 用 反 证 法 ,不 失 一 般 性 , 设 ml, 
则 由 假设 取 c= 为 ,有 
ОАЕ А) = (4Е-А)°, 
从 而 
# GQ E—J)= ОАЕ JY i=l, s. 


Q- -=1 ? А 1 А 
м) С i a "2. '. 5 1 
0 | ' 
БЫ ЖЕ СА,Е—./,)5#%СА,Е—./,)*.Ж1 .-л.—=1 0 一 1 s). 
90. JBE AUTI ЯЖ ВЕ <—> Ж OE — А) = # 
(ЕА), Hh А 5 AAEE 
证 仿 第 919 条 可 证 . 
921. 方 阵 4 相似 于 对 和 角 和 矩阵 和 会 Wi 一 多 xz 其 中 WW; ,Wi 分 
ЯЙ ЖОЕ—А)Х=0 ®(сЕ— АХ 0 的 解 空 间 ,c 为 任意 常数 ， 
证 НУ, =, с (СЕ А) = (сЕ А), АШ H 919 
ЖЕНИ. ы .. : з СК. 


йй 


. 
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922. ПЕ 4 HD TXT AEE =У,, ДФ У,,У, 分别 
Ж ОАЕ— А›Х=0 5 OAE—AYFX :=0 的 解 空 间 , 而 4 为 4 的 任 一 特 
征 值 . 
证 念 第 921; 条 可 证 . 
923. RV X n EIRE, A 是 x ЖШ а 是 任 一 复 
数 . 令 | 
Wi={(aE— ABIBEV)}, 
Ws= {BEVI(aE— AP=0), 

则 4 相似 于 对 角 和 矩阵 所 之 厂 , 站 有 :一 10}. 

证 必要 性 V X.€ W, QW,, fq Х, = (aE— A)8 和 (ce 开 一 
A) X,=0. 由 第 921 条 有 

0 一 (a 匹 一 4)22 和 0= (ea 开 一 4)8 一 所 以 W, NW: = {0}. 

充分 性 ”下 证 (c 开 一 4) 和 一 0 5(сЕ— 4):Х = 0 同 解 . H ss pr 
#Ң(сЕ—А)%Х =0 的 解 是 (cE 一 4)X=0 的 解 即 可 . 

对 于 tcE 一 4)*X=0 的 任 -- 解 Y。， 

0= (cE— A)Yo= (сЕ A)[(cE— А)Ү,]. 

ЖЫ СЕ А)У,Є №, ПЖ, = (0). 从 而 (cE 一 4)Y,=0. 再 由 
第 921 ЖЕНА 相似 于 对 角 矩 阵 . 

924. БЕА ЖШТ ХА 的 每 一 特征 值 4, 有 
И П, = (0), ` 

== СЕА) [2 为 列 向 量 }， 
Ws 二 18|1CQE 一 A)B8==0,8 为 列 向 量 }. 

证 ”类似 于 第 923 条 可 证 . 

925. 设 4 是 nn 阶 方 阵 ,A4 有 nn 个 不 向 的 特征 值 , 则 4 相似 
T f fi yE E£. 

证 由 于 有 nn 个 不 何 的 特征 值 必 有 x 个 线性 无 关 的 特征 向 
量 , 故 由 第 912 条 即 可 得 证 . 

Ж Ф Ф158 А |= 30А), ССА), 7 СА)) 1 hH, A 3812 
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JE ВЕ. | | Eeg 

D Авл: Ш, A= E. кое DES: 但 特 
HEE ARAH KT. 

926. 1 人 ЖИЙ у, аө 1, EA ш 
FEAE : Yi 

证 а АА мои akaun pa Gi 
(m(À),m'(A))=1. Ы ЖИ FE. 

927. ЖЕЕ. 


是 否 相似 于 ы эге 
Ше | 
"A 1... ~ 
5 A 
1 0 А21. 


АЕ A= 


2 上 | 5 Т s т. а 
=>- 1, & D (Q) = 1. ATi d, (D =d (A) = 


人 有 一 阶 子 式 А ° 
1 由 于 Ad bak pik dN) = (AF13 ла sÀ БИ 
АЖ. :, 
#2 ТАЕ А\ QA 1): ,人 ATE 20. 族 最 小 多 项 
RIAD. Rii АИ ТАРАРЫ | 
#3 jAE- Al (A+ 15. 特征 入 于 вин» э 3. ў, 
I ОСЕ А) 2, 2: 


в 的 特 зг dimV., БС ВРСТЕ О m e 
НИМЕ гл HR АНОН RE AE A РЕН ШЕН | 


Сое "е жср Тр с i 
gi ЭЛ EEaren д ДЕ ТИЙЕ: йүү аду: NEE 


一 心 》 
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这 组 基 下 的 和 矩阵 为 4, 其 中 
[ 5 =2.-==4 3 1 
3 =1 —3 2 
A= - 
beio 3 11 7-7 
1) Ж o fE 3: 
| M =E H 2E FE tHE, 
| R, = 28 + ЗЕ, FE; , 
= а (1) 
pa =; 


下 的 矩阵 ; 
2) 冰 so 的 特征 值 与 特征 向 量 ; 
3) RTW T, E TAT RITE. 
Ж D (1) 式 即 (7 т 2, 4) = (e, E е, 6,0 ХХ. 8 


rl 2 0 o 
y 39 01. 
1 1 1 O| 
上 上 “站 0 1 
故 在 基 六 ,7 加: 加 下 的 矩阵 为 | 
0006 一 5 
O a =S. 3 
B=X !АХ= 7 з |. 
| — 
和 


2) АЕ В| А0194 9,4 о ВИНА D А, =А,=0, 


a=} =L 
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属于 特征 值 0 的 线性 无 关 特 征 向 晤 为 
a, = 26; T 3E, F Eza = E E HE. 
属于 特征 值 1/2 的 线性 无 关 的 特征 向量 为 
a, = — e, — 28, + gs + 68. 

属于 特征 值 1 的 线性 无 关 特 征 向 量 为 
aq = 3e, HEt E — 2E,- 
3) [ Са, а, a, a,) = (g, es є, 61)T, 其 中 
[2 —1 — 3 


PLL ТАТ =diag(0,0, > ,1). 
929. 设 4 是 nn MEN, HAEE т 使 А" = E ,WI 
D 4 与 对 角 和 矩阵 相似 ， 
2) 4 的 所 有 特征 值 都 是 mx 次 单位 根 . 
证 1) КЕЯ 04) =4" —1 为 A 的 零 化 多 项 式 ,g (和) 无 重 
根 , 故 4 相似 于 对 角 和 矩阵 Е 
2) їй m (A) E 4 的 最 小 多 项 式 ,为 4 的 任 一 特征 值 , 则 
тС) = 0. {8 mA 20А), ASL. | 
930. 设 PCr),n 访 了) 为 数 域 P 上 次 数 小 于 nn 的 多 项 式 及 零 
多 项 式 的 全 体 , 则 微分 变换 r 在 P[zj, 的 任何 一 组 其 下 的 矩阵 都 
A R X: fB SE £. 
证 到 PC, 的 一 组 基 rE, 
下 的 矩阵 为 
0 E.., 
а- |, 0 i 


如 7' 则 + 在 这 组 基 


所 以 |АЕ— А | = А". 
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E rE AE ТЕРЕ B AIAR, Mh т 的 特征 值 全 
0% B=0. {Н A— B,#& A=T BT = 0. XA n] BB. 

931. Bn RIE A= (a,,) 28 F = ВЖЕ. 

1) 车 as 关 ajjyi 关 jj 二 1,2，,…n, 则 A ЖИР ЕЕ; 

2) Ж ai 一 az 一 … 一 amw 耐 至少 有 一 个 ajf oG 3) ‘R АЖ 
LF Е £. 

证 ，1) 由 假设 知 4 有 个 不 相同 的 特征 值 ana, э аы, 
А 相似 于 对 角 和 矩阵 . 

2) 当 аа»; = *** 一 Cem 时 ,特征 值 au 的 代数 重 数 等 于 n. 但 
秩 (anE 一 4) 之 1, 故 ank Л 8 $k =n fk(a  E— А) <и—1. 因 
而 4 不 相似 于 对 角 和 矩阵 ， 

注 2) 的 另 一 证 明 . 若 ТАТ =diag lans an)= aE, J 
A=a E R5 а,3—0 F A. 

932. 4 是 2 阶 实 方 阵 , 141<0, 则 存在 2 Br 3E E T, iE 
T'AT 为 对 角 和 矩阵 . 

证 (АЕА |= 2А -+-аА+а, = А гтАА+|А|. 由 判别 式 人 入 二 
бг 4)#—4А[:>0 ЖАНЕТА ЗНН А.А. А 与 对 角 
惩 阵 相似 , 即 存在 实 可 道 矩阵 了 ,使 了 147 一 diag(h ,4). 

933. 设 A= |° Ра аре, H ad 一 & 一 1, 则 

D 当 |tr41 之 2 ВЈ, F EEKE T, {E TAT = diag (4， 
4%), 其 中 2 天 0,1, 一 1; . 

2) 当 |tr41=2, 且 A 关 十 EE 时 ,存在 可 逆 实 矩阵 了 本 ,使 

1 1 —1 1 
тате |, |ЖТ'лт=[, 下 

证 1) JAE—A|=%—(trA)àA+ |A|=2— GtrA22+ 1. 由 于 
判别 式 A= (tr4): 一 4 之 0, 故 А 有 两 个 不 相等 的 实 特征 值 , A. 
X Аа 1А|=1. И A= A. В 4 的 两 个 特征 值 为 4,4-1. 
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因为 如 关 入 ;所 以 А520,1, —1. 
2) 因为 |tr4|==2, 所 以 判别 式 А=0. 分 各 情况 讨论 下， 
D Ч пА=2 时 ， 
[АЕ А |=} — 24+] = (4—1). 
因为 AZE, MAR NETRAA). А 
-1 1 
Tares | 
© 当 tr4 一 一 2 时 ， 
[АЕ— А | = А+2А+1= (А+ 102. 
因为 AAE, ВНЕ у A+ КО 
| —1 1] 
осе" 
934. 设 n 阶 方 阵 妥 的 零 化 多 项 式 为 
gA) = (А-а) (Аа) (А—а,)”, 


А 
T ше! 


其 中 а, а, ЖАВ m20, Хот, n, 8 
РСА) = (А— ау) (А-а): (А—а,). 

1) ЖРА) =0, ЩА 与 对 角 矩 阵 相似 ; . 

2) 若 f(A4) 关 0; 则 4 不 与 对 角 和 矩阵 相似 . 

证 设 和 4 的 最 小 多 项 式 为 m()， 
. 1) Ж А) = 0, m (А) РСА). JA пт (А) Ж ҖИ, А 相似 十 
对 角 和 矩阵 

2) 由 于 m0)1g(), 但 f(A) 关 0, 因 此 

т(А) = (А—а,)'1°(А—а,)*°, 

Н 221 01,2066), HEDE >l. Ән Ш.А 
RT XI AE E£. 

935. FASE, Й] A—diag (Е, SE, 305 

Ш 令 g(G) 一 类 一 1, 则 g( 为 4 的 零 化 多 项 式 , 且 无 重 根 ， 
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故 4 НЫШТА ИЯ . 设 4 为 4 的 任 一 特征 值 , 则 д2=1,А= + 1. 
所 以 4~diag(1 1, 一 1 一 1). 

+ ЖКА - Е) г, Д] 1 的 个 数 为 4 一 +, 即 

A~diag (Ek,_,,—E,). 

936. 2 A2=A,.MJ A—diag(E,,0), rH += #k A. 

证 HARRE АЖЕ {Ел g= А, НЕН, A 
相似 于 对 角 和 矩阵 . 又 4 АЈНА У 0 3k 1, #6 A—diag(E,,0), Н Ë 
A=r. 


九 、 两 个 矩阵 同时 相似 于 对 角 和 矩阵 
937. 设 4 相似 于 对 角 和 矩阵 ,8 相似 于 对 角 告 阵 , 且 АВ = 
BA, WFE XE T, ë TAT 与 7718T 为 对 角 和 矩阵 . 
证 设 P 1AP==diag (АЕ eA E), EP Atea НАХ 
А], E, 为 单位 扯 阵 (二 1,2,…,s). 
由 AB=BA,44 
diag (АЕ AE DPT BP == P7 BPdiag (AE AE). (1) 
由 第 71 条 知 
P~ BP=diag(B,, =, B,), (2) 
其 中 B, 与 E. 为 同 阶 方 阵 . 
因为 BB 可 对 角 化 ,所 以 B 的 初等 因子 都 是 “次 的 . 因而 由 (2) 
NI В, 的 初等 内 子 都 是 一 次 的 , 故 存在 可 逆 和 矩阵 Q@ (i 二 1,2,…,s)， 
使 Q ' B,Q, АННЕ. © = аар... ,Q,) Д] 
Q '(P BP)Q=diag (QT BQ QUB Q.) U XF fa ВЕ. 令 
T=PQ,WJ T BT ОМ AER., 
TAT =Q diag (A, Es A E,)Q 
=diag (Q7! -= , Q, Ddiag (А, Ei," ,AE,)diag (Q; +. , Q.) 
= іар (A Ei AE, ) 
tE FERT ВЕ. 
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938. 设 4, 有 是 实 对 称 和 矩阵 ,4B= B4, 则 存在 正 交 矩 阵 О, 
使 QAQ H Q”! BQ 同时 为 对 角 上 矩阵 ， . 

证 把 第 937 条 中 的 Р.О, 都 取 正 交 和 矩阵 即 可 证 得 . 

939. 设 4, 刀 是 二 阶 复方 阵 ,4:= 开 一 瑟 ,485 一 B4, 则 存在 
ШЕ: ЕЕ ДЕ 

РАР =diag (су, sca), PBP =diag (dist sda), (1) 
其 中 e= 1,4=: 1и = 1л. 

证 由 第 937 条 可 证 (1) 式 ， 

另外 ,由 ASE, BSE I| Xl, XF ISi Sne =l d=, Ж c, 
= 1,4 = +l1,=1,: m. | 

940. ” 设 {4;} 是 一 组 两 两 可 换 的 n 阶 复方 阵 , 且 每 一 个 相似 
于 对 角 和 矩阵 , 则 存在 可 道 矩 阵 工 ,使 TT OAT 都 为 对 角 和 矩阵 . 

证 因为 秩 {Ai} 志 zi, 所 以 只 对 有 限 个 证 明 即 可 . BM A, 
An) P AA SAA (j=1,2,…,m), 且 每 个 A, 相似 于 对 角 
Ж РЕ, ТЕТЕ НОЯН ЕЕ Т.Е TOAT УЖЕ (i 二 1,2,…， 
т). 

对 т MAF GAR, BRK те 1,2 时 ,命题 成 立 . 归纳 假定 
命题 对 mw 一 1 成 立 . 再 证 命题 对 m 也 成 立 . 取 4, 由 假设 存在 可 道 
矩阵 已 ,使 P А,Р =diag AE), ---,АЕ,). ЖФА, 5,4, БЖЖ 
А]. 再 由 А,4,=А,4А,,19 


Pi1A,P=diag (Da, s Dip)» f= +s (2) 
其 中 D; 与 E, 为 同 阶 方 阵 . 考虑 
Рр», Darst Dm 


因为 A;A,= A;A,, Br EA DaDn= Da DA k. j=2, “e,m. 而 A, К: И 
于 对 角 和 矩阵 ,从 而 D, #B FI fi ВЕ. НЕ ЕТЕ a] E Е 
人 ,使 Qi DNA 为 对 角 和 矩阵, 二 2,… m. 

类 似 地 可 证 :对 Dorsett Durs (2,6, т) Е Q;，… Q, 使 
它们 同时 相似 于 对 角 和 矩阵 . 
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令 和 =diag(Q QQ W Q diag Darse D.) Q Я 

阵 公 一 2，… m). 

再 令 了 = РО, ЩТ АЛ УЙЕ (т <=2, тп), 

T'AT =Q PA, P)Q=Q diag hE A E.DQ 
=diag (Qi Q7 diag СА E... A E, diag (Q; Q.) 
=diag(À,E,.--- AE) 

EI AERE, ARE. 

941. (Laffey) 设 A,B Æ n MEER, АВ BA)<1, MF 
EIDER T {ETO AT 与 了 -857 Е. | 

证 用 归纳 法 于 阶 n. 

当 n=] 时 结论 自然 成 立 ,假定 对 十 小 于 有 的 自然 数 缚 论 成 
з. 

NF п MER А.В, H 3 960 条 知 存在 区,EC",XX, 关 0, 使 得 
АХ, = А.Х, ВХ, =АХ,. ЖХ, f ER C" ËJ —ЖҖЭЖ{(Х,,Х,,+е, 
Х„}. Ф Р=(Х,,Х,,:-.Х,). A] 

P-4P=[ 5 J ‚ РЭВР=|^ Ср 
0 А | о B, 
所 以 
е0 н 

Р 'САВ—ВА)Р= |, ЕІ. 
但 由 秩 (48 一 84) 委 1 ЖЖ СА В, — B А01, ННЯ ЕТЕ 
在 n 一 1 阶 可 道 矩阵 Р,.{ РЛАР, Ы PPBP 5 E = fas 
ВЕ. TE ,类似 于 第 940 条 后 半 部 分 的 作法 可 知 结论 对 于 n 成立 . 
归纳 法 完成 . 
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一 、 定义 与 求法 
942. 什么 叫做 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 ? 
€ ik AC pues. IL fF E A€ P 与 非 零 向 量 XEP" 使 得 АХ 
二 AX 成立 ,那么 称 4 为 4 的 个 特征 值 ,XX 称 为 A TARE А 
的 一 个 特征 向 量 . 

943. 什么 叫做 特征 矩阵 与 特征 多 项 式 ? 

£ BAEP", A— EE AE— A 称 为 4 的 特征 矩阵 , 它 的 行 
列 式 |2E 一 4A| 称 为 4 的 特征 多 项 式 , 记 为 f. CA), 有 时 简 记 为 
FO). i 

944. iZ n PNE A= (а, 

Ja = |АЕ— A| =A" — (а Hant Hamd 1 十 -… 
+= lsa Al, 

EE s É AA АЙЕ ЕН. 

证 将 fC) 分 解 为 2* 个 二 阶 行列 式 之 和 
4 一 all б—а„ ст б—а„ 


JE 一 41= 


сатте» 5» ФФоееке я йе TETEE 


=|АЕ|+ 2) 2) разы, (D 

其 中 DG esi DRAR n BITIR. CWS п, РЯ – А 

ВВ оа 9, Н nk MEDRA АЕ 中 的 列 .， ihi 
Рай, i) = C—O ЖАТЫЕ 
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这 里 AG... oi EARR л. 行 和 第 ШАГ ЖНГ НАШ £ Br 
主子 式 ,于 是 
攻 = 1 十 之 ， Студ", 
945. APE A 的 特征 多 项 式 УСА) = |AE— А! P Ф 
全 部 根 就 是 4 的 全 部 特征 值 . 
+ nB AEROC E -EAn TREA ERE 
R H HU ` 定 ,甚至 可 能 连 -个 特征 值 也 没有 ,比如 ,4== 


<” ;在 实数 域 R 电 无 特 往 值 . 


“1] 0 
946. 设 А, ‚Ау 4, ЖЭ A= (a), BJ ERRE EH, Hij 
trA= à FA tH БА, = an Hant ans (1) 
lAl] = АА" А,. (2) 


Ж 4 AERES A 的 特征 值 都 不 等 于 0. 

947. ”相似 阜 阵 具 有 相同 的 特征 多 项 式 , 从 而 有 相同 的 特征 
值 . 

注 此 命题 之 道 不 成 立 , 即 当 4 与 B 有 相同 的 特征 值 时 ,A 

Б ОРЧ ИЕ. 

948. ША Ап Л АШ Ж-Н. ШЖК ЕЭ ЯҢ 
(QhE— A)X=—0BJEr# ERRE A 属于 А, 的 特征 向 量 . 

= 当 秩 (NE 一 A)==r WE, iZ QA E— A)X = 0 的 基础 解 系 为 
Riez, tt aars 刚 A 属于 А, 的 所 有 特征 向 量 为 


| kias + krast БА, 
其 中 六 ,是 不 全 为 零 的 任意 常数 . 即 V 一 工 (a ay t, 
Qnr). 
949. iZ 
5 6 一 3 
A=|—1 0 ] 
t1 2 —1 
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在 复数 域 土 求 4 的 特征 值 与 相应 的 特征 向 量 . 


解 因为 
РАСА) = |АЕ— А|=(34—2)(А—1—\3)(4А—1+\/ ,所 以 


АСТАНА S А 2,А, 1443 ,加 二 1 一 V3. 
ГА 的 特征 向 量 为 上 2, 一 1,0),R 天 0. 
属于 的 特征 向 量 为 &(3, 一 1,2 一 3 ),#5©0. 
属于 А, 的 特征 向 量 为 &(3, 一 1,2 十 V3 ),& 关 0. 
950. Babs 为 复数 , 令 


[°P c a са Ё а b с 
A=:|e a |. B=ja b | С=| Б c | 
a b е) b c а c a b 
KI 
1) A,B,C 彼此 相似 ; 
2) 4 BC=CB f, A,B,C 的 特征 值 至 少 有 两 个 等 于 零 . 
证 1) 因为 Б 
A—b —сє а —a —b А—с 
АЕ— A= с 4А—а | -| —c А-а "i 
a b А—с А-Б —c —a 
А—с b a à—c —b —a 
. b А-а :| 一 —a —єс 5 
—a —с Аһ —b А-а —с 
Ас —a —ф | 
-| ~a A—b —с|=АЕ—В, 
—b —с А-а 
E) АЕ—Ас=АЕ—В,} ТЫ) A— B. 
类 似 地 可 证 A ~C, ВС. 


2) 由 BC=CB ,比较 对 应 位 置 上 的 元 素 可 得 
| а? tE +e =ас+аБ+ с. 
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因为 
АЕС | =X — (аБр+с) А2 (абс са – а? — 2 — с?)А 
+a’ +5 с? —– Зас. 
x | 
а 5% с —– Забс== (аЬ с) la th tce sab beca) =0, 
ВТЕ |АЕ—С|=5%— (а+2+с) А. СВЕ ЛЕВ А, = А, = 0, 
A, =a+b+c. 由 此 即 得 2). 


0 йч. 


951. +a=|' 其 中 ЕУ n—1 阶 单位 矩阵 . 


1) 计算 A,A, A"); 
2) 求 4 在 复数 域 C 里 的 全 部 特征 值 . 
0 Е, 
тоол 。 “|. 用 数学 归纳 法 可 证 
0 Eici 
SP 0 | #Ё=],2,+,п—1. 


2) 因为 |4E 一 4| 二 一 1, 所 以 А ТЕЗ С 里 的 特征 值 为 
E n KAMAR, В ee, ee, e=, ЖН e=cos 2 t isin “л 


952. ИЉА 的 任意 一 行 元素 的 和 都 是 a, 则 4=a Ж 
А 的 一 个 特征 值 ,并 且 8 = 01,1,…,1) 是 4 的 属于 4=a 的 一 个 


特征 向 量 + 

证 由 48=a8 Я. 
4 6 O 

953. ra|- =5 06 sk A. 

I 二 人 

解 因为 

А—4 一 6 0 
\АЕ— А| = == (4—1)%04+2), 


3 4 十 5 0 
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故 А 的 特征 值 为 м=А5=1,^у=- 2. ЖЖ Г A, НУРЕ |ú] Я 2 
5,(—2,1,0)-+Е#,(0,0,1),А,А, 不 全 为 0, Jš F A; 的 特征 向 量 为 
АС 1,1,1).2520. 


г--2 0 — 1л [1 0 0 1 
取 Т='1 0 11， 则 T-'47=|o 1 о | 
| 0 1 1 | Ко. 01-503 
于 是 
1 0 097” | 一 1022 一 2046 0 
А#%=Т\0 1 J -| 1023 2047 ] 
0 0 一 2 1023 2046 1 


954. 方 阵 4 与 下 有 相同 的 特征 值 ,它们 同一 特征 值 的 特征 
向 量 是 否 也 相同 ? 

答 不 一 定 . tma- |,в-| Q ena 
相同 的 特征 值 1 和 2,4 属于 1 的 特征 向 量 为 上 一 2,1). 天 0，, 而 
BEF 1 KREE 2.3), 0. 

955. j% 4 R: n2) ИРНЕ. WI] 

1) 4 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 线性 无 关 的 ; 

2) 当 A DEIRE ЕА. R" 中 属于 不 同 特征 值 的 特征 疝 
量 是 正 交 的 . 

956. 1) 设 .1 是 4 的 全 部 特征 值 ,那么 А е. RE A 
与 4 的 全 部 特征 值 . 

2) 车 8 与 分别 是 4 与 4' 属 于 特征 值 为 的 特征 向 量 , 则 8B 
与 了 分 别 是 4 与 水 的 属于 特征 值 允 的 特征 向 量 . | 

证 1) 设 Aasha =l, on Җа, 为 属于 大 的 特征 向 
E. JEZA q= hai =], 2 an BM A... A Ж A RE. 由 页 
与 4 有 相 何 的 特征 值 即 得 1). 

2) 因为 48= А8, А B= AA, EI 8 18 AT X J PFE jn] 
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її. 
因为 АА ШАЛ £= АЕ, Z ЖА T А, 的 特征 向 量 ， 
957. Ша JHEP 4 的 属于 不 同 桂 征 值 ZG 1,22, s)83 


ЕЧ G= 1.2, sP Ж РИ ЖАН}, Dika Ж 
дА. 
证 НЕША. ЖАСУ Аа) =АС ka), Wl 
i=] i=] 


2 Уола. 
і w ) 


于 是 
Эа 
由 于 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 线性 无 关 , 故 
КАА) = 0,1,0, 5. 

m k "Ре ЛУ РЧ АЖ, PR k E0 REO jA 这 就 导致 4 
—А,=0 K A—4,=0,[8 A= A= A, 09 . 

958. 如 果 数 域 P En ШЕ ЛЫ Р" 中 的 每 个 非 零 向 量 作 
HCA IERE. AA 4 ШНЕК. 

证 取 户 的 … 组 标准 基 
È J [0] Ë ] 
10 | 1 | 


| 
£, = | . j? z | 6,5 | : | 
ЕТ : | 


并 设 As;= А, ,1==1,2 0,5 .п, 1 

' АА ==А,. 

否则 ,如 果 存 在 某 两 个 例如 à ЖП AAA, ПЕН Ж 957 条 知 
5 十 6, 不 是 4 НЕМ. SGT. 令 A=, =. А =. 


Az, = e, kd т 是 
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k 


ALE Err ,Е,) = CEs Egs En š , 
Bp 


k 
k 
PE . ， А=АЕ. 
k 


959. i A,B 838350 C Елп ИЖЕ, Н AB= BA, Д] 
A Ej B 至 少 有 一 个 公共 的 特征 向 量 . 

证 设 4 为 4 在 复数 域内 的 任 一 特征 值 ,属于 4 的 特征 子 空 
ЈУ, ЈЕУ ғ, аза," a 是 VV 的 一 组 基 , 则 Aa = ia 一 
1,2,-…,s, 因 4B 二 BA, 故 对 于 VV; 的 任 一 基 向 量 ,j==1,2,…，,s， 
有 

А(Ва,) = В(Аа,) = В(Аа,) =ACBa,). 
从 而 Ве,ЄУ,,}=1,2,,5- 于 是 存在 cuvc е c EC tE 


Cal . 
Ba;= (a ,Qs ,а,) z = 1,2,5. 


因而 

B(a,,G; r G.) (oa ,DD 
RE DEl B и Р ЕНЕН, (mi, i: m,y Ж D 篇 于 
A 的 特征 向 量 , 令 | 
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[эл | 
| т 
Оза, == lasa; | ITEV; 
|m. 
W 
m? m: | 
My т; 
Ba, == (а; ya 0) D N == (ауар, *-* a) . = да. 
m. | т, 


X. Да, ho, 故 а, 就 是 所 求 的 4 与 BB 的 公共 的 特征 向 量 ， 

960. 《Choi) 设 A. B E x ПЯ Е, (САВ—ВА)<С1, N 
A,B 有 公共 的 特征 向 量 . 

证 由 于 A 二 0 了 时 结论 自然 成 立 ,因此 无 妨 假定 А70; 又 由 
于 秩 (AB 一 B84) 二 秩 ((A 一 AE)B 一 8(4 一 AE)), 故 而 可 假定 4 为 
奇异 矩阵 . 

Ф ВЕ 4 的 列 向 量 张 成 的 向 量 空间 为 CC(A), 而 20А) = irl 
Ах= 0), 1<<ЧйптаС(А),йт/(А)<я,Ң ССА) Ў 7(А)Җ A.B 
的 不 变 子 空间 ,故而 4.B8 有 公共 的 特征 向 量 . КИЕ ССА) ZOA) 
为 A.B 的 不 变 子 空间 : 

РАМ А.В 的 不 变 子 空间 , 则 存在 z, € Z ( A> , Am 
Вх,ё Z(A). 所 以 (4B 一 8A)xo 关 0. 因而 dimC(4B 一 B84)>0， 
dimC(AB— ВА) = #(AB— BA)=1. 所 以 ABr, К САВ —– 
BA). 寺 是 对 十 任意 复 п 维 列 向 量 r, FE an f#s CAB— BA)z= 
а.АВх,.ВАл= АВ(х—а,т,), СА) А,В 的 不 变 子 空间 . 

961. 设 多 项 式 r= r tanit tarta 的 根 为 
Ау, tA 
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иаа —а„, 
1 0 о 0 
А=| 0 1 0 O|; 
! . a i .. - ` 
| 
И: 0 1 0 


求 4 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
# ”因为 


JAF ani а» ау ай; 
| 
1 À 0 0 
1AE—A|= | = fO), 
| 0 0 р А) 


所 以 A,A Ú А, 是 А 的 特征 值 . 
i AX=AX, X= (ri. a s Tra) £= 1, n. 
则 


ei 1 —4,_3 7-41 | [z] Ar] 
| | 

1 0 0 Gy | | 二 | :| 

ЕРТЕК T T E E | | :| | : | 

0 0 | 


Bp 
— a, an p8 — majn аут, = A r,. 
TA 天 一 1 ,2，… :7 一 1. 
由 后 一 式 递 推 可 得 зА а, ЕА ЗИЧ 
- (+a, 1А da A a) zr,=0. 


即 
А) х, = 0r, = 0. 
可 见 zx, 是 独立 未 知 量 .- 令 zx, 二 1 得 属于 六 的 一 个 特征 向 量 


а = (MA, 
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962. iZ a, ж ШР A 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 ,向 营 组 
Qa a ДЕСА -АЕ)а уау 1.2,---,5 1.00 о наруто, 
线性 无 关 . 

证 设 

kiat Аза: 十 RQ 0, (1) 
则 
СА AE) (ba boa; БА) = 0. 
ЯСА АЕ) а, = 0, (А АЕ)а н = а! =1.2,,5—1,$ 


k:a; 十 … 十 天 :at kS (2) 
青 用 A— E ДЗ (2) X рд 3 , РЕЛЕ F og 
ka =D. 


RH 0t k=O. RE 0 代入 (1) 式 ,重复 上 述 步 又 可 得 
Бае 0. АЙ] оа, ,a 线性 无 关 . 

963. A X n ЕЕ, ШТЕТЕ п Ri а, E о, ла, 
Ао 线性 无关 的 充 要 条 件 是 4 的 每 个 特征 值 从 有 “个 线性 
ЖЕР ЙЕ [е]. 

证 必要 性 . Pe Ла, ее, A la REER MENR л 
维 空间 六 的 -- 组 某 .于 是 Аа 可 表示 为 ， 

¿l'a= bath Ао 5+ 4, A a 
i A E 4 的 任 一 特征 值 ,3 二 zwad r Az r, 1А" la 为 属 
于 它 的 任 -特征 向 景 , 则 A= д 给 出 
Ta boat Се, tbir, Aate 4 Can Ho, рх, 1) А" а 
=Axa-- Ar Aa- HÀ, A" 2а. 
由 此 推出 zsziy…yz 是 线性 方程 组 


ГА | 一 如 `Z ` 0 
| -1 À =, | М | 0 
0 
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的 解 . 因 上 式 的 系数 矩阵 有 一 个 = 一 1 k T N AS S F , 8 t: BU FK 
为 n 一 1. 因而 方程 组 只 有 一 个 线性 无 关 的 解 ,这 说 明 А 的 每 个 特 
MARA -PREL REE . 

充分 性 ， А.А, ,4 为 4 的 全 部 不 同 的 特征 值 ,县 每 个 
特征 值 恰 有 一 个 线性 无 关 的 特 十 向 量 , 从 而 对 每 个 汉 ЕВ 
当 块 ,4 的 全 部 初等 因子 为 


Р А ЕО, а, 
а! 


这 样 4 的 最 小 多 项 式 为 
d, A) = AA (А0 |АЕ-- A | =A Hh, AT H bo. 


З А 的 不 变 因 子 为 1,1,*+,1,4Ь0А). 今 


о = 0 b, ] 
1 [2 

B=| Е 

1 bni] 
HJ 吾 的 不 变 因 子 也 是 1, ,la JA A— B. BIL £F ЛЕН 3 E 
ВЕТ = (asasta) 1 TOAT = B. 那么 
Ala se 0 == Ca a. B. 

所 以 53,0: = Дау» "** a = А" a 是 线性 无 关 的 . 

964. 1) 设 4 是 一 个 个 数 春 实 方 阵 , 141<0, 则 4 ЖЕ} 
征 值 又 有 负 特 征 值 . 

2) 设 4 是 一 个 奇数 阶 实 方 阵 ， 若 14|>0, 则 A 必 有 正 特征 
值 . #|А|<0,Ш 4 必 有 负 特 征 值 . 

Ш 1) 设 加 是 4 的 所 有 特征 值 , 由 于 ААА, = 
14j<0, 而 复 根 成 对 出 现 并 且 1220. 因此 为，…, 中 有 偶数 
个 复 根 与 偶数 个 实 根 , 且 一 定 有 负 实 根 及 负 根 的 个 数 为 奇数 .因而 
至 少 有 -个 正 根 . 

2) 设 A Ил, HI 
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ГОА) = |АЕ- А | =А +a l+. anA an 
因 有 为 奇数 , 故 (0) =а, = (1) 1А|=— |А]. 

ФА |220,4] 70) = — [А |<0, ШХГ KD ESE М, РСМ) 
>0. 因此 РАСО, МАНЕ, RN AAEN. #1А|<0, 
Ш 00) = – А120. + ЖЛ КИЛЕ М, 70-м) <0. 从 而 
7 在 (一 六 ,0) 内 有 负 根 , 即 4 有 负 特 征 值 . 

965. 设 A УЖА Е, ШТУ PFE 18 2 29 0. 

966. A, BIME nX m Ж m Хп ЖЕЕ, HF тл, W] AB 
与 ВА 的 特征 多 项 式 只 差 因 子 А". 从 而 它们 有 相同 的 非 零 特征 
8. | 

证 由 第 208 条 知 
| IaE,— AB|=X-"|AE,— BA|, 

从 而 它们 有 相同 的 非 零 特征 值 ， | 

Ж ЧА,ВЯ пхп EE EERT, AB 与 BA 有 相同 的 特征 多 项 
№. 

967. 设 非 零 实行 向 量 4 二 lasarra) R A A 的 特征 值 
与 特征 向 量 ，. | 

Ro ”由 第 9%66 条 得 

[АЕ—А'А|=4"—1|АЕ—АА'|=А" 71+ [A— (афа: L a2)]. 
故 4'4 的 所 有 特征 值 为 
太一 和 一 … 一 太一 0 一 性 十 as 十 … 十 a2， 
а, 


: | (а, ‚**,а„). Ж В 的 属于 А=0 的 特征 向 


令 B=A A= 


а, 


a, (21 0 
ано (3 20 
a, x, 0 


46 ЕЕ 


AR (а, т" rän) ,并 注意 ait а+ at= 0.Bf U BX=0 Lj 下面 
方程 同 解 : 
dyti Hadito t t F nEn = D. 


不 失 -- 般 性 设 d o0, ШИ. А0 的 特征 向 量 


a) | аз] Єй 
' — 4, Н O | 0 
0 а |. 0 
kı : +k, = ?9 
о! 0 0 
| o) о) 一 ci 


Кр bao PENE. 
再 求 ВЕТРА, =а а ta 的 特征 向 量 . 由 ВХ=АХ 
知 
人 


为 B 的 特征 向 量 . 

968. n HRE A Ну n ТУРЕ Ais Aest a An o PAEZ AG AF 
MEEA ar. e.o, ААА ЕЯ E, S АИ n Н 9 
n r Hn 那么 

1) 当 A BÉRT, A BJ > РОНА 7 
Андада 2н (1) 


, 


ГАА 
А "a= де i= 1.2, mn. (2) 
2) "4 A ДЖИ, н, == == i= 0, = Аи 1 БА, ER 
咎 应 的 特征 向量 . 
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证 DEYA =1414 ATH n ИНЕ Йу, 


Atn PEDEL ДЇ. h paisani ШИШ Ж. 
1: 


Аа,= Aa Ra 得 la а= (АА іе = A'a. 


所 以 a 既是 A 属 上 4% 的 特征 向 最 ,也 是 4: 属于 特征 值 -全 5 


征 向 量 ,得 证 . 

2) мА ОМА, A =0,Ш = * =. у= 
O, Аз БА + А„=0. 这 时 任意 非 零 向 量 均 为 4' 的 特征 
向 量 . 

若 秩 (4")=1, 则 4 的 _- 切 二 阶 主子 式 者 等于零 . 由 第 944 
条 知 

ЕА" = ns [р (A, +A; + H Amd 
所 以 = =, 0 д А A, T+ — An 

A TREE., PR- -RER 4 天 0. 
对 十 и=0,ЖСА')=1. 求解 (--A*)X=0; 
ГАџ An +з | 


的 特 


о 0 0 
-4 一 - | 
| 0 0 0 J 
所 以 相应 的 特征 向 量 为 : 
[ 4] An 
sA] 0 


RI' 0 ке Fk 0 д. PEYR. 


| 0 | —А,] 
对 于 fa = AL + А»» КЕРҮҮ Ашы» BEN FEA 
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Tı Tı 
a| : = (An Ax + Ann) : + (3) 
= | * >, 
设 
Ai Az BR An 
д" Аһ 5А, br | 
BA ФА», Onn 


令 с= А, +А2+ +. +H Anm Н 3) 2048 


Аһ} +Аһх, + '"+-ЕА„х,=сд,› 
ТАСА 2; +A; xr,+-- HAT) 二 czy， 


A DELLE 


b, lAn T TA, z,+ 二 At) =p 


(4) 


由 (4) 知 rb: (cz, ) = cx; РТЫ. бху = T; 7 一 2 Nn. 
Ф n=l 0 ==, n 这 样 得 出 属于 c 的 特征 向 量 
F RA 2 sbn) REO. 


969. t n ИЗ A= сар, а,=|,' клюв 
征 值 与 相应 的 特征 向 量 . 

解 1) |a=b=0B|,A=0,A 的 特征 值 全 为 0, 且 任意 非 零 
向 量 都 是 4 的 特征 向 量 . 


2) 4 a=b#0 8, |АЕ– A| =2"1(A—na), A 的 个 特征 值 
№ Ад А, 0,4, =ла. 
= А=0 时 ,相应 的 特征 向 量 为 ， 
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1 1 ] 
—1 0 0 
0 一 ] 0 
Ë, 0 +k: pika 0 ,有 天， skn n PERE. 
Ü J | 0 | з; 


当 入 二 na 时 ,相应 的 特征 向 量 为 EC1,1,…,1)， 980. 
D 当 азёЬ В}, АЕА |= (2—-а +6)" (А-а (а 106), 
А 的 个 特征 值 为 丸 ==… 二 入 1 一 a 一 8， А=а+ (10. 
当 4 二 a 一 6 时 ,相应 的 特征 向 量 为 


| 1 1 
Е, 0 0 
有 
: : 0 
0 | 0 к 


当 4 二 a 十 (n 一 1)b 时 ,相应 的 特征 向 量 为 &(1,1,…，,1)， 
大 天 0， | 


970. iZ 
” 
2 3 
P n+l , 
п n+l 2n—1 


则 
АЕА | =x [ana 1, ис а), 
证 FAEH, А=2,ИП1 4 的 一 切 3 阶 子 式 都 为 0, 由 第 


944 RA 
АЁ А [= АА. (1) 
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而 
1 一 1 十 3 十 …… 十 (2m 一 T) 一 好， 
s= Pa ура w+ =en (п 120—1) =: Tn =), 
代入 (1) 即 得 和 欲 证 的 等 式 . 


971. ЖЖ 
- ait <aa,+l1 … aa, +1 
р а+1 + аа, +1 
| Sa apay as НЫКЫ asta saa 
lal аа,+1 … ай+1) 
的 特征 值 . 


а, Us Qa) An — Й ч 
[: se|] 1 1122094, ат, | A= 
“+ d iz} i= 1 
B'B, YE 
[2E— A| = |AE—B' Bi =A" 2|AE— ВВ i 
[А—т --d | A 
= À" °| == АГА (n+m)ÀA+ (nm —d:) |. 
| —d 2—ni ` 
所 以 Ду =А„_;<=0,А„-у={40,^= 4+ 


Ж tote 8 А n+m)À+ (nm — 22) ЛУНА. 

972. itn ЭШ A 的 二 个 特征 值 互 异 , 如 与 4 有 完全 相同 
ПУРО, N EERE О Жир Р. A= PQ ,B—=QP. 

证 由 于 4 与 互 有 完全 相同 的 特征 值 , 而 且 所 有 特征 值 蕊 
异 , 因 此 4 一 召 , 从 而 存在 可 赣 盾 阵 Р, P 'lAap= В. 4 PA= 
BP'=Q, N] A= PQ, B=QP. 

973. п ЖЕЕ 4 的 行列 式 的 值 为 4d, 而 匡 A 的 特征 值 全 
Е. ВЕ ЕА 的 特征 值 的 绝对 值 都 小 十 1,2, 

0<d<2", РР 

证 设 4 的 全 部 特征 值 是 1 …,, 则 匹 一 4 的 全 部 特征 
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值 是 1 一 为 ;1 一 入 ,… ,1 一 可, 因为 这 些 特征 值 全 是 实数 ,日 |1 一 入 | 
<I MMIKI ALl KAS n. 于 是 
Оа ААА, 2". 

974. WẸ ABR EKE EER. НА AB 的 特征 值 全 是 正 
实数 ;如 果 A ЗЕ ЕЊЕ В ДЕЗЕ? E Е.Д 2 AB {у 
征 值 全 是 非 负 实数 . 

证 设 4, 召 全 是 实 正定 捉 阵 , 则 存在 实 可 逆 和 矩阵 已 与信, 使 
A=PP',B=QQ'. 因为 

АВ=С(РР')‹ОО'›=‹(©'›5\[(Р'О)' PQ) IQ', 
所 以 AB— (P'Q)'(P'Q). 又 相似 矩阵 的 特征 值 相 同 , 故 AB 与 
CP'Q)'(P'Q) 有 相同 的 特征 值 . 而 后 者 为 实 正定 矩阵 ,其 特征 值 
全 是 正 数 ,因而 АВ 的 特征 值 全 是 正 实数 . 

ШЖ А 是 实 正定 年 阵 , 而 互 是 实 半 正 定 算 阵 ,那么 存在 实 正 
EHR Р, A= р. 这 样 AB:= DB. 从 而 

D '(AB)D=D '(D:B)D= DBD= р Вр, ў AB— D' BD. 
i D BD 合同 于 B, H B ` IF ЕШ DBD Еж. DBD 的 
特征 值 全 为 非 负 实数 ,从 而 .4 的 特征 值 亦 然 . | 

975. 什么 叫做 线性 变换 с 的 特征 值 与 特 钙 向 量 ? 

答 设 V 是 数 域 P 上 2n 维 线性 空间 ,a 是 V 的 一 个 线性 变 
换 , 若 存在 A, € P , 4E3F u] Et СҮ, і og = А6. ШЕК А 为 o 的 一 个 
特征 值 ,6 为 o ЕА, ВЕЕР. 

976. 怎样 求 线性 变换 o 的 特征 值 与 特征 向 量 ? _ 

E ERREZE V 的 一 组 基 a,…,a,, 青 求 o 在 这 组 某 下 
的 和 矩阵 4, 即 | 

абау за) = (ауу ,а„) А. 
ДАТЕ РАУАНА ht o 的 特征 值 , 

设 入 是 4 的 特征 值 , 求 出 4 属于 为 的 一 组 线性 无 关 的 特征 

向 量 : | 
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Ф 


bn) Ё, 
Й, = (аз, «+ уа,) | : | ,p= a, a) | : | (2) 
i b,n 
则 A... 8. WE о РАМЕ А 的 一 组 线性 无 关 的 特征 向 量 , 
977. 在 复数 域 上 求 下 列 线性 变换 的 特征 值 与 相应 的 特征 向 
m. 
1) Шо ЗЕ Ју 的 线性 变换 , 它 在 基 ssz'ss КШ 


Ё 为 

0 2 1 

А=—2 O 1. 
201-1 —3 0 

2) 设 线性 变换 rt 在 线性 空间 V 一 组 基 Bi» B, , Bs TERA 
3 I 0 | 

В=|—4 —1 0 

4 —8 一 2 


Ж 1) [АЕА | = ААЛА) (4 十 V14i),o 的 特征 值 为 
| А = 0, А014, А = Vd. 
АЖР о, 14: 和 一 wT4 的 特征 向 量 分 别 为 


3 6+ V Hi 6—V 14: 
16 r$; —2+3 V 14: „Ёз —2—3\/ 14: , RR1 hy Ë; Ф103. 
2 一 10 一 10 


从 而 z 属于 0, 14i, —\ idi 的 特征 阿 量 分 别 为 
а=, (36 —є, 263), 
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a,—k,[(6+Vl4:)e + (—2+3 V I4i)e— 10е, ], 
a=k, (6—VT4i e + (—2—3 \/14:)є,— 106, 
kokok 全 不 为 零 . 
2) |АЕ—В|=(4Л—1)*(А+2),т 的 全 部 特征 值 
À =A= l sA = —2. 
B 属于 1, 一 2 的 特征 向 量 分 别 为 


3 0 
a-s , efo skik 全 不 为 零 . 
201 1 
因此 rt 属于 1, 一 2 的 特征 向 量 分 别 为 
rı =k (38, — 60,-+ 2083), т›=Ё›%,, kok 全 不 为 零 
978. 什么 叫 向 谱 半径 ? 
答 n RER 4 在 复数 域 上 的 n АЕНА Е (А, 66,4.) 
称 为 4 0. ОСА) = тах (1А, |, 1А 1,5, | 入 |) 称 为 4 的 谱 半径 . 
979. ЖЕЕ 


o 1 | 
0 —2 —5 
的 谱 半径 . 
W НАЕ А | = (А-1) А+6—#)(4+6+1), 
= —1,А= 64-1, А= 6—4. 
故 ОСА) = тах { 1А, |, [Az] s lAs] = 37. 
980. iZ A= (a) A Ы ЕА) n ИЖЕ, W) oC A) R, Ж 


证 设 入 为 4 的 任 一 特征 值 ,由 圆 盘 定 理 知 ,存在 使 
ааһа. RIAIS laul tD lal KR 由 入 的 任 
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意 性 即 得 РСА) R. 


二 、 三 对 角 和 矩阵 的 特征 值 . 
981. (FAUR ХВЕ? 什么 叫做 Jacobi 矩阵 ? 
答 „хп LEE 


称 为 二 对 角 和 矩阵 . 
f; bce>0 G= 1.2. ,n 1), А 为 Jacobi Ж. 
982. 设 


s ӊ Cazi 
б, 2 


1—1 


“a 


ERAR, A, 为 A 的 第 & 阶 顺序 主子 阵 (&=1,2,…,n)， 


g CA) = !AE—A,| , WJ 
1) A, TAZIA, 
2) A =h s A, =Z А; 
3) 令 ¿& (A)= H 


СА) = (А bi) pr- (А) —аь ct Pe (А). k=, an; 


4) 当 A Уу Jacobi 矩阵 时 ,A 的 特征 多 项 式 序列 
Ф.А) sp (AD... CA) A 
Ж Sturm 序列 ， 


(1) 


(2) 


5) $ К=тах(|а-,!+ |5 | + ]|cl|)>,;=1,2,- n, # H 


а,=0=с,,  рСА)<А, 
6) A 的 特征 值 都 在 区 间 [ 一 R,RJ 中 . 
Ш 1),2) 有 显然， 
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| à= b с 


3) QUW |АК—А„| = 
сфр! 


一 cd- A—b 


按 最 后 TRH EN | 
PA= (А-А) фь (Aa C ay. (AD. 

4) ADDL F 353 . | 

下 证 (2? 相 邻 的 两 个 多 项 式 没 有 公共 根 . BEREE. E 办 (2) 
Че DAAH 8, HORE д, (和 ) 的 根 , 这 样 继续 推 
下 皮 ; 可 证 8 也 是 (和 ) 的 根 , 予 盾 , 即 (2) 中 任意 上 崎 个 相 令 多项式 

无 公共 根 ， 
BEEN E 0,08) 0, Д. (8) * #6.- (8 <0. 事实 上 ,由 
(2) 成 知 1ч 
#uvə Ú (8 = BBO PD – аса: 08) = —асф%—у08). 
[N 28 ас >0,} ТЕ) pia 5 & (8) 9 

综 土 三 条 , 即 证 得 (2) 为 Sturm JEF). 

5) 由 第 980 Ж]. 

6) 由 4) 知 (2) 是 Sturm 序列 . 因此 由 Sturm 定理 ,如 果 a,b 
不 是 „СШ ЯА СЛЕ by RAS Ж VaV p v, 
表示 序列 

С) Ф Сс) то (с) plc) 
的 变 号 数 . | 

这 样 由 5) 即 知 4 的 特征 值 均 在 区 间 [ 一 R,RJ 中 . 

Ж 由 第 982 条 利用 对 分 法 ,可 以 把 4 的 特征 值 不 断 分 细 隔 
离开 来 . | 

983. R FIER fi ЕВРЕ. 
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0 一 1 
1 о“, 
1) А= I . ; 
.. .. 一 1 
1 0 
0 — 1 
=] 0 
2) А= К 
'. 一] 
— 1 0 
Ж 1) 邻 a8=4,a8== 一 1, 由 a,B 蜡 号 知 a 关 2. 
A —1 
1 А 
[АЕ—А|=|(АЕ—А)' | = Е sj 
| 1 А 
a 十 B ой 
1 а+8 aß 
= р 8 ЕС а^+1 В" 
= Е" = 
а+8 ав 
1 “+A 


+} 


A =. ЕА < __ „‚@ А 
Ф1АЕ-А|=0 (5) = реА Ст, А 
А90). Ж а8= —1, —а?= ет, 82 8 


5 Ёл 
а= +: (cos ө; rr 


8= +:(соѕ —— а isin гү). 


Ne Kn. 去 掉 其 中 相同 的 (因为 


cos E= соз ы юл, А л иН {ЕМ 


= ERER EIE 


kr 
А; = == 27COS n+l 9 1=- E= Tn. 


) 令 a+ B= A.a8-=1.DBJ 


` 1] А . 
[АЕ А | = : . . 
`, :， 1 
1 À 
0+8 „ай | 
_|1 а+ 8 
| l, а+8 
ат ср EPL, 
当 азе В, [АЕ A HEL = 0, (5) =1. 
所 上 += Ri Lkn ("° FÉL 7.0). 


X af =1, F пт 
fgs сов ————— H isin 一 一 一 
3 1? 
3: 1< =n. 


= соз 一 一 一 ， 一 isin 5, 

太一 c 十 8 一 2cos Т. OSAS 5 4 的 特征 值 . 当 a— B hi. 

Ж а=#=1 Re=p=—1. ҖЕ А=2 s£ a= —2. 但 |2E 一 4A| 关 0， 
\с—2)Е—А}з#0, А = 2сов 2 S<) Ж А 的 全 部 特征 


ій . 


=. 和 矩阵 争 项 式 的 特征 值 
984. 什么 叫做 矩阵 多 项 式 ? 它 与 原 方 阵 阶 数 有 什么 关系 ? 


Ж Ú ADS P Ел МЮ, 
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вох) ал" +e Har Ба € Plz]a,Z0, 
аА" a Ada E 称 为 A RIEA ji ЕСА). 
MRAN n ВЕ R| gE n MFR. ШЖ À Ж тха 
ВЕ, туен, IA g AORA. 
985. 设 4 为 方 阵 . 
D # F(z) kg (r) H Hng lr) 
hlr) = [kg Cr) Јове tr) Je [kugn Cr), 


则 Гл) Ў сИз С Пса; 
r=] s] 


2) V Alx) tir) E Px]. АСА) К А)=:(АЛ)АС(А); 
3) #(eg(xz),s(r))=1,WMUfr (E ulr) vlz), iË 
gu A ts A CA) = E. 

证 12.2) #5, ТИЕ 3). 

H RIZE. FIE ибх) а(х) E g(z)u(z)+s(2)u(zr)= 1. 将 
4 代入 上 式 即 得 3). | . 

986. ЖАН ЛЕЛИ р m СА) .而 СА) hf St £ nn zÉ, Wl 
gAn «> (g(A),m(A)) =1. 

证 ЖЛ A mADS=1, FE uA) 00А), f 
ug Atv AmA 一 1 所 以 

E=u(A)g(A)+u(A)m(A)=us(CA)g(A). 

й ЕСА? Ју. 

必要 性 ”用 反 证 法 . (аА), т (А) ) = (А) 561 那么 . 
gD =d Dn (А), т(А) =d Am (А). 于 是 

gm (А) =g AmA). 

ëk gCA)m (A)=0. у CAD, ЯЕ mi СА) 0, Й n (А) < 
Әт (À), то) АВИ. 

987. 17 | 
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Ë 
9 a= 


ЖЕЗ FKE RE , F(A) E PLAJ, д 
ЎСА) 


f(A)= 


РГА) 
988. i n ЭЕ АШ ЖИЕ ШЕНӘ A... A. Tü ОЕ 
意 一 个 复 系数 多 项 式 , 那 么 
1) g(4) 的 个 特征 值 为 Asragan); 
2) gA) П] (А) (4+ (А„)-®0. 
证 1) 因为 存在 可 逆 阵 了 ,使 


А | 
ТОАТ = `, [з 
Wa 
+ 
МА T-'g(A)T= А 
| 0 gA) 


BI gtA) 有 特征 值 gA) eg An). 
2) H АСА) | = (А) СА) + СА, НПЗП р 
F | r 2 
989. 0) А.А |, l 
1) Же(А); DREAN. _ 


жшше а] 


5 227 үз —2 
2) < аз] | -二 | | 
g 2 5 211 =. $ 
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990. 设 4 二 A, 对 任意 多 项 式 g( 和 ), 那 么 САН E AI SK 
阵 | 
证 iR (4) Sanat Ба А+ао, lll 
(БСА) = (an AH e +a А-а. E) 
== (а„А”} + + (аА + (a Е) = СА). 
991. 1 


lo о Ann! 
其 中 АЯ п. хэ E £ СА Ж {ЕЛЖ £ Yi z , Hi 


al- Íl |g lAa) l- 


f = 1 


W 容易 算得 


A: * 
И 
\ 0 А 
设 дА) а, +a Ada А 
ЕСА.) * 
g(A)= `. ; 
0 ЕСА.) 
两 边 取 行 列 式 即 得 结论 . 


992. Ш А=Т -87,g(A) 为 任意 多 项 式 , 则 
| gCA)=T lg(BXT. 
证 由 假设 可 证 AST IBU (k=1,2,…). 再 设 
g(A)=a,A"-- +аА+ац 
于 是 g(A)=anl TO B"T) +> +a (T 1BT)+a CT ЕТ) 
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=T (aB +e a B+a ET =T ''g(B)T. 

注 此 即 : 若 4~B, 则 对 住 意 多 项 式 8(Cz) ,有 gCA)- g (B). 

993. 已 知 3 阶 矩 阵 4 的 特征 值 是 一 2,1, 一 1. 设 B8=24: 一 

3A°,jk B 的 特征 值 ,并 计算 行列 式 |B| 及 |3E 一 2Al. 

# 设 B 的 三 个 特征 值 是 入 ,和 2; 则 由 第 988 条 知 
А=2+(—2)#—34+ (—2):=—28, 
A,=2X1:—3x 12—= —1, 

如 一 2，(- 一 1 一 3 。( 一 1)2 一 一 5. 
故 В| = ААА (928) (—1) + (—5)=—140. 
jA|=(—2)- 1+ (—1)=2, 
—140== [B|=]A|2 • |2А—3Е|=4]2А—3Е|=—4|3Е—2А|, 

所 以 13 五 一 24| 一 35. 

994. 设 o ERR P E n ШЕ A 属于 特征 值 A, 的 特征 向 
М.у egG)E РГАЈ, а ж gR TIEA sgCho)? 的 特征 向 最 ， 

证 得 第 988 条 知 g( 各 ) 是 gC(4) 的 特征 值 . 由 假设 可 以 知道 
Aa= Ао. 于 是 А*а=ДДа,ё=1,2,'© 

B gA) =bn A” HbA boa Ш] 

g(A)a = (DnA H +b, A+ b E)ae=: b. Ата: th Aat ba 

= (bm àg H + bidat ho da= g Ch)a. : 


995. й л- [5 М ,其 中 8=| | ,a,6 都 是 非 零 实数 ， 
[а |5 121. 

1) Ж A 的 特征 值 与 相应 的 长 度 为 1 的 特征 向 量 ， 

2) 令 ee 二 (1,0,0,0), 求 shre' ,其 中 是 自然 数 ， 

W 1) |4E 一 4;= [AaYe] [Aa] 于 是 A 
ЕИН УУ А =а Б.А аЬ, А --а+Ь,А = —а--ь. ТАН 
应 的 长 度 为 1 的 特征 向 量 分 别 为 
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- Ë 
а= 2а 0. 11,D, 


d0, bD =G, 1.1, 


2 
1 8 |#| = 1. 
2) Z Раџа, аа.) , M 
P '1AP=diag(a+b,a—b,—a+b5b,—a—b), 
P ‘А"Р=аіар((а ББ)", (а 0)", Саф)", Са 6)"), 
А"= Раіар((а+4-2)°, (а — b)", (—a tb)", Са)" )Р-!. 
所 以 


А" 一 二 [Cat6)"+ i АЧИ К езй; 


996. Ж a 
| b 

кле 

解 115 一 4|= (一 1)G 一 1 十 ae 十 0 于 是 4 的 特征 值 为 

à= lsh =l—a b 

= (1,1) À BJ ТР ПЕШ. 8,= (а, —b) Rk А, 的 一 个 特征 向 
E. | 

由 АВ = 2,, Ад, = (1—а —6) 8, 可 得 

А", = В, A"B,=(1—a—b)" B, 


1 (1—а — 6) "а 
А" * ›=| |. 
В.в. 1 —(I—a—b)"b 


i Ë (1—а—ф)”а | а | 
В„=А"= ' 
1 —(1—a—b)"bhj 1 —& 


5 —1<1—а —6<1, 


i Bel |; ni 1 i | 
е "ел: 200 Lr = a-+b' 5 aJ 


a 
| ;其 中 abe (0,1), 4 B, = А”, 
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997. ЗУП А.Е A 十 EE 与 矩阵 zA+ E, rE 

РНТ Т є. 值 外 , 均 为 非 奇异 矩阵 . 日 存在 常数 wx 盖 0, 使 对 

- 切 满足 0<e<py 的 ,4+eE 均 非 奇 异 ;同样 ,对 -- 切 充分 大 的 
r, r A+ E ВЕ ат. 

证 НА+ЕЕ й <> AFE] = |sE— A) | =0<—— = 
为 方 阵 ( 一 4) 的 一 个 特征 值 . 而 nn 阶 方 阵 ( 一 4) 最 多 有 个 不 同 
的 特征 值 ,因此 , 除 e 取 (一 4) 的 特征 信人 外 ,A 十 eE УЕ АН 
PF. 设 产 是 (一 4) 的 非 零 特 征 值 中 绝对 值 最 小 者 , 则 对 一 ТА 0 
<< и H] e, 4 十 上 五 均 非 奇异 . 再 者 ,由 于 rA+HE =r A+ — 1E), 


只 需 令 e 一 二 , 即 得 关 ТЖЁ гА+Е 为 非 奇异 的 4 吉 论 

998. 设 4;B Ял Е, АЕ В| 7А) WJ f CAD: 
< > 人 4 与 妃 盛 公共 特征 值 ， 

证 令 gGD,m0i 分 别 为 4 的 特征 多 项 式 与 4 的 最 小 多 项 
式 , 那 么 由 第 986 条 与 第 988 条 

B 的 任 一 特征 值 郑 不 是 4 的 特征 值 <> (/ (Л), (А)) =1 
5 (КА), т(А)) = 15 70А) 8) . 

Ж DARTE A,B HAHAE. 

D 4,B 不 一 定 都 是 ПРЕСА 5 лиха ЖЕ. В mxm 
第 阵 ) 上 述 结论 仍然 成 立 . 

999 ЖА Еп RER (А0 A 的 零 化 多 项 式 , H 
#(CA)=0,M] A 的 特征 值 均 是 y() 的 根 . 

证 А.А, А, ДЕ А {ПЖ ЖИНИ {Д.Ш AD p) 
(各 ) 是 V4) 的 全 部 特征 值 . H ё(А)=0 知 ,y(4) 的 特征 值 全 是 
0, 所 以 ФА) = 0 {==1,2. n). 

Ж Я yA =A Ain 为 正 整 数 ) ,一 4 可 得 以 下 结 
Ж: 

0 当 4"=0 时 ,4 的 特征 值 全 为 0. . 
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© 4 4" 一 五 时 ,4 的 特征 值 均 是 单位 根 . 
@ 当 A =A 时 ,A 的 特征 值 等 于 0 或 1. 
1000. E А,В R n PER, A =E ШЕ ВИЛ 


ALBI A" B"? -Ha -FAB4+ E=0, (1) 
则 8B 的 特征 秆 都 是 m 次 单位 根 . 
Ш 在 51) 式 两 端 左 乘 4 AR B, 再 注意 A" — E, A 
B"+ A" Br 十 … 十 42B? 十 40 一 0 (2) 


(2) 一 (1) 得 B"= Е. 由 第 999 条 知 B 的 特征 值 都 是 mm 次 单位 根 . 
1001. IR À sdt, R: n> n a EE A 的 特征 值 ,与 其 相应 的 
特征 向 量 分 别 是 asasan H аа, a, 线性 无 关 . 设 f(z) 与 
g(r) 是 任意 两 个 多 项 式 , 求 27X 22 Ш EE | 
-[ с) а 
ЕСА) ХА) 
的 全 部 特征 值 及 相应 的 特征 向 量 ， 

ж 当 Als A 是 A 的 特征 值 时 ,那么 РСА) SA) 
ЛОМ), (А), САТЕ FC4) 和 8(C4) 的 特征 值 ADe 
(А) пә), JAD ADAKE fA) 十 gC4) ,f(A) 
一 &g(4) 的 特征 值 . 


Е, Е, 
Фр | Е, ун 阶 单位 矩阵 , 则 
1 à 
pia > É, Е 
1 1 
52. Ё. | 
ЎА) 8А) 0 
于 是 B=P| кл 
0 f(A) + СА) 
вж о 0 | 
ты 0 f(A) Fg (A) 


的 2n CÈR РСА) EEAS: Sn). 而 相似 矩阵 的 特征 值 
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相同 , 放 B й 2» PERISA А Lin). 
易 验证 р=|].ъ=|_|жв@ящ ЕН 
РСА) +0) 5 РО) аА) ТРЕЈА. 
Ж ”如果 了 到。 КА) =0,00, 表示 nXn BERE), ЕСА) = А, ЯБ 


0, А 
Z, 2nX2n НЕ | йсй | 的 2» TEYA Sa). 而 


8 s[e] 是 Ao 的 分 别 属于 ， 与 一 的 一 个 特征 向 量 . 


а j 


中、 6632208 ДЗЕ 

1002. 什么 叫做 哈密 尔 顿 一 凯 莱 (Hamilton-Cayley) 2 M? 

答 设 和 A 是 数 域 P 上 - -个 4 ЕВЕ, 70А) = |[АЁ—А|Ж A É) 
特征 多 项 式 , 则 f(4)==0. 这 个 定理 叫做 哈密 尔 顿 一 凯 莱 定理 . 

1003. Ё» MERE АТ, A A A 都 可 表 为 4 的 多 项 
=. | 

证 设 4 的 特征 多 项 式 为 

А) = |АЕ- А |= Аа ATH Ба, Aa, 
则 由 4 АТТ УЙ а, = (— 1)" |1520. НИИ В] 


Аа A" 4+ +a, 1А+а,Е = 0. 


ДСА Ба Ат Ба.) + A=E, 


А Ат a Aa, Ey, 
A" = JAJA = IHLA 1 фа ATH a, E). 
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+004. n+l ИВЕ A ВЕНЕ О ffi n + о 次 单位 
HH а swe s MAE RE 2E— A пуу, 6н. 
证 ”由 题 设 知 2 不 是 4 的 特征 值 ,从 而 |2E 一 4| 关 0, 即 矩阵 
2E -A UŽ. 
青 由 3 的 特征 值 是 0 #fl л + n KEIR, NI A 的 特征 多 项 式 
为 faQ) = (АЕ А {= АСА 1), Н ZK š N E 
А04" Е) = 0, A=, 
[8] 
(2Е)" А" = (E-A QEY H (2E)" T A+ А" ], 
等 式 商 端 同 加 上 A— 2E, i 
(2Е)" Л БА —–2Е= (2Е—А)[(2Е)"+- OEY A 
+: +4" ЕЈ], 


或 
Е 2E= (gE— A)X2"E— E+ 2° A+?" “2 A2 
+: +2A" 14 A"), 
所 以 
3 m 1 2: З; я 1 n—2 д? 
(2E— А) жес? DE+2 A+ 2" A 
十 … 十 24" 汪 ! 十 4") 一 五 ， 
从 而 
2. 1 =. ә: 8 
(2E—A)` =, ZL DEFT A42"? A? 


+: + 2A"C1+ A”]. 
1005. I AE-S nN ERRE, k 是 大 于 等 于 的 任 -- 
整数 , 则 A 可 写成 次 数 不 大 于 ”一 1 的 4 的 多 项 式 . 
证 设 f(0D)=|2E 一 4A|, 由 带 余 除 法 得 
= fA Hr CA), 
这 里 (4) =0 КОК РР a HERA. 由 哈密 尔 顿 一 
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ын 


凯 莱 定理 知 4 一 (4) 是 4 的 次 数 不 大 于 ”一 1 的 多 项 式 ， 
1006. 如 果 3 EERE А 有 特征 值 1, 一 1,2, 求 A*. 
解 (A= |AE— А |= (А—1)(А+1)(А—2), 

it РСА) == аА t bàite 满足 


А#= fA (А), (їз 
a=} (#1), зай: =+, 
所 以 
rD =E A 029—407, 
故 


А%=т(А)=--[02*—1)А*— (2*—4)Е]. 
7 4 
—9 —5 
1 1 O 
naa 0 1 
0 1 0 
3) 设 (2) =ar art R 扩 4) 的 全 部 特征 值 . 
解 DAA /(А)==|АЕ— А|=(А—1)?, 
所 以 о=/СА)=(А—Е)*,А#=2А—Е. 然后 用 数学 归纳 法 ,可 
证 


1007, 1) 设 4=| E А"; 


‚Ж дн, 


A пА — (я--1) Е, a1). 
所 以 


= | Tn ån Еи 0 з ån 
—9n —5nJ 1 0 n—1 — 9n Eo 


2) 在 第 84 AF, CAER: A =A ASE, (п2:3). 
3⁄4 n=1000 时 ， : 
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41999 s A 4 42 — E= A°% + 2( A2— E) 
= А?*--499( А5— Е) = 50042—499# 


поо 1 0 0 
=500|1 1 0! —499|0 1 ° | 
шол 0 б 1 
[10% 
= 500 1 I 
t500 0 1 


3) |АЕ-- Aj =A A++, 25 А 的 特征 值 为 1,1,—1 
将 它们 代入 х), A) 的 三 个 特征 人 为 1,1,3. 


1008. 设 
fl 0 1 
A=|o —1 11, 
s o 


R 2A — 3A H4A HA — AE. 
解 [Ù= | 1 五 一 4 一 人 一 24 十 1 令 
PA) =24#—33°-++454#+ 9—4, 


则 由 带 余 除法 得 
PMD = FDA rA), 
Кей r(A) =24А2— 3744+10. 由 哈密 尔 顿 - 凯 莱 定理 得 
245—344 4А4*+_- А2 —4Е =é#(A)=+r(A)=24A2-—37A+10E 

—3 48 Е 
| 0 95 —6lj. 
Lo —6 3⁄4 1 
1009. ЖА У» Н БЕ, Iy 


D 当 A2= ЕНА АЗР 1 BF, A= Е. | 
2) 当 А ВАЕ КАЕ РА, Z: (£ ТЕ GRM £, E 
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A*:=0. 

3) 当 n=2, BAE B {Ë A48 一 B4=A, 则 А2 0. 

证 D 因 4 的 特征 值 都 等 于 1, 由 于 零 化 多 项 式 无 重 根 , 因 
此 4 相似 于 对 角 施 阵 , 即 存在 可 道 矩 阵 代 ,使 


ГІ 
i 


А=Т` | Т=Е. 


1 


2) 因为 4 的 特征 值 全 是 0, 所 以 А) = |AE— A| =", 从 而 
0= А) = А". 

3) 设 4 的 特征 多 项 式 为 SA = {АЕ А | =А-- Ас. Ё 
ci=tr(A)=0,c;= | А|. H А=АВ—ВА H tr(A)=tr(AB— BA) 
一 0, 即 c: 一 0. КШ |А!=0. 1], Н1А150, 9 A 可 道 . 再 由 
А=АВ—ВАЗ Е = B— A ВА. {Н tr(B)= tr (ABA), $ 
tr(E)=z#(B—A 'BA)=0,2FJ8 . FE /(А)=^°. Мт 4 一 0. 

1010. А,В Ен EB ,С=АВ-- ВА, Й] 

1) 当 C 与 4,B 可 交换 时 ,C 的 特征 秆 全 为 0.， 

2) А,В ЗК ER C 的 特征 值 的 实 部 为 0. 

证 1) 首先 由 数学 归纳 法 可 知 , 对 一 切 自然 数 &, 有 

AB'--B'A=k BC. (1) 
事实 上 ,当下 一 1 时 ,(1)? 显 然 成 立 . 假定 对 有 =m 时 (1) 成 立 ， 
即 АВ" —– B'A =mB C, RANAR B {8 
ВАВ"—В"1А=тВ”С, 
(AB—C)B"— B"H A=mB"C, 
AB"! — B"H A= (m+1)B”C. 
ИҢ k=mt1 时 , (1) 也 成 立 ， 归 纳 法 完成 . 

再 设 B 的 特征 多 项 式 为 SA = А Ба, 1А Ба,А+а, 

则 Af(B) 二 0, 由 (i) 式 知 
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f'(BXC=A/(B)— f(B)A=0. 
从 市 | 
0=ALfF (BCI—LF' (BCIA, 
=л(АВ" 1— BAIC+Has tn— 1) АВ" — Bn 2AC4+ + 
+a? (AB— BAC 
= (и 1) В" С pa, (a 1) (0—2) В" CH eH aC 
=F BC. 


由 此 继续 下 去 可 得 f20C(HB C'= 0. (H Г СА) =, ТШ СВ) = 
n!E. 这样 о=/"°?(В)С”=зя! С". i C=0. 由 第 999 ЖШ C АЈ 
特征 值 全 为 0. 

2) | X C'= (AB— BAY = (АВ) —– (ВА)' = ВА — А' В = 
ВА АВ= С.И С Ri РЕ БЕ. A m C 的 特征 值 为 0 或 
纯 虚数 , 即 实 部 为 0. 

1011. B AMBIRE m KRA n MER, А УВ ААЖ 
的 特征 值 , 则 满足 等 式 

АХ=ХВ.йф X€ Р" 
ВЈ РЕ X REESE. 

证 设 4 的 特征 多 项 式 是 SJA. N A 与 8 无 公共 的 特征 值 ， 
所 以 由 第 998 Ж СВУ п Е. 由 АХ=ХВ 得 АХ = 
ХВ“, САХ = ХЎСВ). 由 哈密 尔 顿 - 凯 莱 定理 知 f(A4)==0， 
故 XFCB)= 一 0. 而 СВОЕ ят У, EARR B), RX = 0. 

1012. А.А... BE n B SE EE 4 的 全 部 特征 值 , 但 一 
(一 1,2,…,2) 不 是 4 的 特征 值 , 则 线性 空间 R"”*" 中 如 下 的 变换 

a(X)= A'X+XA,.V X€ Rn" 
是 "ну a| КЕЛЖ. 
证 УХ.ҮЄК"^",у a,bER, 
c(aX+bY)= A'(aX+bY)+ (aX+bY)A=a(A'X4 XA)+ 
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pCA'Y+YA)=ae(X)--bo (Y), о 是 "ЈЕЛЕ. 

HK ,V X€ e! (0), 8] a (X) = A'X + XA = 0. Br J 

А X= XA. 由 此 利用 数学 归纳 法 可 证 得 

(АХ = ХА". 
进而 对 任意 实 多 项 式 g ADA g(— АОХ = Ха(А). 特别 地 ,对 于 
А ВОЛЕ А), В /С— A')X= ХУА) =0. 由 于 А 的 特 
征 值 是 À s Àz a*t s An AA III 4! 的 特征 值 为 Дуздро ttt УА,» 那么 一 水 的 
特征 值 是 一 由 ,一 02， 一 六 而 已 知 一 证 不 是 4 的 特征 值 , 故 
天 (一 四) 天 0.1 一 1 2 nn СА) |= РСА) СА, FEA) 
90, ВС А) є. ВТ X= o, Мо '(0)={0). hk a 是 单 
射 .但 因 R°" ht ЖЕ ЕЗЕН. о 也 是 双 射 , 即 a 是 R"** 的 可 
逆 线 性 变换 . 

1013. ЎА E n NEER AGS, 2 em EEA SRE 
ME: AGE, оп ЖЕН E EE . 则 对 于 任意 的 实 
对 称 矩 阵 C, 存 在 唯一 的 实 对 称 和 矩阵 下 ,满足 АВ+ВА=С. 

Ш 由 第 1012 条 知 如 下 的 变换 o 是 R"“* 中 的 可 道 线性 变换 .: 
s(X)=A'X+XA,V X€ R". 于 是 对 于 实 对 称 第 阵 C, 存 在 唯 - 
ВУЗ ЕЕ B 满足 


a(B)=A'B+ BA=C. 
H F C 是 实 对 称 的 , 故 
о(В')=А'В'++В' А=(А'В-ЕВА)' =С' =С=0(В) 
[8 a Жи Eka kk B =B, B 为 实 对 称 的 . 
1014. È 4 是 一 个 二 阶 些 阵 , ДЖ 4 的 特征 多 项 式 的 单 根 ，. 
Xo。 是 4 的 属于 的 … 个 特征 向 量 , 则 线性 方程 组 (XE 一 A)X= 
X, Ж. 
证 用 反 证 法 . WO(A E— A)X= X, ff У, Ë] XZ 0,58 Y. 
#0. 因而 AY,— AY.,— Xo H 
АҮ,= AGQ,Y, — Xo) = АЖ Ү»—2МХ,. 
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用 归纳 法 可 证 得 对 任意 自然 数 m, 有 
A"Yo =A Yo тА Ха. 
iz А 的 特征 多项式 (Е) = a -H aiai H ert ao MER 
fCA)=048 
0 = /C(A)Y,=(A”+a,. AT HH a А+а, EY, 
= (А Ба зА alla, )Y, 
— (нА + (и 1а, А784 Б 2a A ау) X, - 
= (АУ f САХ. 
再 由 (40) = 049 f СА) Хо 0. 但 题 设 是 特征 多 项 式 f(z) 的 
单 根 , 故 上 (ix) 天 0. 于 是 X, =0,2F 8 . 
ril 0 0) 


1015. É A=ja w Ji 
p C а? 
其 中 e = cos ET аА i Ë A 25 А". 


3 3 
Ж |АЕ—А|=2—1. 由 险 密 尔 顿 - 凯 革 定理 得 A= Е, ДЬ 
А A. 
E. 4 n=3m 时 ; 
pda 当 n=3m+1 B+; 
LA, 4 n=3m+2 В. 
1016. Ж 4 一 (ax 


g WV=S E+AI— IAE— A!), a) 


[Atan Ё a, @ E ... а. Ё 
| a, E A4+a, Ë ES a E 
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A a DTNA, В ui. 
证 %/()=|лЕ+А|, 700 =1АЕ-А|, 则 由 (1) 式 
А о 
2g A) = (А) — /,\4)0,2д(А)=/,(А)—/,(А)= f, (A). 
你 为 gCA4)9 道 ,所 以 及 (4) 可 道 ， 

没 |4E 十 4 ЕЖ 165 十 au 的 代数 余子 式 为 cr(A)， 则 


Оба, Veal A= Фар СА), 7 一 1,2， (3) 
将 4 代入 (3) 式 ， 有 o 
S Qa kas G= a AN jk=1,2, (4) 


= 
从 而 

pea En lA) +з mA FAtauE a e aE 
Cal A) Col A) e c. CA) anaE A+tanE е a, Ë 


本 


Va (A) c,(A) се с. (422 a, E as E ++ А--а„Е 

=diag(f, (A)... є СА)). (5) 
Ф CAS (c; (A)),MJHH GORG eDIL 16 CA)|2260. 故 
B 可 道 . 


五 、 特征 子 空间 

1017. 什么 吗 做 方 阵 4 的 特征 子 空间 ?什么 叫做 线性 变换 
的 特征 于 空间 ? 

答 设 AEP"", 车 入 EP 了 为 A 的 -个 特征 值 , 则 子 空间 

W, = аЄ Pi Аа= Аа} 

称 为 方 阵 4 的 特征 子 空间 . 

设 V 是 数 域 PP 上 线性 空间 ,o 是 V 的 线性 变换 ,和 E 忆 为 的 
一 个 特征 值 , 那 么 子 空间 | 
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у, = {BEVIoB=hp} 

称 为 线性 变换 о 的 特征 子 空间 . 

注 取 V 的 一 组 基 Els ttt s Ens OLE rE б, „== CEs ttt 56,) А. 
Wi 为 4 的 特征 值 % 的 特征 子 空间 , 则 = 的 特征 子 空间 ,为 

= (А18 letena aE V} 

由 此 可 知 求 o 的 特征 子 空间 , 即 转化 为 求 方 阵 4 的 特征 子 空间 ， 

1018. iZ V, п ИВЕ A 的 特征 子 空 间 ( 称 ату, 5 А, 的 
几何 重 数 ). DM) | 

1) dimV, =л—(САЕ— А); 

2) dmVvu 等 于 4 的 若 当 形 中 主 对 角 元 为 的 若 当 块 的 个 
数 ， 

3) dimV Т 4 的 初等 因子 中 含 (一 zx) 的 方 赛 的 个 数 ， 

证 1) 由 定义 知 V, A CAE— A)X = 0 的 解 空间 ,所 以 

dimV 二 nn 一 秩 (%E 一 A). 

2) 设 4 的 若 当 标准 形 为 

EIE 


其 中 Ј® = k 1 s= 1,2, skidit ad: 的 主 对 角 


А w, X n; 
TA А, Н l22AO Jg=1,2,-. s W| 4=7 JT. 
(АЕ-А)=ТАЕ-.РТ, 
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FERE AE – А) = (АЕ — 7). 而 


К ЕЕ 


oj | | 


` жагына: 
a F 
кыы 


(F-J = і 
b e Ар à - 


所 以 dimV, = Е А) = RAES k 
3) 由 于 若 当 块 的 个 数 与 初等 因子 个 数 一 致 ,因此 即 得 结论 ， 
1019. 设 o 是 3 维 线性 空间 WV 上 的 一 个 线性 变换 , 它 在 一 


[2 0 0 
组 基 下 的 矩阵 为 A=12 2 ° кови, 
2 2 —1 


Ж i V RIXIY E Ees НВ 
GLE rEg s Ez) = CE EE) А. 
Ё 1АЕ— Ai =A? AH) i А ВЈ РЕА СИ o E 
RERS А=4Л,=2,А,=—1. 
4 А=2 В, (2E— AX = 0 得 出 一 个 线性 无 关 解 为 
0% 
ai =(0,3,2). 令 p= anane А 
2 
则 oa 关于 特征 值 2 的 特征 子 空 间 V= L). 
当 4= 一 1 时 ; 解 ( 一 EE 一 A)X=0 得 出 一 个 线性 无 关 的 解 为 


f 0 
a',= (0.0,1). e = , 
1 
则 a 关于 特征 值 *= 一 1 的 特征 子 空 间 У = LC8,)- 
1020. ФУД P E n 维 列 线性 空间 ,4 E n Л . 
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E PPR A FEV ФАЯ 50 КНК mEn 
(А— AE)" =0, WP {ЖЩЗ À PRAE NEC- АЕ)" = O, 
НАЕ)" 050, MER £ ERT A, BJ zn К Ы. 

ЖЕТА 的 根 癌 量 存在 , 则 是 4 的 一 个 特征 值 . 

2) АЖАН ВНЕ, ЖТ 4 的 根 向 量 存在 ,并 朋 属 
于 为 的 所 有 根 向 量 添 上 零 向 量 构成 六 的 一 个 子 空间 , 

3) 属 十 不 同 特征 值 的 根 向 量 是 线性 无 关 的 . 

证 1) ita ERF i т КА, Д 022 (А АЕ)" la, 
但 0==(А—ААЬЕ)”@=(А—А„Е)[ CA~ AE)” la]. 

F В= (А А,Е)" ia 和 0, 则 .48 一 103. 加 是 4 的 特征 值 . 

2) 设 а 是 А 的 属 二 特征 值 À, 的 一 个 特征 [п] К, Аа = Аа, 
ПСА АЕ а= 0. 可 见 a 是 4 ТА ШИЙ. 

令 5; 表示 属于 А ВАНА ЕЗ АЕ 0. а, 2 
Ж S PRÉRI A m m: 的 根 向 量 . ER 2, AEP, 
令 m=max Ím sm}, Й 

(СА АЕ)" kia tk P= k AAE a+ (А-АЕ)"8=0. 

所 以 kiatkp € Sa 可 见 S, AE V 的 一 个 子 空间 .、 

3) 设 a 是 А 的 属于 A; 的 т; KIRE (2-1,2, 5-6,5), А.А, 
бА 互 不 相同 , 令 

FD = (А А)" A 


ЖИ | ©. ЖИРНЕ 
ЛО» CAs 
W AOD AAR o- 故 有 多 项 式 (А) (А), 
uA Ў, САУ -Hula AAN. 


从 而 | 
(А) САЎ +ъ(А) СААБ)" = E. 
于 是 
‚а; =u(A)/.CA)a. A ANE) "a, 
=4(А)/,(А)а,. 
因为 w% 天 0, 所 以 fi AdE . 
令 ba, tka =0, Н АСА) ЯЕ НА А Р, СА) 一 
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9. АШПА =0,г=1,2,5,5. 因此 aa oa 线性 无 关 . 

1021. Ў В=РТАР,АЖА,В 的 某 一 特征 值 ,V; E 4 的 属 
于 4 的 特征 子 空间 , 求 8 的 属于 4 的 特征 子 空间 六. 

W V. = (P it|çe Vu. 事实 上 ,对 任意 7E AE: B= А, 
АСР: АР) у= А], ACPI) =А(Рт), 于 是 PEV % t= РЄ 
Va A 

=P pE (P '£lcec V, Вр VEP HEV). 
反之 ,对 任意 P VE (P75IEEV,)， 
ВОР) = (PT APAPO 6) =P CAY) =P 16). 
451 P€ vua (P 't|t€ V.)CS Q. 

1022. А,В п ЕЕЕ, Bi Z 

1) 当 4 关 0 为 4B 和 BA 的 特征 值 时 , 则 ату, =dimW,, Ж 
F Wi V PIRR AB, BA 的 属于 4 的 特征 子 空间 . 

2) 当 4 的 = 个 特征 值 两 两 互 异 时 , 则 АВ = ВА 的 充 要 条 件 
是 4 的 特征 向 量 恒 为 B 的 特征 向 量 . 

证 1) Wi,={a€EC"|ABe= Aa), 

Vi={BEC"|BAB=A8}, 

Ж С 为 复数 域 , 设 апи", =, ату == 5, > aisat, J Wa 的 
一 个 基 , 于 是 ABa 一 ia,1sisr, 从 而 ВАВа, = ABa Kir. 可 
见 Ba, € V, ,1<;=<. | 

下 证 Ba, , Ве, , Ba, 线性 无 关 ^ 

设 2, Ва, +k Ba, + +k. Ba. = 0, M 

АСА, Ba, -&,Ва, -+ -0 + Ë. Ba,) = 0. 
于 是 
| kida, + kada, + + k Aa = 0. 

H + GEESE "а, 线性 无 关 , 故 Ё;А=0,1<гтк. 而 4 关 0, 所 以 
= 0,1=<¿=>, HJ DL озату. 同 理 可 证 ss BX r=s. 

2) 先 证 充分 性 . B Airds "А, Ж A 的 n ЕНЕ... 
boreh B A 的 分 别 属于 hu 的 -个 特征 向 量 , 则 б.б» 
… ,线性 无 关 , 故 二 (E S... V. арй, Н 
АР=Р + diag(A TA... 4). 由 充分 条 件 可 令 В = д, 1и, 
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则 ВР = Рдіав (ара). 本 是 
ВАР = ВРфар(А,, А, A) | 
= Pdiag (z4 a9 s 4p )diag (A, sÀ ++ , An) 
= Pdiag (à s Ау, ,A diag (A, y Host s z.) 
= APdiag (p y AnD = АВР, 


H P ač ik AB= ВА. 
再 泪 必要 性 . W АВ= ВА, $ V Æ A RIITA HRE А, 的 


HIE ZAA SA). HF AAA 五 不 相同 , 故 V, 是 一 维 
的 . 于 是 可 令 У,=1.($).1< гл. 

因为 АВ= ВА. НЦ ABY = ВА = АВ ‚ЫЫ BEEV, =L) 
. & Ву = 1л. Ж.А ШИНЕ ЕДЫ p РИШ. 


六 、 Ват 
1023. 什么 叫做 盖 氏 贺 ? 
Ж iZ А=(а)Дїл 阶 复方 阵 , 则 称 
DCA)= (z | -заь| SRo R= 之 |ou| ) 


为 4 的 第 & 上 个 盖 氏 圆 〈Gerschgorin ) ,£=1,2,-" n. 
1024. KEk 


2+: 2 5 
A= 3 0 К 


的 二 个 盖 氏 圆 . 
Ж D,CA)=(z|]]=—(2+:)1=<6), 
D,(A)= {®||«|<3+\Є2}; 
D(A)= {= | |=—2|=1-460/17). 
1025. I А= (а) п МЕШ Ж .Ал 是 A Е РЕЛЕ, ШШ 
XE UDA) еф РСА) АЖАЛ G2=1,2,--- m). 
证 设 人 二 (a ,qs,… ,a,) 为 4 的 属于 4 的 一 个 特征 向 量 , 则 
АС = А, JA Tm 
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}> |аһа;==Аа),#=1,2,+—›п. 
,=1 
所 以 
(Aana = Ryana, E a) 
设 ааа а ;出 由 (1) 式 
ep 
Le DS б =з |= (2) 
由 (2) 知 AE DLAT ÜD: (А'). 
+ B DAVKI AER k TARAS, 2 n). & D, 
= Ü DA) D= Ú Di (AO ,而 既是 4 的 特征 值 ,又 是 A' 的 特 
征 值 ,所 以 АЄ D, AD. 
1026. НАЖА #E [N TF SE EE 
1 0.1 0.2 
0.4 3 0.1| 
一 0.1 0.2 一 ]5 


А= 


的 特征 值 的 范围 . 

ж 因为 

D,CA)=1=z||z=—1|=<0.3), 

Р.А) = z||z=—3[<<0.5),D,CA)= {z| |z+ 1|=<0.3), 
所 以 4 的 3 个 特征 值 均 在 这 三 个 圆 内 . 

1027. Ü А= (а) n ЖИЙ Ж А л КЕН 
S 个 连通 域 ,其 中 有 一 个 连通 域 由 mx :个 圆 组 成 ， 那么 在 此 连通 域 
中 恰 有 m 个 特征 值 . 

证 s 


wse...s............... 


480 第 十 一 章 特征 值 与 特征 向 量 


Wj А(0О›=аае(а,,,а,*б,а„),.АС1)=<= А. 

记 此 连通 域 为 ( 1 ), 它 的 加 个 盖 氏 圆 为 五 (4)，… CA), 

其 中 
РСА) = [zlean] KR R= 2% lasi) 

再 规定 :A402) 的 x 个 特征 值 为 入 (8,… .入 (1). 4(0) 的 n 个 特 
HEIR А, СО), e, 1 (0). ВКА, (0), e A OFE а.а ;am 的 
一 个 排列 . Ak -ARTE i 

A CO) = uy .4 (0) == а, yAn CO) == ал. 

aa) 一 4 的 = 个 特征 值 记 为 如 (uv() BREIE A 
Вл ВНЕ А, А. 

由 于 特征 值 是 矩阵 元 素 的 连续 函数 , 即 А (гау 5 1 EE 
AORTE t 的 连续 函数 . ЗЕ А, (0) а ще 从 0 连续 变 到 1 时， 
ALOH апі 8 AY #1] A (1). 一 般 地 设 

А00) = arii =l, 2s ,ny 

АО) =4,1=1,2,:6 ni 
WMA, C [0,1], AO ERER R, 它 的 起 点 为 (0,wi), 终 
AFAd, AD. 

在 连通 域 t1 ) 中 ,含有 .A400) 的 m 个 特征 值 
和 NO) 一 ai (0)=a € (I). 
TIECK AK m РАННЯ. 
A SA A ()=А € (I). 

用 反 证 法 . PRR AEC MAR 1025 Ж.А 
EEA- TEERDE) O BJ 3838 ,BD F Eto 
€ (0,1) ,使 得 

à, UD € ÚDA). a) 


由 第 1025 条 知 A, Go € 0р0). 从 而 
А (ә Єр,(А()). П Р, CADE D; A), Я SV z€ DA 
сэ, 
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1а 25 liag] =t 2 lasi =, 
EDCA) КЕ ER 
X o E Ü DA GDE ÜD: A. (2) 
ВС) (2) CB 8. 

最 后 ,证 明 ( 工 ) 中 恰 含 4 的 着 个 特征 值 , А 69 n ШЙ 
分 成 * 个 连通 域 , 记 为 (上 )、 CE)，…(S). 在 每 个 连通 域 中 分 别 
含有 т, (= т), тот, TARA. 再 设 每 个 连通 域 食 4 的 特 
征 值 的 个 数 分 别 为 роу", 但 
mim 1 тпк, jr, + +>, 十 面 已 证 

куйт SIZZI 和 ZM, 
进一步 有 7 二 mi (一 1，2，…5). 否则 ,不 失 一 般 性 , 设 r >m AB 
А n=rn trte tr >m tmt tm, =n. 38 . 

Жж тиж FERRE — TERAN ШЖ РИН HX А 
的 一 个 特征 值 . 

@ 当 某 一 连通 域 含 两 个 盖 氏 圆 时 ,比如 D. CA UDA, E 
含有 两 个 特征 值 ,这 两 个 特征 值 可 能 全 在 D. (4) 内 ,也 可 能 全 在 
D,(4) 内 ,也 可 能 D (4),D,(A) 各 含 一 个 . ` 

1028. 设 А=(а„)& ” BEERE, popoe Ën 是 正 实 数 , 则 
对 4 的 任 一 特征 值 ,有 


A€ [Ü (z|=— ш канапа оо 


证 今 卫 = “qa Саде * Pn ), 出 әш Ар 5 A 有 相间 的 特 
征 值 . 将 圆 盘 定 理应 用 于 D-:4D 和 和 它 的 转 置 矩 阵 , 即 可 得 到 结 
Ф. 


Ж WW 适当 选取 系数 py,ps,… ,ps 可 为 得 到 特征 值 的 一 个 
令 人 满意 的 估计 提供 很 大 的 灵活 性 . 

D 一 般 地 ,只 要 5S 是 可 道 矩阵 ,那么 S 'AS 与 А 就 有 相同 的 
特征 值 ,将 圆 盘 定理 应 用 于 S7145 得 到 的 4 的 所 有 特征 值 都 位 于 


UDiCS-145) 一 GCS-145) 中 ,适当 选取 5, 可 使 所 得 的 界 更 准确 . 
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@ й D=diaglpi pz , 则 集合 GOD -4D) 含 有 4 的 
”所 有 特征 值 . 事实 上 ,对 每 个 Ddiag (p1,…,p,),4 的 所 有 特征 
值 都 位 于 САР). АЖЕП РОСС 14D) 中 
1029. 设 A= (а) Ë n Н СЕ £ , Wl 
1) 4 的 每 个 特征 值 À ENEA n Т ЖД Аа, |< (а: 1 
G< =<) Ф. 
2) 当 4 是 实 方 阵 时 ,4 的 每 个 特征 值 都 在 复 平面 的 右 半 部 . 


证 1) 由 条 件 RR 一 214, аре а нил, 对 


F A 的 任 一 мн à, 有 АЄ Ор, (А). 于 是 存在 io 使 

|А— а, SS йл. b 
=a +bi a =Re (A), b= 1А). о 1) 知 ,存在 某 个 >， ог ад а (< 
а, BII (а-а) +b | Can W lanan) Ha В 0а? 62 
< 22а, ,0<аа,,, X an >00 PFL a= ВеСА)2>0. 

1030. iz A= la) fE п 阶 行 对 角 占 优 和 矩阵 ,ai O SKi Sn) pP 
APTEK g 个 负数 ,p 十 9 二 n, 则 А ЛЕТА 432 Л <р, 
特征 值 个 数 25 委 9, 且 4 恰 有 个 特征 值 之 实 部 为 正 , 恰 有 'g 个 特 
征 值 之 实 部 为 负 . 

证 PBO = (b). EF p, = = 
B(0)= diag lan saz," "iaa 4s) 为 对 和 角 和 矩阵 ,而 B) = А. ikt 自 0 单 
` 调 递增 地 变 到 1 ,注意 呈 (0) 之 特征 值 为 Alsas" “eawy 因 此 随 着 t 

的 变化 ,号 (2) 之 各 个 盖 氏 图 盘 
DAB = (z |z—a; «ль, (=R «л ЖУ Н аиа 
зану KA A 的 各 个 相应 HAKAA 


DA)= {z| | eras SR (IER). 
设 ara 0r тет 24,220 M а, «0,8 rar + O. 


p+ keti 
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5,= 0р, (BO), S,= Û D,CB()). 
утла ои ј=р+і ’ 


因为 к= 2, lay! < lan Оп), 0 S, NS: 为 空 集 . 而 ВО) 


的 特征 值 都 是 5354? 的 元 素 名 的 连续 函数 ,因此 也 都 是 : BJ EE PË pil 
ж. 故 当 + 从 0 到 1 变化 时 ,Bo 的 特征 值 不 会 从 S, 跳 到 S, 中 
(S,.S, УНФ). 但 它们 总 在 5,05, 中 (由 阅 盘 定理 ), 因此 ,4 
EDA p MRTE S P. 同 理 知 4 也 至 少 有 4 个 特征 值 在 sS, 
А рап, А ЮЕ Р НЕНА 5, 中 , 恰 有 g 个 特征 值 在 
S, ЧН, 51,5; 分 别 在 复 平 面 之 虚 轴 的 右 、. 左 方 , 旦 它们 与 虚 轴 均 
无 公共 点 ,由 此 即 得 结论 ， 


+. 特征 值 的 界 
1031. iZ A= (а) H n PEE, A 沪 为 4 的 全 部 特征 
值 , 则 Ас, Er . 


а=) [ail e= max {cis с,)- 
证 h3 1025 条 ,入 E ÚDA, 
АЄР.СА), Nam lS [аы]. 
BA |< lanm |+ 22 lami сс. 由 i 的 任意 性 即 得 结论 . 


Ж Фф M= 22 la, |G=1,2, ул), 
M=max{M, s=, M.) I |a, |< M. 
D 对 4 的 谱 半 径 c(4) 有 
{А оса) «тіп {e M}. 
1032. 设 有 =(ai) 为 nn 阶 行 对 角 占 优 的 复 矩 阵 ,4 5 4 的 任 
一 特征 值 , 且 c=max{ lan | Ы CERI la,.| } И PIES 
证 KRAER, ACDA), I| 
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là— an! ЭЭРЧИ 

所 以 14 一 ай BN аы]; AIAS? laal Se. 

1033. É А=(а) у n REER, У. 

[АЕ— A| =A Han AT He Ha AH ag, 

ЩҢ]А|<<1-+с, HP c= тах lanal [а,..: otto laol}. 

证 由 第 686 条 可 得 . 

注 © 可 以 用 斯 图 姆 定理 确定 4 的 实 特征 值 的 个 数 ， 并 求 出 
ее аа 

D 可 以 用 卢 斯 定理 求 出 复 特 征 值 的 近似 值 . 

1034. 设 A= (cj) 是 二 阶 和 矩阵, 是 4 的 任 一 特 往 值 , 则 


D 当 А 是 实 年 阵 , 并 令 M= max laya, |, 


Пас «м 10. 


2) 当 A EREE, 5 p= max lal, ê= max 9 үа, +а,;|, 


r= max 5 Liag ailit, E 
TA Sne, |Ке‹А) Sn, Пс) Kar. 
证 1) 设 а= (mis Ezr Ia) 为 А 的 属于 А 的 一 个 特征 向 
B, Н аа Элл, =1,Й 
а? Аа=А а: а=А,А= (a Аа) =d А'а=е' A'a. 故 А—А=21т‹(А) = 
а(А— А')а 为 纯 虚 数 .但 
21т1(А) =а7(А—А')а= D Gam, 


=1[ Z a- as) = m, + Daa 22,2| 


ір 


= о, 
取 绝 对 值得 
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2|1га (А) i L (аа, 1,242 


n 


SM |Z,z;—xz;| > 
ЯЯ 
4i]m (QO) |# LM, У) (5, r, ) 
Ф.) 1 
іе 


т 
E 212 
< Мп(п-- 1) 2) |2,2; 2,5,1?» 
ДУ 
Eo z r 12 = (ту TT (ELT Tp = (Ziz —m,.z,)(ziz;—TiZ;)s 


=2]|z |’ |x| riras, 


> lia azl =X altis a ` 
i J=1 i j= | i w - 
і ј 
=22, PE DD 
{ч 1 = i= j~ 


шге 2л}. 于 是 
4 | Q) | Му (п — 1)2 , 


Паб |<М ku D 


2) 设 a 是 4 的 属于 4 的 一 个 复 单位 特征 问 量 ， 
则 


| Тада = | 2а 1 È lan} lzi la! 
<e% lz izi= 27 a 


t=] 


n 

ч re 
2122 N А 
(Dla) <n lal? 
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Аат 20 |, |р, а) 

= 1 

X A= Аа, ?Ке(А = А+А= а (A+ A), 
СА) = А Аа (A— A )a, 


DA = 
кеа (2), 
` imar (44 )e 
А, 
‚чы. max |b, |= тах заа, 


则 由 (1) 式 叮 证 得 ес) = |а7Ва[<сди, 
|Im Q) [з= Im (Q) |= |а Са | < zn, 

Ж ФА ЗК ЕВ, A М0. 由 1) #1 Im(A)=0, 
即 入 为 实数 . 这 说 明 实 对 称 和 矩阵 的 特征 什 都 是 实数 . 

© 当 4 为 厄 米 特 矩阵 时 ,r=:0. 由 2) 知 104) = 0, А 0 
数 . 而 当 A4 ЕБЕ ЖР ЕВ, 2—0, А Веб(А) = 0, В A( 关 0) 
为 纯 虚 数 . ОИ JE KFE E КЕШ IEE С, 52 Ju. OR Fe SF E 
的 复 特征 值 均 为 纯 虚 数 . 

1035. 设 4 为 中 阶 复 矩阵 ,是 4 的 任 -- 特 征 值 . 

1) Ф B= (A+A, B 的 最 小 与 最 大 特征 值 为 5 г. 
5 女 ReCh) 扫 上 

2) c= a 元 ) ,一 iC 的 最 小 与 最 大 特征 值 为 a 5 6, WJ 
а<1т\(А) = бё. 

3) $ М=А' А.М 的 最 小 与 最 人 特征 值 为 c Б d, 

cja Sd. 

证 ВНЕ У s =s 88er КВ = B. P 

LA FF ТЕ АЫ PE U= (ut | stn), (Ë 
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О ВІ = фіар( 51,8," ,5,) = D. 
У.Е чуйгун] uisu eu, 表示 ; 即 =% 


х= Оуу = (k; tkz“ skn). 
从 而 可 得 Tr=y U'Uy=y у= Уһ], 


саар 


s x БЕС |? «7 |= > слер [#=гх'л. (1) 


то А 的 属 J 特征 值 4 的 特征 向 量 ， ПЕТ 


s L oto л Bz =<<t t охо. М. 


(Ах) 一 A =À гу, 
x= Bx, ==[+ (A +A) ]х‹ 


=A CAT) + GSA' Jra] =+ 2123 +à Toro] 


=L AHD Toto. 
于 是 
з zr, РЧ 
两 边 约 去 rzrs 盖 0 ,得 А-0) = Ҝе(А) <. 
2) 001) 之 证 法 , 串 得 . 
D AHAM =м,{ 1) 证 明 可 得 


С Z, r S r Mz, 4 07% 9 


ЇЙ Mr (аА) (Ало) = (А хь) (Аль) = |А! уль, E R c zira < 


АЈ жул» 4 хохо, FLA c< |А|#<4. 


1036. iz A= (Qi, Dn "满足 {ан |> È la, | (1=<і%и), 
В=Е-РрпА, Н Р= diag (а; ras 29° an) + Ш 0В)<1. 
证 4 Ж la> 21 [а,, 1220 (11%и), ВМ a 0. А D 
{>з -4 
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HJ m , À 为 B= Dian BJ E АЕА, H 圆 盘 定理 知 存 在 某 个 
аА K lol T 


| Ant a 
412 а; 
[o =% ш а 
а; G, 
ĉa 0 ш. Ы 
= 423 аз | = (6,,),„› 
—4,} — an 0 
a Onn 


БОт) Бу 20 GZ), 


故 oB) 


JA. 广义 特征 值 

1037. 什么 叫做 广义 特征 值 ? 

答 ” 设 4,B 都 是 数 域 P 上 的 n 阶 矩阵 ,车 存在 如 EP 和 非 零 
{ЖШ a € Р"х', Да = А, Ва, ША АЖР ВГ ЕЕ 
值 ,a 称 为 属于 加 的 一 个 广义 特征 向 量 . 

Ж 当 互 = 五 时 ,广义 特征 值 变 为 特征 值 . 

1038. 设 A,B 都 是 数 域 P 上 的 nn 阶 矩阵 ,EP, 则 各 是 4 
关于 ВГ ХААНА ЗУ АДУ |А—А,8| =0. 

证 НАЈ XI EEE а(3500Є P"*!, 有 да = А,Ва 
«(А АВ) г=0 ЧЕЗ < А-А, | =O. 

1039. Ai Æ A XT ВЮК АНЫН, + 
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Ух = (аЄ Р" | Да==А,Ва), WJ V, ЖЕ P" 的 一 个 子 空间 ( 称 为 广义 
特征 子 空间 ). 

证 HocV O NMV 25. а,2ЄУ, ,YY k IEP, 

А (а 4-18) = СА Ba) HABBE) = А В(ва+18), 
FELA katip E Va 
| я 

1040. asi, ©), = il: 

1) 求 4 关于 B 的 广义 特征 值 与 相应 的 广义 特征 向 量 . 

2) 求 B 关 于 4 的 广义 特征 值 与 相应 的 广 文 特征 向 量 . 

解 1) 由 14 一 28| 二 34 一 4 可 得 和 4 关于 避 的 广义 特征 值 A= 


$. 由 (А—-ЕВэл=0 或 (34 一 4B)zx=0 得 ARTETA a 
二 (2,1). 因此 属于 一半 的 广义 特征 向 量 为 ka, kÆ0. 

2). ХАЯ =A A +3), 一 0 一 一 二， 当 4 二 0 时 ， 
(B—0 - A)c=0, E] Br 一 0. 易 得 线性 无 关 的 解 为 8, (1 ,一 1). 
从 而 属于 为 一 0 的 广义 特征 向 量 为 名, 各 关 0. 当 a= — 8, CB 
+ŽAzr=0 到 (48 十 34)z= 0. 易 得 线性 无 关 的 解 为 由 一 (2,1)， 
从 而 属于 一 计 的 广义 特征 向 量 为 kB.,hs 尖 0. 
广义 特征 和 值 期 可 转化 为 求 4 召 -! 特 征 值 . 

证 设 为 4 关于 B 的 广义 特征 值 , 则 |4 一 8|=0,; 由 8B 


可 道 , 易 得 iE 一 AB"'|==0. 反之 亦 然 . 此 即 表 明 求 广义 特征 值 
的 问题 可 转化 为 求 48' 特 征 值 的 问题 . 
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一 、 HAERE AER 

1042. 什么 叫做 对 角 和 矩阵? {Т ЖШ НЕЧ ДЕРЕ? 

签 ВЕЕ А (а,;),а; = 0,1563, Ше A 5353 f FREE, 
W А = авр(а sdas" sanm). 形 如 
А, 
А= 


А, 
ВРЕ (其 中 А, 是 л, Ха, E =1,2, t) PEA RE fü SEE, iU 
为 А==фіар(А,А,, "+, А,). 

1043. BEX ДОШ  А=шйава(А,,А,, ++ ,А О, Ж A, Е n, 
ЖЕЕ (т =1,2, 6,5), 

1) [Ajs |А, [tA ТА, |у. 

2) А 可 道 当日 仅 当 A.G —=1.2,1 s 4690. 当 A 可逆 时 ,有 
A l=diag(A! 1, A, 1, AT?) 

3) Ж А=Ж 4 十 秩 As 十 … 十 秩 4.; 

证 D 用 数学 归纳 法 及 行列 式 的 性 质 可 证 . 

2) жя 

A Вр «= |А |50 <= [A,|#0 (i=1,2,… ,5) 

«=» А, 可 道 (i 二 1 ,2,*…,s). 
& В=фар(А, … ,A 1), Ш AB=E, МИ 
A 1=dig(A,Á ls , A, 1). 

3) Ж А =гт(т=1.2,-.5) B| £ fE R] W H ОР, 与 Q;, 使 得 

P. A.Q. =diag(E, ,0) G=l, 2, 58). $ 
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Р=йард(Р\, P.) ,QQ 一 diag(Q ,Q,), 
则 P,Q ЖЯ EE n Br n] &,Ң PAQ = diag lE, ,0,E, ‚0, Ens 
0) ,所 以 秩 ASsntr ttr =Ë 4 十 … 十 秩 4.. 
1044. Z А=йар(ау,а;, t san) HP aa (53), 则 与 4 
可 交换 的 矩阵 只 能 是 对 角 和 矩阵 . 
1045. n WER A 与 所 及 MERT AMERA 
是 4 为 数量 矩阵 . 
证 充分 性 是 显然 的 ,下 证 必要 性 . 由 第 1044 条 ,4 ERNA 
阵 , 不 妨 设 A =diag laisada ranm). 设 
ото … 0 
0 0 1 + 0 


B= ， 
0 0 0 …… 1 
ПР 0 
H АВ=ВА,18 
0 a, O ne 0 о an 0 ' 0 
0 Ü ag 0 0 0 аз 
0 Ó е asda 0 ) 0 д 
Ann 0 0 TA 0 ал 0 0 539 0 


所 以 аџ Qu" —,, ; 即 А 为 数量 矩阵 . 
Ж 这 一 结论 在 第 69 条 已 证 ,这 里 证 法 稍 有 变动 . 
1046. 设 


а„Е, 
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492 
其 中 当 1 关 j 时 ,aj 关 aj(ivj= 二 1,2,…,7),E; 是 nn 阶 单位 和 矩阵, 旭 与 
A 可 交换 的 矩阵 只 能 是 准 对 前 矩阵 diag (A1;…,A4,), 其 中 4; 是 nn 


阶 方 阵 ， 

二 、 三 角 和 矩阵 

1047. ”什么 叫做 土 ( 下 } 三 角 和 矩阵 ? 

E „И A= Са ЕСК MERE WRK ¿> G< 

DEHE 2—0. 
1048. 1) ТРЕСК fs E BE BJ 3 ELI БСК 


Ë; 
2) ЯНИ E C F)= ЖЖ BF By kE БЕЛ А E (F = EBE. 
1) iZ A= (a;;), B= (;;) п П ЕЖЕ, ЯА г> 


证 
时 ,ay 一 上 ,一 0- 令 АВ= (сд, ЖЕ Ф — anb; tee + a,.b,;s 314 >} 


с; = 0, В АВ ж — f kB PE. 
пи BE EH pa Л F = fë kE EER ЖЕН F = fB E P£. 
2) 设 4 为 上 三 角 和 矩阵 , 则 A 的 元 素 ai(i<< 让 的 代数 余子 式 


4 都 是 nn 一 1 阶 的 上 三 角 行 列 式 , 且 对 角 线 上 至 少 有 一 个 零 , 所 以 
= i<j В, А,,=0, 80 A :是 一 个 上 三 角 矩 阵 ， 


1 
sas x 
ĉi 
Ж A= 
0 1 
ann 
1049. 1 
Т 
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1) 求 与 了 可 交换 的 矩阵 ; 
2) 与 了 可 换 的 矩阵 必 为 了 的 多 项 式 ， 
证 1) iZ 


则 ,7 一 4 五 十 N ву N=J—AAE. 
19 n ЕВЕ А = (а) J 9,962, 
АСАМ = (А+М)А, Ц АМ= МА, В 
O ар а, * ар; ар 


0 ал ар t Arna? znai 


ад ам a,n? 他 mn 一 
йз arn аз Hz.n-1 Ögn 
азр az аз Gss 1 Azn 
ân anz an3 An n= 1 Ann 


0 0 ooo 0 O 
”比较 等 式 两 边 矩阵 对 应 位 置 的 元 素 可 知 ， 
bo b, е ban 


b 2 : с. I 
A= 0 Р В = bN", 
v 1 t= 
bo 
其 中 N°= E. 


2) 设 fz) =b: +b САФА (z Дө» +b, (AL, 


#— ] abn 
那么 A= 225 N= БАЕ) = GD. 
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1080. #8 J=diag(J Jate J) ,其 中 
А, 1 


Ж п, MERS, 2s 66,2: M.E п 阶 复 短 阵 B 与 了 可 交换 ,并 将 
B 和 J 一样 分 块 为 


Ba B, ~ B. 
其 中 Bi п, Хп, 矩阵 ,那么 
1) 24 4,5А, Ў, Ba=0; 
2) 当 A= An Zn В, 
b b, + бы, 


В а= 


3) 34 A= An <, 时 ， 
bo b, "т" bn,- 


. . а ";—1 
Ва= |0 ”| 
r bi i= 0 
b, 


其 中 бузбу+ "是 任意 复数 -H 
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证 шуВв=В 
J Ba— Вы, SS 1k. 


bn b, ““* b 


"x 


bn обы “° brn, 
В„= Ы 


В, b, 2 е b, ,, 
由 J ,B = Badi A | 


Афу, 十 zi Афу; 十 boo те. A, +b, 
АФ, блл А, 1.215 2 Abn, 10 T Onja, 
A, л À ба 32 vus À jönn, 
А. bn БА кА Б... + АФ, 


|А. 1. baa taba O БА | 

А, 1 Б.А, г ` bs ni Мб, n, 

D 当 ， zi 时 ,比较 等 式 两 边 矩阵 的 最 后 一 行 ,有 太 , 一 0, 所 
以 各 一 … 一 入 一 0, 理 从 最 后 一 行 依次 考察 到 第 一 行 , 便 得 B。 
=0. 

2) 当心 一 人 时 ,同样 从 最 后 一 行 依 次 考察 到 第 一 行 ,于 是 当 户 
>q „»а„=0,р==2,*›пу›д=1›,'б,л, 并且 а= а,-14-1,Ё=2› 


aaa PY sha 


当 n>n Bf, В„ пъ 行 及 以 下 各 行 全 为 0, 所 以 2) 
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Z. 

3) 当 пут 时 ,比较 最 后 一 行 ;有 Bo 一 一 Do 一 Oo 一 
= b,n -1 一 0， 那么 b), = bir hn, 0. 故 Bi 的 第 1 列 到 第 
z, — п, 列 全 为 0. H Ik. BD 48 3). . 


7 

三 、。 反 对 称 矩 阵 

1051. 什么 叫做 反对 称 矩 阵 ? 

答 n WER 4 如果 满足 A = 一 4, 即 称 A 为 反对 称 矩阵 ， 

1052， 奇 数 阶 反对 称 抵 阵 的 行列 式 等 于 等 . 

1053. 任意 n ИТШ A 可 写成 一 个 对 称 抢 阵 与 一 个 反对 称 矩 
阵 之 和 . 

1054. А 为 反对 称 矩 阵 的 充 要 条 件 是 对 任意 实 元 列 向 量 六 
= (m, ry "=" Ln) FJ Х' АХ =0. 

Ш 必要 性 .者 АЖЕМЖЕ Р  .Йа„=0 GSi, 2, .n).a,, 
= —a (1543), АЗ E n Р] X = aee nEn) sai 


T= 0,a; xr анху, =0. ЕЖ X' AX= ауто. 


ЖАН. GGl, DRR п TARIR 38 ; 个 分 
量 为 1, 其 余 分 量 均 为 0 的 nn 元 列 向 量 .由 6' Ае; = 0 19 a =0,¿= 
ln 由 (8 十 6)) Alate) =0 19 а<==—а„,15©®]. 所 以 A 是 反对 
жж Е. 

+ ”这 与 第 761 条 的 证 法 稍 有 不 同 . 

1055. БАКР PEB) RF AF8 ДЕРЕ НЕГ = Ж. 

证 о #л=а-_ ERRIRE 4 的 任 一 特征 值 ,a 是 属于 
的 一 个 特征 向 量 , 那 么 Аа да. 由 А 为 实 反 对 称 和 矩阵 有 

a Aa=—g A a= — (Аа) а=—А*@ а, 
X dAa=àÀda, FRL À da=— À. аа. it А=—А, Rp 2 Eat ë 3⁄7 
或 09， 
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1056. 设 4 为 反对 称 矩 阵 , 则 A+ E A nj Е. 

证 ДШ. |А+Е | =0. 那么 | 一 E 一 4| 一 0, 于 是 一 1 是 4 
的 特征 值 ,与 第 1055 条 矛盾 . 

1057. 设 和 4 是 实 反 对 称 和 矩阵 , 则 A ,4 仍 为 实 反对 称 和 矩阵 ， 
其 中 大 是 实数 . 

1058. 两 个 反对 称 和 矩阵 的 积 是 对 称 矩 阵 当 上 且 仅 当 它们 可 交 
换 . 

证 i A,B ERI RERE. 当 AB= BA 时 , AB= BA= (一 
B')X—A)=B'A'=(AB) E АВ 是 对 称 和 矩阵 . 

反之 ,车 (4B)》=AB8, 则 AB=B'A'=( 一 B)( 一 4)=BA, 即 
А.В 可 交换 . 

1059. 设 A,8 ЖИЕНИ, Д AB+ BA E X$ $k B 
РЕ, АВ— ВА 是 反对 称 和 矩阵 ， 

证 (АВ+ВА) = (AB)'4 (BA) =B'A +A'B' 

=(—B)(—A)+ (— A)X— В) = АВ+ВА. 

(AB— BAY = ВА —A' B'=(—B)(—A)—(—A)(— В) 

=BA—AB=—(CAB-—- BA). 

1060. 设 А= (a;;)28 n 阶 反 对 称 阵 А" 为 А 的 伴随 和 矩阵, 则 

1) Эп 为 奇数 时 ,4 为 对 称 和 矩阵 ; 当 ”为 偶数 时 ,4 为 反对 
PRIER. | 

2) ЧА JAMIE ЕЁ, A 145 Et К PE. 

证 1) 容易 知道 一 4 的 第 : 行 . 第 7 列 元 素 的 代数 余子 式 为 
(一 1) ”4 六 其 中 А 4 中 元 素 ou 的 代数 余子 式 , 所 以 (4 = 
СА!) = (А) 一 (一 1)"14*. 

当 ? УИ, (А) = A" , 即 4* 是 对 称 矩阵 . "4 я 为 偶数 
В, (4) = А", АЕБ ХН. 

2) ЖА HJ СА) = (А)! (— A) 1= — A, PT H 
А ЧИНЕ. | 
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1061. 设 4 是 n 阶 实 反 对 称 短 阵 , 则 
1) A 合同 于 B=diag(C,…, 亿 ,0), 其 中 


0 1 
c=| |, 
: —1 0 
2) Pk 4 是 偶数 ; 
3) A| =a, HP ао. 
证 1) 对 用 数学 归纳 法 . 
当 n=l 时 ,4 一 (0) ,结论 成 立 . 当 n=? kf, 


0 
а К ‚а>0, Р = 


—a 


则 
P'AP=C. 
假定 a< 时 结论 成 立 , 对 n= 十 1, 设 
А, < 
а \ і 
其 中 g= (ауы, varan) ‚А, 是 天 阶 反 对 称 矩 阵 . 
车 wa==0， 由 归纳 假定 结论 成 立 ; 否则 ,不 妨 设 aran £0, H 
аһ А ВЯ 2+1 行 和 十 1 A, ВРА k ITE АО ССК П 
到 以 上 各 行 ,第 上 列 的 相同 倍数 依次 加 到 以 上 各 列 ,4 即 化 为 


0 
В, : 

B= ol, 
| 1 
0 aee 0. | — 1 0 


ЕТЕ ОЖЖ Т, T АТ == В. B, 是 点 阶 反 对 称 矩 阵 . 由 归 
纳 假 定 存 在 k BT ú iE RE Р, ;使 P, В,Р, = із (С, + :C10), 令 
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l 0 1 ro 1 
ш татр [0 |.| Jo... 
2) 由 上 式 知 秩 4 是 偶数 . 
3) AA T'AT= В, [T P| A|= 181. |B| =o 时 ,结论 
RY: |В|з®0 时 ,18| 二 1, 结 论 也 成 立 . 
1062. 设 4 是 nn 阶 实 反 对 称 矩 阵 , 则 存在 正 交 算 阵 QQ, 使 得 
, | 0 h O ою) 
证 设 4 的 特征 值 为 0,…,0, 士 ii, 士 27 以 及 4 为 实 正 
规矩 阵 , 那 么 由 第 1120 条 知 ,存在 正 交 阵 入 ,使 


Q'AQ=4i Ë o| 、 | ү eT 
= сар Ur, Е G Пы р) + 


四 、 ЖӘЖЕЕ 

1063. {КШ ЖЕЕ? 
E ЖОЛ A WE ААШ ANEREN. 

Ж TESEMA H АА, tt k IERARH. 
. 1064. ЖА УЖЕ, Н 4 去 E, 则 4 я. 
证 .由 反 证 法 . 车 4 可逆, 则 用 AER A =A ASE, F 
1065. iZ A X n BIERE, P А=т, 4 ЖБ РЕН ЗЕЕ 
KREERT i лето" r 

证 充分 性 显然 ,下 证 必要 性 . 由 于 A= A, Д FA) АА 

为 4 的 零 化 多 项 式 . 由 f(X) 无 重 根 知 4 相似 于 对 钊 矩阵 , 卫 存 在 
可 逆 矩 阵 了 ,使 
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E 0 
Ат “| =. 
0 0 
Ин += # А. 
+ ХАНЕ A AIA = sk 0. 
1066. ТОИ u ТАЕ Е) =п. 
ш НР ASt, 


Е, 0 
必要 性 由 第 1065 条 知 А-Т. т. 从 而 АЕ 


r” 2 |, # 4 十 秩 (A4A 一 Ey) 二 t 十 (n 一 1) ==n. 
充分 性 F 
W.=1Az|z=€ P>) ,W,—((E—A=r|z€ Р"). 
显然 有 Wi 十 WP I,Y ЄР", J| == Az+ (E— A)z € 
W,+W,,P”ACW +W, k P*t=W,+W,. 
其 次 , 令 A= (аза), 
21 


Ах= 《ai 7: ‚а„) 


= туар Беба, ° 
Г. . 
É W.,= (ау, a, dimW = # А. [H] BR, іти, = #ЕСЕ— А). 
ЯТ ,dimW, апи, = 6 At RCA Е) =n. PO =W OW,- 

下 证 АСА ~ Е) = 0. #9 E.V z € Р", А(А — жуг = 
СА -Е)Ах Є И, ПИ; (0), А(А— Е) т = 0. аы 
ше Е) =0,#& A2= А 

т BADERE.. a A 

D еи —%А иј]? | 

2) 4 k #1 НЯНИ, АЕА 可 道 ? _ 

3) ЖЕ 24). SE c e a аа “л Ee 


ж 由 第 1065 条 知 A= aE тж 其 中 一 奖 4 
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当 521 有 时,E 一 &A 可 道 ， 


2) 类 似 地 ， 
(АРЕ, 0 
Ат |т 
0 RE, 
PTL 24 А31, 6560 时 ,hE 一 2A H| W, 
3) 由 DA | 
== 3 
Е—эА=Т°\| |T 
Ei 


[L ad] 1 l 


FA (E—2A =E 2A. 

1068. iZ AX n ТЖЕ. 

W= {Є P| Ar=0}:W:={ rE P| (A—E)r=0)} А 

则 4 ЮЕ З < P WOW, 

证 必要 性 И Б, СР" 是 显然 的 .¥ ЄР", х= Ах+ 
(Е A)r. Їй\А— EAr=0,A(E— A)r=0,.. ArEW,,(E— A) 
TEW. Am EW, БИ, P'=W,+W,. 

HRY yEWNW: Я 2. Ay=0,(A—E)y=0, FFL y= Ay 
一 0, 故 PP=W W. 

充分 性 УтЄР", Ж0=А(А—-Е)х+(А—Е)(—Ад),} 
以 由 分 解 的 唯一 性 得 A(A 一 E)r=0. 由 x 的 任意 性 得 4: 一 4. 

1069. БАЗЕ. ДСА Е) = Е (2 —-1)А, Кф А 
为 正 整数 ， 

证 对 站 用 数学 归纳 法 可 证 . 
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1070. 设 4 HR GERE, W| (r A= # A. 

证 由 第 1065 条 可 证 . 

1071. 设 和 4 的 秩 为 x, 则 A ЭЖЕКЕ БЕН 3638 ЖЕ {ЕДЕТТЕ 
为 r Кп ЖЕЕ BARA rég nx r ER R£ С, #19 A= CB, BC= 
E.. 

证 充分 性 

A’=(CB)(CB)=C(BC}B=CE,.B=CB= A. 
必要 性 ”由 秩 A=r 及 А?=А 知 存在 可 逆 和 矩阵 工 ,使 得 


E. 0 
| |: 
. о 0 


z E, 
所 以 4=7| 。 | (Е, ©T'=CB, 


Е, 
其 中 с=т|, | 是 nXr E, Е С=у;В=(Е, ОТ хп 
FE, B=r, H 


E, 
вс= orri ]==- 


йү. | 


1072. 设 A.A... A, Æ k T n ЯШ ВЕ, <и, 
В А, +А, +: +A=E,B FEB 38 384. 
1) A.A... A, MERTER, 
2) Ж 4 十 秩 4 十 … 十 秩 А,=л. 
证 1)=2) [#%рА,(г=1.,2,+-,Ю0&Җ ЭШ, $ Sk А, 
r ЖР fE Ej ma kE РЕ 工 ;, 使 
E, 0 
т АЙ | ; | 
0 0 
ВТУ А, =r; = В 4 一 1,2,… 光 .于 是 
Ë A, +Ë 4: 十 … 十 秩 A, 
=tr (A )+trl A) ++. + tri A) 
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=tr(AÀ, HAr +e HA) 
=tr(E) =n. 
2)=1). 233 k=1BF,A = Е, А, ERRER, К А 
>1,3F%#k A Sr 5 
В= А, tet Ait Ain tt Ау. 
因为 A, ЗК КЕ. AREER P., iE 
А,= Pdiag (A stt sA ,0, +. 0P, (1) 
其 中 AZo j=l ri 于 是 
E=A+B=P(diagthi ,A 0, ,0) BP’, 
其 中 B =P BP, AH 
Вү=@ак(1—А,,°,1—А, ,11,1), (2) 
显然 秩 В,2п —ғ;, М. 
Ж В, = В= (А+. +A +A, + +A, 
=} At Б А-1 +# АЕ + #Ë А, 
а Tri Fri He diri=n—hris 
所 以 秩 Bi 二 wn 一 ri 由 (2) 知 为 一 … 一 入 ,于 是 由 (1) 知 


Е 0 
A= P| ; |Р. 
0 о 


所 以 A= Д, В А; ЖРА РЕ. 由 i 的 任意 性 即 得 1). 


п. ЖАЖЁ 

1073. НАШ 2, $H BF? 

E wf B PS m, (E A= Е.ДА 28. 

1074.. ЖА J n WER, H 4 一 天 ,其 中 到 为 自然 数 , 则 4 
相似 于 对 角 和 矩阵 ,是 对 角 线 上 的 元 素 为 点 次 单位 根 . 

证 НАЕ M А WJ3E 4E# IN Ñ f(z)= xt—1. 因为 f(zx) 
无 重 根 , 所 以 4 相似 于 对 角 和 矩阵 ,对 角 线 元 为 /(z)654R , HAA 
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单位 根 . 
1075. 设 4A,B 为 n 阶 和 矩阵, 且 
А.В HABT’ H +++ AB+E=0, 
ЖАЖА ЖНЕ, ШАШТАН. 
证 H ABAR H + AB+E=0, 
得 
АСА? 8 十 4 和 2B4 2 十 … 十 4 五 十 五 ) 五 一 0， 
A BHATI BT? +: АВ БАВ+Е) – Е=0. 
于 是 A'B'=E. 所 以 В'= А". i} А"=Е, А ВЕ. 
1076. 什么 叫做 对 合 矩阵 ? 
答 Жп ЯВА 满足 АЕ, Ще 4 为 对 合 矩阵 . 
1077. ША 为 ” 阶 矩 阵 , 则 下 面 三 条 等 价 : 
1) А?= Е; 


Е, 
2) 存在 可 道 矩 阵 了 ,使 тат | РЕ 


3) #(E—A)+#Ë(E+ A)=n. 
证 1)=2). 由 于 x 一 1 为 4 的 零 化 多 项 式 且 无 重 根 ,从 
而 4 相似 于 对 角 和 矩阵 设 4 为 4 的 任 一 特征 值 , 则 尖 =1, 所 以 4= 


E, 0 
ъл агарта тат |. к |. 


0 0 
2) 二 3)， 因为 Т-җЕ-А)т=Т\| |25 


N [2E 0 
T !(E+AT=T”' 9 T, 


0 
所 以 #KCE— A+ f(E+A)=nxn—r+r=n. 
3)=1). | 
E—A 0 五 一 4 E+A E—A 2E | 
| 0 БАГ” 0 A о Е+а) 


0 2E 
E— А? 


| E— A 2E- 


2 
因为 秩 (E 一 人 十 秩 (E А)= п, —Ё— =o, B д: Е 


Ж Шә. 5 1 或 一 1. 
. 1078. 设 4 Hn EP BE, A 的 各 行 与 各 列 只 有 -- 个 非 零 元 

素 且 为 1 或 一 1, 则 А 的 特征 值 都 是 单位 根 . 

证 由 第 82 茶 知 ,存在 正 整数 有 ,使 At = E. JA f 4 的 特征 值 
都 是 4 次 单位 根 ， 

1079. 车 4" 一 五 , 则 4 可逆 , 且 A 1= AA”. 

证 HA ASA • AIE, Ц А E|. Н А: =А4"-:. 

1080. 4 是 对 合 年 阵 , 则 A tD RE ТИШ. 

证 由 假设 知 A =E {8 AEA, Н 

|А|?=1,А* = |А|А- =A] A, ЫСА? Y= | А|®А?== 

1081. A,B EÈ n 阶 对 合 矩阵 , 财 

D 4B 是 对 合 矩 阵 的 充分 必要 条 件 为 AB=BA; 

2) 4 十 召 为 对 合 怎 阵 的 充分 必要 条 件 为 4B 十 BA= 一 EE. 

证 1›#А,В,АВ HRI S E E, Я Л (АВ) = E. 两 边 用 
ВА GREA АВ=ВА. 

反之 , 若 А,В 为 对 合 矩阵 , 且 AB=BA, W 

(АВ) = (BA) • (АВ) = BA2B= BEB= B: =E. 
2) # A, B, A+ B HITA, й) 
(А--В)?= А+ AB+BA+ B=2E+AB+BA=E, 

所 以 АВ+ВА==—Е. | : 

反之 , 若 4, 互 为 对 合 矩阵 ,号 AB+TBEA=—E,W| (A 十 BY? 
= А*+ AB+ BA+ R = E— E+ E= E. Б 

1082. ÜZ АЖ» BERGER M 4 可 表 为 两 个 实 对 称 矩 . 
БЕП) ЖН. ， {з ` F 
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证 由 第 .1077 条 知 4 的 特征 值 只 能 是 1 和 一 1. 设 秩 (E 十 
A)=r, Ж 1077 ЖЯ (E— A)=x—r. ЯА Е RER 1 的 线 
性 无 关 的 实 特征 向 量 有 + 个 ,很 定 F. i t. 是 属于 特征 值 1 BU 
个 线性 无 关 的 特征 向 量 * 属于 特征 值 一 1 的 线性 无 关 的 实 特征 向 
量 有 nn 一 r 个 ,假定 541,… ,5 是 恬 于 特征 值 一 1 的 > 个 线性 无 关 
的 特征 向 量 , 令 Р, (6,66, 20, Р A n орн 

E.H 
E, 0 
А АР=| 0 . 


л-р“ ° J = P| _ | PEY P SeS 
= 0 aie | — 0 J | =: 1 z 


0 
р БаР pa, 


易 知 5,5, 都 是 实 对 称 和 矩阵 . 
1083. ША ШР E x НЕЕ, WU 
A= F> p'=w,G@W,, 
其 中 ®#,={(Е—А)х|тЄ P'yy,W,=((E+ A)=z]=z6€ P"). 
证 必要 性 WARA W ,+W.,C P". 其 次 Y z€ P*; 


Е АЕНА EW +W, 


E, 
5\=Р| 
0 


É PEW +W, Ш P =W AW, 又 
ио, тИ, 二 秩 (E 一 4A) 十 秩 (E 二 A)=…n， 
于 是 P=W, OW.. 
-EAE WYE AA P'=W,G@W,.(E— A ')zr=(E+- A) 
(E—A)z== (E— А)(Е+А)тЄ W. (IW,, 
“Р СЕ Аус 0. Ë + {ЕЖЕН Е—Аб=0,Ц А = E. 
+ ”此 时 Wi 与 W, VE B.T E W. LW.. 
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溃 实 上 ,VY  Є,,у p€ И,, П] 
{= (Е А)х,7=(Е+А)у, 
G= + рее (EA JEHA ) у= (Е СА! 2) у 
=x (Е (Ау ) у= л (Е Е)у=0. 


六 、 ЖЕ 
1084. НАЩЕ Е? 
E ” 若 存 在 自然 数 m А 满足 А" 0, ШЕК А 3 
Ж . | : 
1085. 方 阵 4 Е <=» CHIERE A 0. 
证 必要 性 19 А”=0,А Б 4 的 任 一 特征 值 ,a 为 相应 的 -- 
个 特征 向 量 ,那么 由 Аа да 可 得 0= A"a=2"a, 如 一 0, 即 4 一 0. 
充分 性 ”由 于 4 的 特征 值 全 是 0. АЕА | = 2. Н 
尔 顿 一 凯 莱 定理 得 А”"=0.Ш АЖЕ ЕК. 
1086. A ARFER EE R EAE н Е 工 ,使 
-0 1] 


了 47 一 


证 ”由 第 1085 条 与 若 雪 定理 可 得 .“ | 

1087. ЗЕЕ A ЖЕНИШ ГА ДЕШ. ` 

证 用 反 评 法 . 设 .4 ЖЫТ А ДОШ РЕ. йш 1085 条 ， 此 对 
AER- E E H BE АШ 4 一 6. 矛盾 . ул 
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1088. 设 4 一 о, 
1) aE+A,aE— A 者 可逆 ,其 中 a 关 0; 
2) (Е-А) !=E+AT-- +A, 
证 1) H 1085 条 知 由 的 特征 值 为 0, 从 而 当 a> 0 时 ， 
аЕ+А |520, |aE—A| #0. 
故 аЕ+А 与 aE—A иј. - 
2) (E— А Е+ЂА+А?+- + AFC l)=E— AIE. 
1089. n ИЗВЕ 4 的 特征 信 全 是 实数 , 且 4 的 所 有 1 
阶 主子 式 之 和 与 所 有 2 阶 主子 式 之 和 均 为 0, 则 
D ANREP, 
2) 4 的 所 有 大 阶 主子 式 之 和 为 0 (8 二 1,2,…,n). 
证 1) 考虑 4 的 特征 多 项 式 | 
[AE— A| = А-а A qa, Ar 2—0. С 1)а,, 
其 中 a Ж 4 的 所 有 i: 阶 主子 式 之 和 . 设 丸 ,…, 罗 是 4 的 特征 值 ， 
则 由 根 和 系数 的 关系 得 | 
一 之 az 一 дА, 


1914 п 

С Ж (Ха) = pH Адра — 2a == 0. 由 入 全 是 实数 
ЯА =. =2,=0. 由 第 1085 £, 4 ЭЖЕШ. 

2) |АЕ—А|=,ау=а=+=а„=0. 

1090. n ER 4 АЕ РЕЙ TERHERE ARM 
k, 8 tr44 一 0. 

证 . 必要 性 设 1) 为 4 的 特征 值 , 则 对 自然 数 &,4* 的 特征 
ЇН А. 由 第 1085 条 知 At 的 特征 值 全 为 零 ,因此 ,trA*=0. 

КОН ШАА Д А, А, А 的 特征 什 为 X, 
i +. 

假定 A 的 特征 根 中 有 不 为 等 者 ,不 妨 设 六 和 … ,A 为 其 中 互 


+ 
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不 相同 者 , 则 
тгА*=л,А*-Е--Еп,АХ=0,Ё&=1,2, 

将 上 式 看 成 关于 moon 的 齐 次 线性 方程 组 ,那么 т =: = n, = 
0, 了 矛盾 .所 以 A 的 特征 值 全 为 0. 由 第 1085 条 ,4 ЕЖЕ ЖЕРЕ. 

1091. ЖА п ЖЗНЕ, A ,4 A HARRER. 

证 Ж 4 AAE EER, A 的 特征 值 全 为 0. ЭШ А'.АА 的 
特征 值 也 全 为 0, 所 以 4 kA ЭЖЕКЕ Е. 

由 4 У E ДА | =0, AE A1. 当 秩 А' =0 时， 
А* =0 &ЖҖЖ EE; ФК A" =1 В, А=ял—1.1Ш 4 的 特征 和 值 
全 为 0, 于 是 存在 x Br R| yE T. tE 

0 1 


A*=T*J TY. 

由 J， 的 特征 值 全 为 0 X 4° 的 特征 值 全 为 0, 所 以 А" ЖЕЕ 
Ж Е. 

1092. Xt n ШЕРА, Ж 4—0 Е A А, B 
АЖА ЕКЕ РЕ. MA n Ип КАЗНЕ EF $ НАН. 

证 iZ A Ankin ЖЕНЕ, IJ 

А10; A ÆA0, k <ni. 所 以 А 的 最 小 多 项 式 是 4,(4) == 
А. АЕ— A 的 不 变 因 于 为 

di СА) 66 =d, lA) = 1,4,0) = А, dA = А!. 

由 АЕ {ЕЖЕН n л—1 КАЕ kE EE Bj 35 iF 8: БЕП AS ЖЕ [8] 
子 是 一 致 的 . 因而 所 有 7 Bl n— 1 REEE EE dk IG ABU. 

1093. i AM BRE n NER, HEARRE, K АВ= 
BA, M| A+ B| = | Al. 
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证 H AB= ВА 及 第 938 条 知 存在 nn Ио P, iE 
P-14AP 与 Р-!ВР 同时 为 上 二 角 和 矩阵 . 因为 B 为 罕 零 矩阵 ,所 以 B 
的 ?个 特征 值 全 为 0. 令 


А, + 0 + 
À 0 
P-lAP= ? ‚ Р-'ВР= А 
0 А 0 0 
则 
А, x 
À, 
P-i(A+B)P= 
0 À, 


于 是 4 与 A+ B ҖАННЫ ШЙ. ЛЫ | A+ B|= 141. 


+. WERSET ER ' 
1094. 什么 叫做 循环 和 矩阵? 什么 叫做 反 循环 矩阵 ? 


答 形 如 
a 


的 x 阶 和 矩阵 称 为 n 阶 基本 循环 矩阵 ,其 中 ,_ ;为 一 1 阶 单位 矩 
阵 . 形 如 


Qo 41 a 1 
91 ар “а 


п B SEE BE FR лп АЗК ВЕ. 形 如 


0 Ес 
РЕ 
==] 0 
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的 x 阶 矩 阵 称 为 ”= 阶 基本 反 循 环 和 矩阵 . 形 如 


90 а] С Qa- 
AJ n BERERA n ВАРНЕ Ek. 


Ж =” 阶 循环 矩阵 和 ?= 阶 反 循环 矩阵 都 由 第 1 行 的 元 素 完 全 
确定 .n ИВР РЕЗО A C, laorar ranon MEMEA 
CCaoyaly saa- 

1095. n Æ 2 48 33 BE S ЯП n MEERE А = С, Caoa,» 

"san JA WM ТЕШ: 


0 E, 
1) s=] К | (5<1,2,ч+,п— l), 
Е, 0 
5"=Е„; 


2) 设 f(z=)=a+aiz=+ +a," A] A= f(S). 

证 + eG=1,2,-. n) KUR TIEA 1, W 4: ay 0 
# я 维 单位 列 向 量 , 则 

S= CEE tEn 1), 
SE = Ens Er = Ep 114 大 二 1 ,277 

1) 用 数学 归纳 法 证 明 . 

当 & 二 1 时 ,结论 显然 成 立 , 假定 一 1 时 结论 成 立 , 即 
D Eiti 


= (Epez s 6, El En ga) 
En, ш 


| 
则 
5^ = • SE SA COE y£, 9 7 
= (SEn рро ttt O En OE y SEn а.) 


= (Еа En 
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0 Es 
-| |н. 
0 


Е, 
于 是 
5" - К ЕС 
E,, 0 
= (Eg, E23 "t ,6,—1 En) = Ene 
2) 


А Е +| 0 | +| 0 pg 5 +| 0 РИ 
= a, 0 a, E, 0 Qu En y 0 


=a E,+a S Has 4 十 an_19"! 


=f(S). 
1096. Æ A,B Ен ЙЕ Е.И A+ B, AB 都 是 Pr fú 
ЖЕЕ, H. AB= BA. 
证 Ў А=С, laoai stt a, J s B= С, Chosb t b. J M A+ 
B RRE п ИЙИНЕ F, Н 
A+B=C, (а4-Б за Hh stt san1 6,10. 
由 第 1095 Ж 


А=а,5%+а,5!4+ +a, S" 1= f(S), 
B=b Stb S T 5, S" = р(5). 
注意 到 S"** 二 5*,k 为 非 负 整数 , 易 知 AB M ATRE Н AB = 
BA. 
1097. Æ AEn MERER, H ATTA, Д] A EE n ИЙ 
ЖЖ ВЕ. 
证 АС, Casas" san] ХС, Созун yz 1), 
A=a SHa S + da, S", 
X=xS 215+:-- 5,35"). 


4 


АХ = (ахо а, 24 Hazro tH +a,x,_, 19° 
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+ (ах, Баху Ta, z HeH aX, 351 


+ Canto a, z Fa, z +" da z, -1) 8 
= Е,, (1) 
W 
2Zozo 十 Cr iri Tda, gta *°*-Каух„.у==1› 
4150 Faot Бах H't FH aLr- 10, 


ano Ta, mi Fan- F t +H aotr = 0. 
以 上 关于 холун", BJERE D E ЁН Їй Ж ЖОШ EE 4 ,而 由 А 
аА = |A 1520, HAERERAA ME — Е. 从 而 使 得 (1) 
RÉI п ЙТ ЕРЕ X FE, CE ARDER, ШЙ ДЕТИ 4-: 是 


循环 矩阵 ， 
1098. 1) 任 一 循环 和 窍 阵 都 可 经 同一 个 可 道 矩 阵 将 其 相似 地 
变 成 对 角 和 矩阵 ; 


2) Ж А=С, laat а, 1) Jf(z)=a tar tHe Бау"), 
则 А 的 全 部 特征 值 是 So), f(r)，… Gn ,其 中 one 

3) |A|= Со) + Са) (алу, Н o=. 

证 es уа ЕВ 


1 1 1 
28 1 to ау" 
{ке 
T ‹ A : ыа š 
1 w"! ө | (Cor 1)": ке 
nj 8. 经 计算 得 


T- АТ = diag( f0), flo), fee, 
所 以 1)、2) ,3) 都 成 立 ， 
109. 任 一 RERE A. "УГУТ А У 
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某 一 个 阶 循环 矩阵 相似 . 
证 必要 性 in MERE A 可 以 对 和 角 化 , 即 存 在 可 逆 和 矩阵 
P, {E PAP =diag (AA sts A D 
邻 /(rz)=b, b xj. +b zl, o= e, 
考虑 以 下 关于 加， 名 -的 线性 方程 组 
fGot)= A, k=:0,1,.…,n—1, 
其 系数 矩阵 是 第 1098 条 中 的 和 矩阵 T', HIT |=: 0, A e ZEE — BJ 
Воз зб. 
< п ИРЕ ë 
В== С, Lbs bst sbn]. 
由 第 1098 条 知 Р Š 
ТВТ =—=diag(f(ao"°), fl), Саі)» 
=Фад(А,А, "5А 1) 
= Р АР, 
PBB A 15 n АУЕ B 相似 . | 
充分 性 ” 阁 有 4 与 某 一 个 n 阶 循环 矩阵 B 相似 ,而 8 与 对 角 矩 
阵 相似 ,由 相似 关系 的 传递 性 知 4 与 对 角 和 矩阵 相似 . 
1100. „ИЖЕ Т Яя 阶 反 循环 和 矩阵， 
а= Саада. 
有 如 下 性 质 ， иы | 
0 
1) r= 
k | 
2) 设 Fz) 一 ao 十 az 十 … 十 aiz 1 MJ A= fer). 
证 与 第 1095 条 的 证 法 相似 . 
1101.  А=С, Lassan] H ВС, hb 3 为 两 
+ п MEERE ВА о 
1) A+B ÆRMER, aN E 
27} AB ERRIRE Н АВ+ВА; МОЗ Q. CI nn 


0 j A n—1,T"—=—E,; 
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3) ¿A 是 反 循环 矩阵 ; 
4) 存在 范 德 蒙 矩 阵 
1 1 ... 1 ] 


Ep є € | 
н=1 a=] а 六 一】 
; E Є... 


使 对 任意 的 А 有 W iAW = јар (7 (8,) Се, - )) Ф 
Гбх) =а фах +a,- z 1, 


(2ë+1), 


а=", Ëb=0,1,2,-",n—1; 

5) f(so),…,f(e, 1) 为 4 的 全 部 特征 值 ; 

6) |A|= Fle) (є) f Cenad. 

证 ERDA УАУ ЕК. 

1102. {E— n MER A 可 以 对 前 化 的 充 要 条 件 是 4 与 某 一 

“п ПУЕ РЕНИ. 
证 与 第 1099 条 的 证 明 类 似 . 
1103. ”什么 叫做 多 循环 和 矩阵? 


E „ИЕ 
š 0 E, 1 
s=[, 0 | 
Ж n 阶 基本 循环 矩阵 ,nz Bi EE EE 
ao a, d, а, 
Ra il а, а, + ang 
А= ... ... ep ... ... k | А (1) 
I ka, ka, ka, ' Qo 
20 n 阶 k IRER. | 


Ж 中 当 k=1 时 ,4 为 循环 矩阵 ; 当 &= 一 1 时 ,4 为 反 循 环 . 
ж. РҮ 
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@ 由 (1) 式 看 出 k 循环 矩阵 由 第 一 行 元 素 Agos?" van- MA 
АЕ — Е, BEIN ASC, Casa ttt sane 


1104. 设 
0 Eiti 
|; 5. 
k O 
则 
1) 8," i py 1,2 1 
= kE, Š ‚„з=—],2,+5,яп—1 (1) 
2) S;'= EE,. 


证 HERRAD РЕР. 
1105. i А = (С, lasas van- la» MI) A= f(S,), + f(x) 


= 0 E,- 
=a Hajr tt Farir’ L, S = J: 
Ё 0 
证 
40 41 а, An—1 
ОЕ kan- а, а, , а» 
ka, ka, Pa, v а, 
=a E,+-a iS t tan != f(S,.). 
1106. 设 
Ж 
S= + 
Ë 0 i 
JJ F ТЕ ñ; 08 3 SE E£ 
I 1 1 1 
W= ч, w ©„—_ | 
2"! шу" аа л! 


使 W 9 一 diag(woym +G), .-1 ) ,其 中 Wg s a tte 0-1 3) л" 一 上 天 


+ УЖЕ К ЕЕ 


的 全 部 根 . 
证 可 验证 SW = И Фар wos а, s Wn] ) 成 立 . 


1107. É A=C, [ao ss""" iali „B =C, h ‚д, +". 


为 第 1106 ЖШ ЖОЕ РЕ, BÉ 2, 
1) А+В=С, Са, thosa this а, 115,124 
2) AB } k [EIEE , Н 
AB=HBA= f(S,) ° 6(5,). 
其 中 f(z)=a jaz da, 7771, 
g(z)=b b z+ 5, ул"), 
0 Emi 
s=| | ; 
k 0 
3) W iAW=diag (f C), J Can) sts f Can), 
其 中 а ly san 0) "А MERR; 
4) A ШР ШЙ Awo), Сол) e S Cina) 
5) [А1 = ба) Са) f Cwn) 
“6) 可 道 的 上 循环 矩阵 仍 为 上 循环 矩阵 ; 
7) 1A Æ k EPEE, КЕН € P.P 是 数 域 ; 


517 


5,12% № 


8) MERGO Р БАЈ k ñ HSE Bk: B 4E 6 ATHE РЕ Е 55 3 


乘 构成 数 域 P 上 的 一 个 线性 空间 ， 


9) 8) 中 的 集合 关于 和 矩阵 的 加 法 与 乘法 构成 交换 环 . 


证 “与 循环 矩阵 的 有 关 结 论 的 证 明 类 似 ， 


1108. ТАША УЮН ВЕ? РА ЩЕ БРЕ ЕЕ? tF Z, n| E 


k JAIE? 
® 设 AA... A Ёё m ЯЕ, ДК 
As A, = A,., 
Aar Ay Е РЕ 


А, А, т А, 
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为 块 循环 矩阵 ; 称 
А, А, Ani 
—A , А ` А„—; 
B= DEZ 
=A SA А, 
为 块 反 循环 矩阵 ; 称 
А, А, А, 
kA,_! А, А, 
c= .. ... 
kA, kA: .. A, 
А k FAITE B. 


Ж (D 34 k=1 H}, tk k MIER C 即 为 块 循环 矩阵 A; k 


= —1 时 , 块 循 环 和 矩阵 C 即 为 块 反 循 环 矩阵 B. 
@ HEEREN C, СА», А,” "sAn VAR ЖОБО А 


C, CAs As T.: D а Оа + А,_12, 
1109. < 
0 E, 0 
Se y Е, 
EE, QO зз 0 
为 mn Bi $E RE. 0] 
En 
1) S = RE m En ‚#==],2,®+,п—]1{ 
kE, 
2) SES RE i 


证 直接 用 分 块 逢 阵 的 乘法 可 以 验证 . 


七 PAPPIE PE 55 bz A ITE Pt: 519 


1110. А,В,С 为 第 1108 条 所 设 ,S1,5_1,54 为 第 1109 条 所 
设 , 令 


А, А, 
F(z)= F x 
l А, А, 
A,_, 
t+ X, 
Anı 
则 А=ЕС5,),В=Е‹5_,),С=Е(5,). 
证 以 4 为 例证 之 ,其 它 类 似 可 证 . 
A, A, = А A 0 A, 
An- Ao - A,-; 
A= = + + 
А, ‚ А, 
1 A, ` A, А, 0 
0 0 A, 0 Ау 
Ani 
+ A| 十 … 十 
А, 0 . š 
A, 0 Anı 0 
А, А, 
- „О жө 
A, A, 
Anı 
+ | 
An 


11. 4 为 第 1108 条 所 设 . 令 范 德 蒙 矩阵 为 
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E, Е, TP En 
юу o £, En 
W= шу Е„ En тег wa En , 


@ E, wo JE, + a En 
其 中 аю ушу "`" stn A =I 的 全 部 根 ‚Д 


1) МАДИ =diagl flan), бш), Рб 10), (1) 
Д Ра) = АЖА A, ал”! 
2) 1АЕ,„— A] 
= JAEn — f in) | + JAEn fC) | [AEn flw,_ 1)|; (2) 
3) LA) =] fC) | + бо) |+. Сео, р) |. (3) 
证 1) H Fü | 
AW =Wdiag (F Can), fC), 1)) 
即 得 (1) 式 . 
2) 由 (1) 即 知 
AE, — f (wo) 
[三 /五 ,一 (con ) 
AE, — f (o, 1) 


= |АЁ„— Сао) | + |АЕ„— fer) |+ |АЁ„— f (o, 1) |. 
3) Ж 4 的 mn 个 特征 值 为 为,…,2%, 则 由 (2) 式 知 它们 分 别 


ЖЭ |АЕ„— (о) 18, H 
[А | ДАА, = | f Сш) | > | (o, ) per Ро, 1). 
1112. B 为 第 1108 £ PF iS , о АНЕ 


En E, +++ En 
En E, сз nEn 
W,= А A Hai ， 


"Е, "Е, е" АЛЕ, 
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Я роздон, с 20 з" ЙО 8538 , M 

DW ВМ, =diag( f (po) „fa stera f Cn- ,其 中 
Ха) = At Art +A, 21, 

2) АЕ, B] 

= |АЁ„— (р) | • [AEn ҒО) 1 АЕ — РС) |; 

3) [B= 7С) | РС) 1 РС) 1. 

证 (6 1111 条 可 证 . 

1113. C 为 第 1108 条 所 设 , 令 范 德 蒙 矩阵 为 


E, En saa Е 
Ó E, Em ыа а: р 
W= + 


TIE n Ò T En aar б Ë; 


其 中 8,,д,.е,8„ 0580ж —Ё 89 n 18, WI 
1) W, CW, =diag lf (8o), /(&,) ‚+, AC D р 
Рх) = At Arte H An; 
2) JAEm— C| 
= [AEn 7) | + [AEn m РС). АЕ, 0,1) 1; 
3) 1C = [F8] [LOD eA e 
证 念 第 1111 条 可 证 . 


А. 正规 矩阵 

1114. ТАШ JES SEE? 

等 i А= (а) 9 nx m EE, И nXm 矩阵 (a;,) 为 4 8936 
ЖЖ, ЖЕН ау а, А Ера A. 比如 , 设 


1+: 0 3— 2: Б 1—{ 0 3 十 2 
ja 72 ма | . 
5 4 十 f i 5 4—1 —i 
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1115. 1)¢4)’=A'; 2)А+В=А+ Б; 
3) 4 一 Edi 4)AB= A - В; 
5)ТАТ= 1А1,8% А 为 方 阵 ; 
6)4 一 (4) ,其 中 A 为 方 阵 ; 
DA=), Hp A n] m. 
证 1) 一 4) 容 易 验 证 .下 证 5) 7). 
5) iZ А=(а 5 n ЖШ Е, WI 
ТАТ= кэ А арй; са, 
一 ы А 一 |41. 
6) 设 4 一 (ce 站) 为 天 阶 复 矩阵 ,ao 的 代数 余子 式 记 为 4 ,余子 
式 记 为 M, . BE Z 


而 
Aj=(— DM,=(—1) +iN,,=B,, 
这 里 Bi 为 А 的 元 素 a; 的 代数 余子 式 ,所 以 4 二 及 *， 
7) H А А-АА Е-Е, А!=(Д)-!. 
1116. 什么 叫做 正规 矩阵 ? | 
E BASADE, Ж AASA 4, 则 称 A 为 正规 矩阵 . 
1117. КЕ ИЕН E£ E EERE? 
1) ЕН Г.О ЖЕР ЕЕ, 
2) 对 角 和 矩阵 ; 
3) 反对 称 和 矩阵 , 反 厄 米 特 矩 阵 ; 
4) EXPE, AER, 
5) EPZA; 
6) 循环 矩阵 . 
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答 1) KAPERE ЕН ЕЕ M TPE SE РЕ EEE 
PE ; JÚ; yK y kE HE IE RU kB E£. 

2) XT ЖЕ КЕЖЕ 0 S EE. 

3) 实 反 对 称 矩阵 НЕРЕСТ АВЕ 


4) ІЕЕ УА PE Ap E E Н Е... 

D ЕСЕ ЯЊЕЖ ЛЕШЕ}. nioo ° 

6) MIERE EMERE 事实 上 , 设 ASC, Classar sali], 
ЖА АС, Caoran 13 sara] AT =С,Сао,›а,-{, asa. 由 于 
循环 矩阵 相 乘 可 交换 ,所 以 4 A' SA A. 


1—1}... 
Ж A= 7 елен. 
1118. АЕН ЕНУ ЛЖ 28 F R: 4 BATERE. 
阵 , 则 A=U DU, T E: 
A'A=(0(UD'UCGUDUD=UD DU =UDD' U" 
=(UD U GUDUD= A A, 
BI 4 EEEE. 
”必要 性 ”由 许 尔 定理 ,存在 西 矩 阵 忆 ,使 
Х 25 ~ сы] 
БЕА А, "э Con 
U AU = 
À, 
ШЖ AÑ =A A, MAO AW АЫ у= UAU UAU). 
由 此 可 得 
|A | ?十 {с | 十 十 с |= |À [^а 
[бї [= | суз k + |с |2== 0. 
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于 是 cz 一 ca 一 … 一 co 一 0. 类 似 地 ,可 得 co 5 = Coa =з = Caman 
==0. 因而 А 酉 相似 于 对 角 和 矩阵 ， 

1119. ЎА, з, л WA PE A= (a, оён, 则 4 为 
复 正规 矩阵 的 充 要 条 件 是 : 


> = las}? 


i j=l 


证 ”必要 性 H AN n MERER, YAR- АА, , 则 由 
第 1118 条 知 
[7-1А A'U = іар (|А, Wm - ea 


所 以 
> Ааа Уа, 区 
充分 性 НЕЯ, вн ЕЕ U, 使 И 
Ciz 
Li А, 
U' AU = 
L a 
从 而 Ж: | о. 
АЖО (Tr A rR) 
[Р Б 2 s | 
| Аа" x 


| оли Aehren aa 
* Ё 
коз | Ау 
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и‹А D= УА УЭ les} = Zla, |z. 


f=] Isis i j=l 


于 是 >, le =0 那么 20,07 А BANTA AE. 


re «ужа 


由 第 1118 条 知 ,4 为 复 正 规矩 阵 . 

1120. A, A. п WE kë kE A 的 实 特征 信 ， art bai 
(6.90) 3 A RERE R=] srt =n ШТЕТЕ 3 
ЕД Жерд ü 

Q'AQ=diag(A sA Ау, A), 
其 中 | 
А =| к k=] 
* — ё, н f Ё 
Ш 若是 4 的 非 实 复 特征 值 ,$ 是 属于 的 一 个 特征 向 量 ， 
А5 = pE, A= нё, H EAE. 
所 以 了 是 4 属于 的 一 个 特征 向 量 , 因为 4 H ERE PF, 所 以 外 . 
第 1118 条 知 4 西 相 似 于 对 角 和 矩阵 . 设 | 
U=(a ,а,, AB B), 


wi i | 
U АС =diag {à ptt s À, pa s gattt s ps д). 
令 
д, В.В; 
: т (9. реб V 2: ° 
WY’ жа, H 
А САВ + АЙ = FB ABO 
=d ЁЎ, `. 


AY,—b,7, + ays. 
H U BEEP УУ 1,0 У,=1,У'а,=0(/=1,-—,›),8/У,=0 
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(1=2, ,5). 
用 上 述 同 样 方法 作 rore ?7 25 一 J Ts" 那么 
Q= (ау G, Pa эл, 725 一 -1 п) ЖЕЗ Е ‚В 
Q АФ = іар (hn, hh, A A.D). 


a, . б 


甚 中 A=| ЕЕ 
一 此 a; 


1121. 相似 的 实 正 规矩 阵 必 正 交 相似 ， 

证 ERA n EERE 4,B 相似 ,那么 4,8 有 相同 的 
特征 值 ,由 第 1119 条 ,存在 正 交 和 矩阵 O. Q, IE QTAR =Q 
BQ; ,所 以 

A=(QQ IBQQ = 一 (QQ D B(Q,Q, 1). 
因为 е... ТЦ А,В 正 交 相似 . 

3122. ЖАШ ДЕЕ РЁ М ДЕЗЕ ҖЕ РЕ. А=0. 

证 由 第 1085 条 及 第 1118 条 即 得 . 

л. 本 矩阵 

1123. (FARER. 

F 设 4 为 nn 阶 复方 阵 , 如 果 AASE, IAR 4 为 西 矩阵 

1124， ЙА (а) н ЕЖЕ, ШЕЛ. 

1) A 为 本 矩阵 

2) А'= А"; в 

l, i=j, ы л 1. =, 

3) Јада |, с у, аа), К 

4) 设 А = (ауаз, s a). 4 一 (8 , 8.) WI 
| 1, i=j, 

0, г56ј 

¿= J> 

, `i j. 


бала) =) 


(8, me? 
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D A WEER; > 
6) 4 УН, 
7) Ar APE 
证 ҮРҮҮ 1 
D>5Ð 因为 4 ЭРИШ. DRX „Мл ЧЕ. 
DSD НАЖ ЕЕ, АКАУ AAE СА = A. 
1)=6) Ат! e (AD =A AD i= (АА) 1= E = E. 
6)>1) ШАЯ ЕСА 1) 1А HAERE. 
1)>7) АСА) =д4 (AD =(А'А)' =E: = Е. 
7)=1) 由 A* (4 ) Е,39 | 
Е=Е` = (АСАТ) = AA + [A s ДА'=д 2. 
1)=>8) А: (А)-А + A = E= E. 
8) 二 1) 由 4 为 西 矩 阵 知 À = A РН. 
1125. 设 А,В EBER, WA 
1) АВ JE PS SE BE; 
2) 一 kA BRIERE, 1611, 
3) 141 的 模 等 于 1. 
证 1) (АВ) САВ) = AB B A Е. 
2) (—ЕА)С—ЕА)У = (АА A = E. 
D AA =E, HARITIK, HAL. [= А1 • 
атда} 1. 
1126. 西 和 矩阵 的 特征 根 的 模 为 1. 
证 设 是 酉 矩阵 4 的 特征 根 ,a 是 属于 A 的 … 个 特征 向 量 ， 
WZ Аа:=Аа. Ма A =À а ,а À Аа=АА аа, d а= ja ? аа 
fg wa 天 0, 所 以 -2 一 1， |А[=1. 
1127. ił 


ТА] 


=], 
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а а, peg 41, 


ЕЗЖЕ. 4 RITRAE FZ Я {ЕН ИЕЛИ A ИЕ РЕ? С 

Ж 91124 条 的 эн янар» la, | == 1 , HERA Er 
Ж 4 为 本 矩阵 的 条 件 . 

1128. ШАЖО, ASUT, AF U E 
BERET 是 一 个 主 对 角 元 为 正 实数 的 上 三 和 矩阵 ,并 且 这 个 分 解 
是 唯一 的 ， 

证 А-а, ER aa, 为 A 的 列 向 量 , 则 由 4 
可 道 知 а, ++ a, 线性 无 关 . 由 施 密 特 正 交 化 方法 , 令 

(B =a, . 


(1) 


ЕФ (а, 8) =a д. 
再 将 8B; 单位 化 , 令 
六 一 ЁН = 2, “л, ` (2) 
Wij EEEE 为 标准 止 交 基 ， 从 而 U= (Vy, ,-: ЭС А ) 9 ES 56 B£. 从 (1)、 
(2) 解 出 aj, 得 | 


6% х И £, SN fin} 
Á= (а, tta = | КА | SUT, А 
0 -nn 
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fn o Én 
其 中 | ШЕЕ 为 正 实数 . 
0 baa 


HEt. ARARE О, 及 主 对 角 线 元 为 正 实数 的 
F = fF E T, ,也 使 人 4 一 LT 

下 证 U=00 T =T'.. 

令 B=U-'!U M| BUU, =TT .那么 8 既是 西 矩 阵 ,又 
是 上 三 角 和 矩阵 . 由 第 1127 条 知 B УЧЕВ ЕТ 5 T', ! 的 主 对 
角 线 元 为 正 实数 ,从 而 

, B=diag his" б), КУО, =1,,n 
WH В ЖР ЕРИН B= E. 所 以 к= ӨРҮ АРТ? U= Tr = 
T.- О 
1129. ЖА Ул iB EE, ЩА ИЧЕ ЕНН ЕЕ Т. 
Т ЗАТ =diag(e 5-е"), Д 0, МУЖ „Ё<=1.2.+,л 
Ш КУ it TOAT = фарбе, е), ТОАТ Т 
АТ. 从 而 g 
(T ATT AD = ТА АР 
= арбоб, еб) ° diag (е нете) =Е, 

所 以 А А = E BI: A SEER 

必要 性 ”4 为 本 矩阵 ， 人 故 由 第 1118 жш 
在 酉 矩阵 了 使 : | 

Т ЗАТ =diag (Aset, A), 
其 中 АЖА МЕЕ 再 由 第 1126 en 故 设 
I ‚ À, = cos, зіп 

К 0, HER .#=1,2, 

1130. Ул атан ,内 积 定义 为 

la 8) =a 6+-- ab = B 7 7 (1 

HHE a= (aa) = (ёз bsa б, ЭЖИ. Е = 1,2545 ,я. 
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НИЯ азе 和 记忆 为 了 的 两 组 基 , 且 
| (8; 8.) = Ca, a YA, . (2) 
则 下 面 二 ол Ар DS PR PR YF 
1) wen ЭОЕ ЕЖЕ; | 
2) B... B, 为 标准 正 交 基 ; 
3) А 39 8 H £. | 
证 1),2)=>3). 设 有 4=(ay), 则 由 (1)、(2) 可 知 
(0..8.)= ayau t azan Кашы С (3) 
Н ‹8,.#у=д, H т, ЕВЕ KORAN À = Е. | 
1).3) 一 2). 因为 4 AEE, A ` 
араз tH agaz + аа 
H iog WERTER GORE E BP,…,P, 为 标准 正 交 基 . 
2) .3) 一 1).， 由 (2) 式 得 
Cata) = BATE 
因为 4 ERER, L A VE E ВЕ, н E -BEE ПР a, 
,0 АКЕ ЈЕ ЗС АЕ, 


1131. Ë B,C 分 别 为 四 xm ахи у, PÍ”. Ala 


ЮРРИ Ж ЖЕНЕ A=0 H B, C 都 是 西 答 阵 . 
АЕ ! 郊 分 性 显然 ,下 证 必要 性 . 


E B A BB В А а 
po- 区 2) 2-1 J 
A CHO Ç LAB А'А-С'С 
H ERB В=Е,А' B= 0,B AF0, А А-+С'С=Е. ЗД В E E SE. 
阵 . 由 B 可 逆 及 BA==0 得 Аз=0,. 1) Е=А'А+СС=С' С.Н] C 
NE E ВЕ. оош Ta ё Т 


+. EZE 
. 1132. ' (T Z IU WE ЖЕ? 
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€ ЖУЛ А 满足 4'4 一 五 , 则 称 4 为 正 交 矩阵. 

注 ШН т. 

1133. #8 A= (а) = Са, + A n ПН, ЕН 2,…， 
а, 为 4 的 列 向 量 , 则 下 面 凡 条 等 价 ， 

АЖЕН 

2) АА 


а кор 
3) д ава а = д,,, Pr 7 一 1 ns 
#=1 А 


К - $: 
> pariak; = бү, i J= 1," n; 


k=l 


4) a1,… ,a 为 欧 氏 空间 的 一 组 标准 正 交 基 ; 

5) A REXER; 

6) 4-! 为 正 交 矩阵 ; 

7) 一 4 为 正 交 矩阵 ; 

8) A" IE e EE. | 

Ж 类 似 于 第 1124 条 可 证 . 

1134. 设 4 EZER, p 

1) 和 4 的 特征 值 的 模 为 1; 

2) 当 4 有 实 特 征 值 时 ,4 的 特征 值 只 能 是 1 或 一 1; 

3) 141=1 或 一 1. | 

证 把 4 看 成 酉 矩阵 ,由 第 1125 Ж 5 Ж {126 条 可 得 . 

1135. ЖА жи Ш.Ш А ЈЕ Е FEER 
矩阵 工 ,使 | | 


Е, 
T'AT=T TE — Е, 
L B 


其 中 
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Í cos, НИ 


— sinf, соѕӣ, 


cosh, sinf, ] 
| —sinĝ, | 
H * 十 上 十 2 一 ?9 HERG, Ë). 

Ш 充分 性 BAT A AT=(T'ATY (ТАТ) 


所 以 А'А=Е. 

必要 性 i AREXE, ША 的 特征 值 只 能 是 1, 一 1 或 形 
如 cos9, 十 isin8; 的 数 .从 而 由 第 1120 条 可 得 (1) 式 . 

1136. iZ A 2 un BREZ Mi ВЕ, WI! 

1) 当 |44!= 一 1 时 ,一 1 是 4 的 特征 值 ; 

2) 当 |Ai=1 且 为 奇数 时 ,1 是 4 的 特征 值 . 

证 1 由 于 4 的 特征 值 只 能 是 1, 一 1 或 cosg 十 isiag (95 
kr), B. 4 的 复 特 征 值 成 对 出 现 ,因此 可 设 4 有 25 个 复 特征 值 ,> 
个 特征 值 1,m 个 特征 值 一 1, 这 里 25-е теи. 

1) 用 反 证 法 . 设 m=0, 则 n=2s 寺 7 那么 4 的 特征 值 为 

сохд, E išinð, +? ‚* > ,созб, зіп, 1,8,1. 
АЛЕП РТ, УТА | == —1 FA. 即 得 moo, 所 以 一 1 为 
A 的 特征 值 . 

2) 用 反 证 法 . # r= 0,Jl| a= 2s+ >. 出 为 奇数 得 mm 为 奇数 . 
从 而 4 的 所 有 特征 值 之 积 等 于 -~1, 这 与 141==1 А09, 0018 7220. 
所 以 1 为 4 的 特征 值 . 

证 2 D |А|=-—1&{,19 4 的 特征 多 项 式 为 A) = 
АЕ А |, 425 
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у(—1)=|{—Е—А|=‹(—1)"°|Е+А| 
=(-—1)"|А' АФЧ [= С 0" |А’ +Е = lAl 
= (1) ЈЕ+А[=— 7—1, 
БЕРД ECI) = 0.00 f(—1)=0, са Н 
‚ 2) 4 JA1=21,n 为 奇数 时 5 S a 
21) == |Е—-А|=|А'А—А|=|А'—Е|+|А| - ` `: 
=<(—D)*]E—A)= (12. n ` x 
所 以 27G)=0, 故 Fi)=0, 即 1 是 4 的 特征 值 ， 
1137. Ü A,B EWA n t IE 3 Е. H| 
1) АВ ЖЕ; 
2) 254 |А +1810 В, 1А+8| = 
3) 当 n WAR, СА BY CA+ В) 0. | 
证 1) 由 (4B) (АВ)=8'(А'А)В=Е g] АВ R TE ZZ B 


阵 . 
2) Hl|A|=-—I[BH81AB |= |A| + |B} = —1. 1 АВТ 
ТЕ ЖЕЕ BE Н Ж 1136 条 知 一 1 Ж 4B 的 一 个 特征 值 . 于 是 0 一 
|—E—AB- шш ДЕ {в“ї|=(—1)"]А+В\, |B|. РЕ 
以 14 十 五 | 一 | 
3) |(А— ТС А" " | 4 十 号 | 
=|A'—B:'] * A+ B|= |CA'—B')(A+ B)| 
=|А'В—В' A|. ; | 
另 一 方面 ， 
ICA—B)(A+B)| = |A+Bi + ]|А—В| 
=|A'+B'| |A—B|= (A BA- B) F 
=|B'A—A'B|. 
于 是 


[CA BXCA+B)|=(—D'ICA—BX(A+B) |. 
йй л fE PT RE, ТЕД. 1 
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'|GA— B) (A+ В) 一 0. | 
1138. А И А = A—— A 的 特征 值 均 为 1 
аў — 1. | 
证 必要 性 - Ш ARERR, 则 4 为 实 对 称 矩 阵 . 
设 4 是 4 的 任 一 特征 值 , 则 2 是 实数 . О ЕИН 
模 为 1, 所 以 41 或 一 1. ү А 
充分 性 由 第 1135 条 知 存在 正 交合 阵 Т ПЕ 


站 
ТАТ = К. 所 以 4 = 
一 Л 76, 


1139. 没 B AEREE, А= dta „а, BA 的 
IAA ES mS |А М, Жр m=min( aa пах { |4,1). 
证 设 4 是 BA 的 特征 值 ,a 是 ВА BJ 4 T À 09 ФАА 
量 ,那么 | T 
(ВА)а= Аа, a0. 
ИЛНЕ, | 


设 a (arist s Ta) :那么 ， | 
dal’. [mi + араа" 
= |А |? (lz Heet |r D mC a 246 а, 2. 
所 以 1А[222ә°, FEJA Em. 
EPE |А|<М.. 
1140. EZEREK EEA EF FB 00 КАК 1. 
证 设 4 是 = 阶 正 交 矩阵 , 且 


а а 
= А, А, g | | 


其 中 A, 是 + PER. 先 证 子 方 阵 位 于 左上 角 的 情形 ,这 时 А, 特 - 
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АЕА 1. 
令 
ОЕ, 0 it 
в=| | ЫШ 
0 9 
MB. 
А, о) 
ав-| |]. 
Аз 0l 


. 吻 知 4 的 特征 值 都 是 AB AoE. АЈ AB 的 任 一 пв 
那么 由 第 1139 条 有 
Ос |4|<1. 
所 以 4. 的 特征 值 的 模 不 大 于 1. 
再 证 子 方 阵 不 位 于 左上 角 的 情形 . 若 А 的 子 方 阵 A 不 位 于 
4 的 左上 和 角 , 则 通过 交换 行 、 列 ， 可 以 使 A, FAEH, 中 在 在 下 
РЕ P.O, fE 
| | PT 
Рло= |“ "|с. 
H P,,A,Q JE 2 31 CREER 这 就 转化 为 前 述 已 证 情形 了 - 
1141. 设 4 是 n 阶 正 交 矩阵 4 的 特征 值 必 是 4 属于 4 的 一 
个 特征 向 量 , 则 
1) 当 А=а thi, ЖФ ab 是 实数 ,5b 关 0,5 二 a 十 i8,a183 ДЕЗЕ [5] 
HAJ, 0520. 
2) а У B 长 度 相等 且 彼 此 正 交 
证 1) 假设 8=0, 则 由 A= 8 
Aa=aa+ ilha). 
由 Ь5©®0,аз©0,а b 是 实数 ,a 是 实 向 量 ,4 EEE AERA Ж) 
ЭГЕ, Хул ЖМ Ар В, Л Л. 
2) 证 明 : 由 46246,19 
. Aa=aa—bB AR = aRt bau. 
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ARAK 
a=aA a— bA B.B=a A @+ЬА'а. 
由 以 上 两 式 可 知 
аа==а?А'а—аЬА' 8,58 一 ap4 BHE A'a. 
两 式 相 加 ,由 ate =l 得 aa 08 = А'а, EL fŠ ad + b8' = a Ах 
那么 
чаа 68а а Даа (аа—®Й)==аа' a— bha B. 
H a p= 3а 48 e 2—0. 8 а AER 
另外 ,因为 Ыт, Зе еи, 
аа 8+b8'8= а AB=a' (a8+ba)= ae B+-ba' a, Д а а= В 8. 

1142. ЕЛДЕ iF 22 5E ЮЧ AER НИ ЖЮ л. ЖЕУ) 1. 
9 —]. a 
证 (59 1127 条 可 证 . а М 

1143. 设 4 为 n 阶 实 可 逆 矩 阵 , 则 4 可 以 分 解 成 A= QT, 
其 中 Q 为 正 交 矩阵 ,7 为 主 对 角 线 上 元 素 都 是 正 数 的 实 上 三 角 和 所 
阵 , 并 且 这 种 分 解 是 唯 … 的 . 

证 059 1128 条 可 证 . ° 

1144. ` 2 соз 5.0, i 


1 0 0 у 
' A= [ ` cose ү ç 
LO sinf cos? 
І) Ж-А ИРЕҢ. ` 
2) E+ Ай, | 


0 © 0 
ө к-на fl 0 | 

0 —1 .0 
# 1) 不 难 求 出 一 4 的 三 个 特征 值 为 


à = — 1,Ау==со5@-Е151п@, А, =cosf—isinð. 
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2) 令 一 4 的 特征 多 项 式 为 A= |АЕ+ A|. 由 1) 知 1 不 是 
一 4 的 特征 值 , 所 以 01) = 1Е+А |50,8 Е+А прі. 


С 
3) 因为 ezo 0 1|(Е+А)=Е—А. 
@ s. 


1145. ВАЗ ИЕ Е, |А |1, А 的 特征 多 项 式 

为 
РО = ААА 1, 4) 
APIKA. 

ШР 由 第 1136 条 知 4 有 特征 值 1,44,4, 且 | 入 |= | 入 |=1. 于 
ERESZTI MSAADA- А) (АА). 8k = 1+ AT. 由 
А КАТТАТА [=2 18 - 2А НА, 2 6 —161+А +А, 
<3. 

1146. ЕЗ9 РЕВ ЕЖ——1{т0=%У{) ЖЕ) —1 仍 为 正 交 矩阵 . 

证 ”由 第 1133 条 3) 可 证 ， 

1147. BU EXER ЯА 

1) 4 DIRES U AU ЕЕЕ; 

2) АЯБА УБ «=> TAU ЖЕМ ЖОШ B£. 

证 只 证 了 .类似 可 证 2). 

A = А1 A'U 0 АГ < A) =U'AU<— (U AUY =U AU. 

1148. = GERERE 4 的 一 切 可 能 形式 . 

a ё] 
解 设 A= И 
a te ma 6 Ht Iet, 
ac-tbd=ab+cd=0. ` 

А а=соз@,Щ| с== + sin8. 24 c= — sinl П, с sinl), a= 
соѕ0 = соѕ(— 0). 故 总 可 今 a= cos0.c=sin0,J ih 8 AER 

H a+ =] 4i b= sinh. W etde H d = +созй. {Ң 0 


538 第 十 二 章 ” 凡 种 特殊 的 矩阵 


=ac+ bd==sin0 * cos0 十 bd, 故 
: cos —sin соз0 sinf 
А—| ы ба = се ре кий 
1149. Ё A= (а) n REKER, MA 
1) 4 {А|=1 时 ,a;=A,; 
2) 4 |А[= 1 itsa; = — А, 
其 中 4 为 14| 中 a6 的 代数 余子 式 . 
证 内 为 4 为 正 交 和 气 阵 ,所 以 А'= А7. 


К da С Qa Án An А, 
= А! = А l=- |... ‚++ 
| | | [А | f TE ГЕ 
41» An Бы Gnn Ajn А,, Са Аа 


a) 


` 9) 当 |Ai=--1 % — 

1150. ЎА н ЖЕЕ, 则 存在 正 交 矩阵 工 使 六 - 'AT 为 
三 角 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 的 特征 多 项 式 的 根 全 是 实 的 ， 

证 必要 性 是 显然 的 ,下 证 充分 性 设 全 的 若 当 形 算 阵 为 7 一 
diag (Л, J а 7 


Чі ае 1 * À; 为 实数 ,i=1,…，,s 


À; n Xn, 
那么 存在 可 逆 实 和 矩阵 已, 使 POAP=J,J 为 上 三 角 实 矩阵 . 
再 由 第 1143 Ж,Р=ТМ. RPT 9 IE 22 5 ,М 为 林道 实 三 
角 和 矩阵 > 所 以 
T''AT= M.M”, 
由 于 M.JM VIA L= fisBE Ek ,因此 人 -147 为 上 三 角 和 矩阵 ， 
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1151. i А,В ЖЖ: Е, ШЕ {ЕЕ Ж ШЕТ E 
T AT = B 的 充 要 条 件 是 A,B 的 特征 多 项 式 的 根 全 部 相同 ， 

证 必要 性 显然 ,下 证 充分 性 . 设 А,В 的 特征 根 均 为 Ау, 
À,, MEEEZE M.S, M АМ = фар (А, t, A) = 57.85. 
ST=MS ШТ 'АТ=В. | 

1152. 1) 设 4 是 实 对 称 矩 阵 ,B уз Е Е, Ав 
B84,4 一 B 可 逆 , 则 (CA 十 B) CA- В) 5З; | 

D Ф ВЗА ИЧЕ, ПСЕ B)(E+ B) H ERER. 

证 1) УАВ) 一 4 至 ,所 以 4 十 召 可 道 .因为 AB= 
ВА, (А+ В)‹А– В) = (А В)СА +В). 

令 С=(А+В) А В). 

CIC = (А+ Ву А В)(А+В)(А В)! 

= (А+ В) (A+B)(A—B)(A— В) =E. 

2) HT B ЖЗЕБ АНЕ, ЕДЕ B 的 特征 值 为 0 或 纯 虚 数 . 
从 而 1 不 是 B 的 特征 根 , 所 以 11E 一 B| 关 0, 即 E— BH u y: SE E£. 
又 (E 十 B)' 二 E 一 B, 故 +B 9]. h 1) 可 知 (E 十 B)(E 一 B)-; 为 
正 交 矩阵 ,从 而 它 的 道 (E 一 B)(E+B8)-! 也 是 正 交 矩阵. 

1153. 设 AEREE 4 的 -个 特征 值 ,那么 六 也 是 A 的 
特征 值 . Ë 

证 4 的 特征 值 只 能 是 1.—1.е°. 

当 4 二 1 或 一 1 时 ,结论 自然 成 立 . 

Ает, Деи А 的 特征 值 , 即 士 是 4 的 特征 值 


1154 设 4= (а) n RERE, EXA = у> уа, А 


7 一 1 


ҖЕ ЖЕ о {И » И ЕШ В ЖЩ о(АВА') =о(В). 
Ш ЖШ о(А)=тгА' А. 
VEE  с(АВА')=г(АВА')(АВА') 
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=trÁB' BA '=trB' B=0(B), 
充分 性 设 A= (ар, van) ,其 中 心 为 А 的 列 向 量 , 先 取 В= 


E, Mil Е; | 
n =0(B)=6(ABA' )=0 (AA )=0 lA A) ` 
забар у. ба! (1) 
i=l rj . . 
HR B =e; Е ei' ,其 中 е;' == (0, +--,0,1,.0,--- .0) , 则 
оСАВ,А') =о(а,а!) =аб(ага) = (аа). (2) 
由 充分 性 假设 有 | | 
с(АВА') =0(В,) =0(е,е )=1. (3) 


将 (3) 代 入 (2), 得 (aoa)*==1, 即 ага, =1. 由 i 的 任意 性 及 (1) 式 故 
а'а,=0 GÆj) BD А XEZER. 
1155. 设 A=(a A n ИЗНЕ, X= lr DA 157 E 
Ж PEY = Cy tty) = XA, [ДИ А 为 正 交 矩阵 < 和 > 对 任何 x #B 
Ж > ужу,.= 2 TiTe 
到 一 上 k=] 
证 必要 性 HA AA' Е, 
> уку = Y Ү'=ХАА' Х'= Уј тахь 
k=1 š kei 0 
ҖАЕ Хе (0, 0,1,0,0, 0), MJ Y= XA= (а, 
tan) H Y Y' = x Х'9 


р, ИЙЕ " 
> a= 1,2==1,2, "п. 


pal 


再 取 X =e te ID Y=XA= (а Ба, santan) H YY 


KME X =e te, ИЕ aaa <= 0, Aj A А 为 正 交 
k=] К 
ЖЕ. 
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+—. 尼 米 特 矩阵 . 

‚ 1156. 什么 叫做 厄 米 特 矩阵 ? 
ж En NEEE H ЫН = Ы: H БИЖИ. 
1157 Ẹ 4 是 厄 米 特 和 矩阵 ,; 则 : a ẸNU 

` 1) 4 的 特征 值 都 是 实数 ; ае ОО 
2) 4' ,A 都 是 厄 米 特 和 矩阵 ,其 中 4 я A кии, ч A 


пн, A'E Б, ЖЕРЕ. [ ii 
证 1) 设 人 是 4 的 特征 值 必 是 属于 4 的 一 个 特征 向 量 ， 那么 
Аб = AG EEO. . 


НР ИЕ. ТЕ Sl A = A. Hl 

| 有 
而 5 天 0, 所 以 =A, 即 4 是 实数 . 

2) НСА) = (А7) = A', BE UA АЛ ЖР р. 因为 
(А) = (А) = (А) А", АЛЖ РЕ. 

ШЖ 4 可 逆 , 那 么 (4 Э арч = (497 =A. 所 以 А! 
EARE R. 

1158. i À ij BERA n PEKRE, U AB 为 尼 米 特 
Ж РЕВ ЛЛ ВАТЕ AB= ВА. 

证 

` AB= BAS AD = ВА <»АБ —A'B' «=» АВ! = 

1159. 设 4 是 厄 米 特 矩 阵 , 则 必 有 本 矩阵 U, 使 U7'AU 为 
对 角形 矩阵 ， | = 

Ж 由 4 为 正规 矩阵 及 第 1118 条 可 得 . 

1160. Z z MEHE A= la) Д] 

D H= A A EKHE, 

2) Н=А' A 的 特征 值 全 非 负 . 

‚ 证 DRAH САГА» = АА= Ы, H ЕЖЕ. 
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2) 对 任 一 = 维 列 向 量 AXA 
Х'НИХ=‹(Х'А')(АХ)= (ARY САХ );>0. 
设 14 为 五 的 特征 值 ,相应 的 一 de Е ĝi M ЕЕ Af, 则 
0< нал P В: ППВ BSOA AR ` | 2 
1161. iZ A E nt 3 3e ks ЕЕ, ABS ахан 
PA mM, MEHAR Х.А k. cp s Шы дй 
‚ m X X<%X AX=< M.X"TX. 
证 因为 АЖ n ш ЖЕЖ ЕЕ. Т, 使 
U AU = ар СА, ›А„,-°* AÀ). e з 
TIRE А =m, A = М, WJ ` 
X AX =XUU AVU X 
= Х'Ч diag (А, 54,0107 X. 
设 U Х= (ta,… ,а,), IJ | | 
| | | Х'АХ =A la PHA Ја, 1" 
«ма |4 1а, 8. 
=M ХШ Х=МҮХ, .. 
 Х'АХ=А (а P ttha >т ХХ... | 
1162. ФА п MERKER РЕ, Ш 4 的 对 角 线 上 的 元 素 a, 
4 二 12) 鬼 在 4 的 最 小 与 最 大 特征 值 之 亲 . 
证 在 第 1161 条 中 取 ;为 第 i 个 分 量 为 1 ,其 余 分 量 均 为 0 
Hn УГ, 0) e, Ae,= а, „АД таг М, 1, n. ,- 
1163. 设 АДЕЖМӨНРЕ. А 的 最 小 与 最 大 特征 值 分 别 为 
т.М,В= A+aV VY (a 为 正 实数 ;VY 为 任 一 ПОЗЕ 
ЖАНАА т. М", … 
1) m'm, RFR. тырк m HEAR x 5 
VEX; 
27 M` ZM. "ТҮТҮГҮ м: -的 特征 向 量 X 
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5 V 正 交 . 

证 1) 由 已 知 条 件 易 验 证 上 B= 二 8, 对 任意 n PEIR ai 由 第 
1161 条 有 
т X< АХ<Х'АХ-+а у PX E 

=X BX. 
由 于 ВЛАЕ, BL F fe ИЕ: U , Ë 
О" BU == diag (Às A). . 

ЖЕНЕ А=т* FZ Ү,=‹(1,0.,++,0)',Х={/Ү,, 
则 К? 
XBX, =Y, 7 BU)Y,= =m | 
所 以 m X' X Xom’. MX X, =: i Ж 于 是 т< 
m. 
因为 

А BX=m'X X =X AX +a Ху VX 

>u X'X+a X'V VX, 

Х u'=u,a>0,a X V V X20, FE X'VV'x=(V'Xy (V' X) 
=0, ШУ Х=0. 

2) 证 明 与 12842. 

1164. А ЖЕРИНИ A 的 不 同 特征 值 的 特征 
向 量 必 正 交 . | 

证 БА,.А E A 的 两 个 不 同 的 特征 值 ,aa 为 相应 的 特征 - 
向 量 . 由 于 4 是 厄 米 特 和 矩阵, 故 A sA 都 是 实数 ,因而 

2 ae А =h al 1 А=А a. 
KMA а A= А, 2, . К | 
a Аа, = А, @ a, (1) 
a, Да, = À, а, ау. (2) 


СОЗ = ЛУ 
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ау Аа = А, al e. | ө. (3) 
《3) 一 (1) 得 (А, — Ада. а = 9. х AAi уа," а= 0, НП ар Qs 一 
0, 故 aa 一 0 如 а 与 1ЕЖ. ТЕ. 


1165 ШИЛЖ Е 
кА m 
L в 309 ғ, ол 
KEERT Т AT УУ fi E £. 
є АЕА |= АСА— 1). А = А 0.А 1. 
求 出 4 二 0 АЈА ЭСЕЛЕ FT ЕЗЕР EAA г. 


а ,0),о;= V3). 


РК д=1 的 一 个 特征 向 量 : 
am EC EV TiS). 


V 
将 上 述 三 个 商量 单位 化 ,得 
Sel iy 0), 
В. V V2 › | 
i ы 
` Y Tii , 
| j VE Wa 
1 
B37 е VILVE) 
T VTi —A 2i 
S T= BRD = = 2 —{ z „Д. 


0. V3 V3 


T AT =diag(0;0,1). 
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十 二 、 亚 正 定 和 矩阵 | 
1166 任何 实 方 阵 都 可 唯一 地 分 解 为 对 称 矩阵 与 反对 称 矩 
阵 之 和 . | 
证 先 证 存在 性 . 因为 А=К(А)-+5(А), 
其 中 1 


ксл) = tA s = А4, 


唯一 性 的 证 明 见 第 101 Ж. 
Ж R(4) 与 SC4) 分 别称 为 4 的 对 称 分 支 与 反对 称 分 支 . 
1167. 什么 叫做 亚 半 正定 矩阵 ? 什么 叫做 亚 正 定 矩 阵 ? 

Б 如 果 4 的 对 称 分 支 КСА) РЕНЕ, АЙА 为 亚 
SE IE Е ШЖ КСА›Д ЕУЕН ЕЕ, ЯА A ЖУРЕ И E£. 

注 在 有 些 文献 中 称 亚 正定 和 矩 湛 为 正定 矩阵 . 而 当 А'=АҢ 
正定 时 , 称 亚 正 定 矩阵 为 对 称 正定 矩阵 . 
1168. 1) IEE FE E£ CEE EERO EE ZE EB BE C F 3 EE 
Же); | | 

2) Ж 4 为 亚 正 定 和 矩阵 ( 亚 半 正定 矩阵 ),S 为 反对 称 实 矩 阵 ， 
则 AHS EOE IE E E RE OE PIE ЕН pE). 

证 Еш. 

2) 因 为 КСА +5) = RA), ,所 以 结论 也 是 明 最 的 . 

1169. n 阶 实 矩阵 AREE (CPEE) AX AX>0, 
YV XER" H XA0 (X AX20,Y X€ RI). 

证 BA X AX=X' (КОА) 50А) Х= Х'А(А))Х, 8 
С АЗЕ КОЕ 5 X'AX=X'R(A)X>0.V ХО. 

1170. E FË СЛЕД ОШ EEEE E т СЕТЕ 
ЖО. Р 4" E TE E СЕРЛЕ SE EZA Rk WE IE E CE ЗЕ ЖШ 

证 A E ESE Rú(A)iEE 2 АКА) = R(A)IE <> д’ 
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А,В F ES <> RLA), RIDER SRD HR) = 
RICADE A+ B WEE. 
其 它 类 似 可 证 . 
.1171. 设 A Rp E (КЕ ШШ, P ETISH, 则 P 
AP 与 &4 ЕЕЕ CE EE )ERE, Кф k ЕЗ. 
证 因为 己 是 可 逆 和 矩阵 ,所 以 A 亚 正 定 < 一 R(4) 正 定 所 > 
К‹Р'АР)=Р' RAP EEE P АР YEE. 
其 它 类 似 可 证 ， 
1172. 设 А=а+6 VOTE n MEER A {Е— 特征 值 ,a 
与 5 分 别 是 4 的 实 部 与 庶 部 ， 如 果 RCA) 的 п 个 特征 得 是 A ,me， 
ШУЛ: ТА 
тїп Са) Фатах (2. 
特别 地 ， 若是 实数 ， A 亚 正定 , 则 A>0. 
证 因为 R4) 是 实 对 称 矩阵 ,所 以 存在 正 交 和 矩阵 О. 使 
Р © КСА) == diag (zastori spn) 
Ë X E АШЕР АВНЕ, Д] 
_ АХ=АХ, ХО. 
等 式 两 边 клн 
Х'А'=АХ'!.. 
由 上 面 的 两 式 可 得 
Х'АХ=АХ'Х,Х'А!Х=АХ'Х. 
于 是 
X е а x= а X' X. 


£ x= QY. Y= (у, уз," у)! а Ха ҮҮ,Н 
X'RCA)X =Y'(Q'RCA)Q) Y =Ү'йар( зда, е, pn) Y 
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2 = vy su |у: 12 
i=l i=l 
= Баз» Ји" 
ї= 1 ¿=i 


所 以 | | 
wta Px „12 l 12 
min (a) D lyi Sat yil Smax бш) Ж yl 


Ж X20,Q 是 可 道 矩阵 ,所 以 了 天 0， 于 是 之 ly, 12560. 所 以 
min С )<а<тах Су, 2. 


1173. 若 4 是 亚 正定 定 Ж. ША] >о. | 

证 设 ) 是 4 的 特征 值 , 当 4 是 实数 时 ， 由 第 1172 条 А:>0. 
当 4 是 虚数 时 ,克也 是 4 的 特征 值 ， А20. .又 141 是 和 4 的 名 个 特征 
НЕЈЗЕ, ВТЕ | А [:>0. i 

1174. EIFE 3EDPEBU EE EEE КЕНШ. 

证 ik A EE n ЖЕ Ж Е, Н 25 1173 ЖАЛЕ, 22 
到 

, A+ A' 

21) z 


(4 КСА)А = (А7 ASRA); 


由 4 EE ESR ESRA li AT MEIE Е. 
1175. OKER А 为 亚 正定 的 充分 必要 条 件 是 存在 阶 
um н P. 848 


x 六 2 > 1 | ар 1 4; ç : 1 ç 
РАР 一 中 ag Е а], 
一 &1 1 L = 


其 中 aaa, 2a, D0. 
证 必要 性 ， TASR ODECA EE W i 
Е n ПАИ РЕ О, ERRAN = E,. 由 于 SC64) 是 反对 称 
的 ИШ, S (UQA i nn 1062 те еее 
EU WO ы 
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о а, 0 ов, 
UQS(LANQ' U” = =diag| | _ Е КЕ 
— 21 0 —4, 0 
其 中 aza 22а,2> 0, UQR(A ОО =E, C UQ = Р, EA 
Р ESKE Н 
РАР' = Р(‹К(А) +5(А4))Р' = PR(A)P' + PS(A)P' 


= пах ж 1 . * = 4 1 shy 9 * 


ПЛЕ RFE n MENEER Р, 18 


1 а 1 а, 
PAP' = diag] | ) Е | п , 
一 经 1 1 — 4, 1 


MJ PROP = КСРАР')=Е,, А, R(4) 正 定 . 于 是 4 亚 正定 . 
1176. ЖА л 阶 亚 正定 矩阵 ， A= RC4) 二 SC4)， 那么 


ГА |22104) |+ |5‹(А) |. : | 《1) 
证 4 亚 正 定 , 由 第 1175 条 证 明 过 程 知 存在 阶 пз ЕЕ: 
Р < anan r 
КА) =РР' , 
А Ü a, 0 a 1 
SC) 一 Pdiag| | . Е | oso] Pi 
—а 0 —a, 0 2 


1 `a, ah і. a, ; 
A= =Paiog| | | Jsf ， [ена |, 
мар |Р. g | z 
RP аза ->a > 0, AH A сё 
|.41= (1+4) w aA+a |Р [0 +а + Ha IPI? (2) 
当 S04) 不 可 道 时 , 1S(4)| =0; а 由 (2) 知 
(1) 式 成 立 ; | =ë 
: БСА), = 25, Н ata, BENE =з i 
ЕСА? | айа Е 8 э: @®Е л, 37... 
220101077. - ШИ APRAN e PEETERS i MEERN 
阵 , 则 4 5 АОВ) Kronecker 乘积 AOR (DEEE ДЕЕ. ` 
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证 H A B Ep ЕНЕ, WROOM R A IE E ЕЕ. 
根据 Kronecker 乘积 的 性 质 知 RCR(CB) 为 正定 矩阵 ,而 
A@R(B)+ (CAGQRƏ( By 

“2 


RCA@R(B)) = 
_ А®@ВСВ›+А'@КСВ) _ (СА+-А')®КСВ) 
— ота нсә) _ 


=R(A)GORCB), 

所 以 АСАН) ДЕЗЕ КЕШ ES. з 

1178. А,В Eb F ШАН, АСВЕЯ заза. В 
是 否 为 亚 正定 矩阵 ? 设 А= (а) ,B= by) ША ° BAR Cab). 

答 者 不 一 定 . 比如 ,4 一 | _| осад | ,| 是 正定 
的 ,从 而 4 是 亚 正定 的 . | 

1 ] 1 1 І 0 0 1 
—1 1 —1 
—1 —1 1 
1 —1 —1 .i 
但 RCAC@A) 的 三 阶 舌 序 主子 式 


i i 0 h =E O 
A | ,R(AG)A)= ， А 


0 „| 
0 1 11 =0, 
о = 1 


所 以 RCA@A) 不 是 正定 给 阵 . 故 AQA 不 是 亚 正 定 短 阵 ， 
由 第 1175 条 知 4。 4 一 | ，， REEERE. 
+=. 置换 矩阵 
1179. ПАШЕ Я: Ж? 


| 答 交换 n 阶 单位 矩阵 E, 的 商行 (或 两 列 ) 所 得 的 矩阵 称 为 
对 换 矩 阵 ,对 换 手 竹 的 乘积 称 为 置换 矩阵 ， 
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注 用。 表示 第 ?个 分 量 为 1, 其 祭 分 量 都 是 0 00 n 维 单位 列 
向 量 . 任 一 置换 矩阵 都 可 表 为 (e) ,ej one VIER лол) È 
1,2,…,n 的 -一 个 排列 . 2 88 


{ Z >» ”) 
G= _ 2 . К 9 
ho h °” Z 
ДШ Се; rej ,ej )= (e, renis" зен) BA Io 
1180. iZ S, 表示 人 全体 次 置换 ,wpES。 则 Г, 
证 先 设 p= 二 (i, 让 是 对 换 , 那 么 
T.I, = (ешр Воду з?" seo s "t бш 1, 
= (Ea tt Eaj s эб уз?" "ёдт? с м 
= (ашка, Eup Eos" ves) = Lup 
再 设 oE S, M| о 可 以 表示 为 对 换 之 积 , 即 р= о-о. 于 是 
了) 
Ж Haeo € S,,G= wo, HJ 
L=1 + 1„ = (e. er) 


1181. 设 A= (oo) 为 xz 矩阵 ,e 为 第 i 个 分 量 为 1 其 余 分 
量 都 为 0 的 维 列 向 量 , 则 对 任意 的 i, 有 

1) Ae; 二 4i, 其 中 A, 32) 4 的 第 i Я, 

2) e A=B EP Bi 为 AWB iT, 

证 直接 相 乘 可 得 . | 

Ж 当 A= (a) H nXm Ер ЕМ, ЖЕ У, ЖЧ e, 
要 作 相 点 变化 ,比如 , 右 乘 ee, 为 m RAEE AR еу e, 为 ” 
维 列 向 量 . б 


1 2 А, ал М ` ç 
1182. iZ =| | йа ы X п WIERE. R] 
ve А í Jt | Je aar. J, и I k o$ Е `- 
1) Al,= (A; А, Ыз 
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2) LA= 

a o B; 
证 1) АЈ, =Ale; sese; ) 
. 1 Ет 

= (Ae; pes Ae; 一 (А, „= ‚А; Y- 


2) 设 p= G , j) ХЕ, u) 


В, В, 
B В, 
LA=IL| ї|=| :| 
B; К В, 
B| lg, 


而 о 可 以 表 成 对 换 之 积 , 故 由 上 述 论 证 可 知 , 结 论 仍然 成 立 ; 
1183. D 置换 矩阵 之 积 为 置换 矩阵 ， 
2) 若 AARRE MWA, A BERRE, HASA; 
3) REP EEE ; | 
4) BL E BE ЖЯ. kE Ж. 
证 1) 由 定义 ,此 结果 是 显然 的 . | 
2) 因为 任 -- 置 换 都 可 表 为 对 换 之 积 , 今 置换 a= pip: Pis H: 
中 pont p 是 对 换 . 设 4=7,, 则 由 第 1179 条 ,并 注意 到 了 ,一 
1,.9 у | 
4 一 了 一 了 了 poo Sloop ， 
ЁТ 4' 是 置换 矩阵 . 
# о 是 对 换 , 则 1 =16,1 =le FE | 
ATSI = Upe) 10,11,97) 


ыыр: ; 2 
=L ls Тык =I, s 
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Ане, Н ATSA. 

3) 由 2) 可 知 . е 

4) 因为 4 的 各 行 与 各 列 有 且 只 有 - -个 元 素 为 1, 由 第 1078 
条 可 得 ， 

+ 由 于 置换 矩阵 由 是 正 交 ОН ИЕНА. 矩阵 ,因此 它 具 有 
这 两 类 和 矩阵 的 所 有 人 性质 . 

1184. бл, Д] 

1) 14| 二 1 或 一 1; _ 

2) A 相似 于 对 角 和 矩阵 ; 

3) А 的 特征 值 为 单位 很; 

4) 4"=: 五 ,m 是 自然 数 . 

证 由 第 1183 22 n n: 


+. 哈达 玛 (Hadamard) 矩 阵 
1185. 什么 叫做 哈达 玛 甜 阵 ? P 
答 W H=(a, D> п ER, EHAE | 
1) a; ,一 或 一 1 J= 1,25. 1: 
2) HH'=nE, 
则 称 H An yK 33 kh E£. | 
Ж -和 阶 哈达 玛 矩 阵 为 1) 或 (一 1) ,二 阶 哈达 玛 给 阵 为 


rl 1 —1 一 1 
т. Б 中 
1186. i 五 =(a) 是 =” 阶 险 达 玛 矩阵 , 则 
1) Н 可 道 ， 
2) Н'%—Н 都 是 哈达 玛 矩 阵 ; 
3) 不 同行 是 正 交 的 ; ` 
4) 不 同 列 是 正 交 的 ， 
5) [H| =n"; 
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6) H 相似 于 对 角 和 矩阵 . 

证 1) 因为 有 HH' 二 nE, 所 以 H =u. 

2) H'(H'Y=H'H=nE;(— H)(—H)=HH =nE. 
3) 由 HH! =nE 知 


n 
2,21 Таза “ел ++ааьы = l 0 


4) 因为 H H =пЕ, Ы 
j” =j; 
(0, 297. 
5) 由 HH =пЕ RRITAR AIH P= 7 
6) NN H H'=HH'=H'H=H'H,šk& H AE ЕБ BE, Mü 
相似 于 对 角 和 矩阵 ， 
1187. B H=la п 阶 哈达 玛 矩 阵 ， H я>2, n= 4k. 
证 由 第 1186 条 的 正 交 性 及 au 一 1 或 一 1! 得 … 


143; Fazat misja +a,,;a, = 


> autan) (autan) = Xau =n h (1) 


另 一 方面 ， | 
аш-кКаз=2 或 一 2 或 0， 
at 十 ax 一 2 或 一 2 或 0. 
于 是 (33 式 左 端 的 和 总 是 4 的 倍数 ,从 而 nn 为 4 的 信和 数 . 
注 到 目前 为 止 充 分 性 还 无 人 知道 ， лашы аъ 
у Е, ТОРИНО. ' 
1188. 设 H,, H, 分 别 为 阶 与 m ТҮК # pr, С 
H: 为 mn ВАЗН РЕ. 
“证 HOH: BC 81529 1 sk — 1. H 
(HGH, XH QEL, = (НН, НН) 
=H H QH: H; =пЕбтЕ=птЕ. 


(2) 
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1 


1189. 存在 2 ТТЕ РУН РЕ. Д 2 ЗЕ. 
证 当 * 一 0,1 时 ,第 1185 条 之 注 已 给 出 . 令 H= К zik 


利用 HOHO QOH 可 构造 出 2 АЈА ВЕ, Нн >l. 
1190. 设 A,B,C,D 均 为 n 阶 哈达 玛 矩 阵 , 满 足 

1) AA'+BB'+CC' +DD' =4rE; 

2) XY' 一 YX' ,其 中 Y,XE€ {A.B.C D}. 

记 


- 0D С В `` АЗ 
ШОН. 是 4x BiA Н Eé. 
证 因为 HH'=i4nE. 
Ж 此 条 称 为 Williamson 方法 i ，. 
1191. ”存在 12 阶 哈达 玛 和 矩阵 ， 


Í 
Ii 3 一 1 .一 1 L 
则 4,B,C, 忆 满足 第 1190 条 的 条 件 13 和 22. мН 1190 条 给 
еен ЕЕ H 就 是 :12 Erpa i EB ES. , 
+ 由 第 1188 条 ,可 构造 出 24 Ms n: "мия 4f + 12” 
阶 ПОКЕР. : Жы б. “à , y ЁК | а, 


第 十 三 章 ”矩阵 范 数 


一 、 向 量 范 数 

1192. 什么 叫做 向 量 范 数 ? 

= 设 V 是 数 域 P 上 的 一 个 线性 空间 ,在 V 上 定义 一 个 实 沙 
П.И 一 一 RR, 对 于 所 有 的 roye V AA FHER: 

1) ЗЕТЕ: I l| 20,V z€ V; 

2) 正 性 : 当 且 仅 当 z==0 it, $ [т || =0; 

3) 齐 次 性 : || kzl = lkl- Iz Y #€ P,v z€ V; 

4) 三 角 不 等 式 : || z+ y |< lx + [у ,V z,y€ УШ 
Пе | 为 向 量 的 范 数 ,Y 为 线性 赋 范 空间 . 

1193. 在 C"( 或 R") ЕЗ ВЈ ОН BË JLE? 

答 常见 的 有 4 种 : 

1) 最 大 范 数 (或 人 , 范 数 ), 即 У х= (п, л) ЄС. Е: 

| х. =max{ |z} ses |2,1. 
显然 有 非 负 性 ; 正 性 与 齐 次 性 ， 
Уот:=‹(г.+=.,х„),у== (у, y D EC, 
则 
х+у= (а у» 065, Fyn?» 
所 以 lz 1 |z, |+ 15 «тах ( 12:1 тах( 15,1), | 
тах |z; + у; «тах í lz; |}+max{ | ys |} 

此 即 证 得 三 第 不 等 式 .“ 

2) 和 范 数 (或 ЕО, ух lrs) ECHE: 


П 1,27 | 上 不 难 证 明 || z |, йе СВОД Я. 
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3) 欧 氏 范 数 (或 i， 范 数 ), 即 y >€ (z. ECE: 


аас. 
га 1 


4) Holder #5 3 (sk Z, ERO, ВУ z= 二 (zx)EC" ,规定 : 


Iz= È 151724,4 P 21. 
FE ПП, 满足 范 数 的 四 条 公理 . 非 负 性 、 正 性 \ 齐 次 性 显 
然 . 利用 Minkowski 不 等 式 得 
(Уан)? < (Zel)? + (X al) 
即 三 角 不 等 式 也 成 立 ， 
注 (D 4 p=1,2 8t, PIAH L 5 h 范 数 . 
D 在 西 空间 (或 欧 氏 空间 ) 中 ,由 内 积 定义 的 向 量 的 长 度 , 实 
际 上 就 是 这 里 的 1, 范 数 . 
D 由 此 可 多 同一 个 线 福 空间 上 可 以 有 多 种 范 数 . 
1194. | + H., 1 ` H L, E V БЕТА ЕУ, >20, F 
面 3 种 都 是 V 的 新 范 数 ; 
1) jz] = {01.6 |z] V z€ V; 
2) | z | =max{ |= 1., læa} Y z€ V; 
3) lell = rl] aY rEV. 
证 只 证 2), 其 余 类 似 可 证 . 对 于 2) 式 ,不 难 知道 非 负 性 , 正 
性 . 齐 次 性 成 立 ， 
V rz,yEV, 则 
1 z+ yl =тах{ | =+у 1. туа ух] + [| у. 
这 是 因为 | : 
{ху W zl. + [ух +i yl, 
| ety lsi z] + [уй < lz] + l yl. 
1195. | + H ЖС 上 的 向 量 范 数 ,4 Æ n Et R| ШЖ ЕЕ, 
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HE: 
l>] a= 1 Ar || Y ЄС", 

那么 上 Па C" 的 范 数 , 

证 非 负 性 . 正 性 . 齐 次 性 显然 . Y x,yEC", 三 角 不 等 式 也 成 
М: 
\х+уйһл= 1 Асу) | =< [Ах + (Ау 1 = aat Lyla 

1196. 设 4 是 任何 一 个 xXn 实 对 称 正定 矩阵 , 则 

| æ || = (P Ar)? (r= (zi za" r.) ERDE R" 上 的 范 数 . 
if 非 负 性 . 正 性 显然 . 对 任何 实数 a, 有 
laz | a= (ах' Аах)? = |а} + =l + 

由 于 4 亚 定 ,所 以 存在 唯一 的 正 对 角 线 元 素 的 下 三 角 阵 L, 

使 得 A= LL. 从 而 有 
|= 1 = С 2) С) ] = || //х ||. 
因此 ,对 任意 z“. y € Rn, RA 
{х+уй a= [1/‹хт+у) |,= |1'х+1/у 10, 
<l zl, + у= А lyl a. 
Ami || 1 & R" 的 向 量 范 数 . 
| 1197. 设 4EC"“" 是 正定 的 Hermite 矩阵 , 则 
|е а= (Cr AnD? (V r= ltra) ЄС") 

Ж C" 上 的 向 量 范 数 . 

证 仿 第 1196 条 可 证 . 

+ 此 范 数 称 为 椭圆 范 数 ， 

1198. 1х 1 82а] У 上 的 向 量 范 数 , 则 


1) lol =o; 
2) |z—yl >| #z# — iyi lY х, уЄУ. 
证 1) Hol = [05| =0 > =o. 


2) АУ |z = {‹х—у››+у{<х—у} + у, 
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|l.z—y 121121 = >l EER 
{х—уй=[у—ж|[>||у|—[[х|=—‹( [| —[|һу[). 
于 是 
— I =—yli =<] =z#|— yl] 1 =—у1, 
即 
lz—y1 21] + — I yd l 
二 、 矩阵 范 数 


1199 什么 叫做 广义 矩阵 范 数 ? 

Ж 设 p->" P 上 一 切 mxn Eek EE PE 
个 线性 空间 . 在 РБЕ. ПЕ ER 
范 数 . 

1200. 什么 叫做 矩阵 范 数 ? 

E P"*"* 上 一 个 广义 矩阵 范 数 ， 上, 且 还 满足 

5) КЖЕ. AB || < 141 + BIYA, BEP”, | - 
J| 为 P"*" Fó B РЕЖ. 

1201. 设 A= (а) E P" WE: 


1) | А || = = max |а;;|; 

02 
D ПА, 24 2 layl; 

m я 1 
3) Al | =[ > 1а, 12)? 


D ALÈ 201,10), p>1, 
那么 它们 都 是 广义 矩阵 范 数 . 


证 1) 容易 验证 上 ° |, | + 有 是 广义 和 矩阵 范 数 ,下 面 证 
Өй {+ ,是 广义 和 矩阵 范 数 . 
非 负 性 、 正 性 . 齐 次 性 都 容易 验证 . 下 证 三 角 不 等 式 成 立 . 假设 
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A= (a;;), B= (5) € P7, W 2} 
m п Ë 1 m n ү т т 1 
(X X latl) SX 511")? +( D byl)”. 
i=] j=l ¿=L j=l i=] 4 一 】 
所 以 


| А+В||,<[А„+ЇВ|,. 
АК e l EXERT. p= 2BF,] + H, +b Ar ХЕ ВЕ 
范 数 . 
1202. 在 P"*" 里 ， 
1) 中， 中; 不 是 矩阵 范 数 ; 
2) |+ |, PEREK. 


证 DD 设 4=B=[] 1], 则 有 I al.= l Bl -=1, 而 4B 
=Ü 2), ABI -=2, 不 满足 次 乘 性 ,所 以 | + („Жаш 
数 ， 

2) Ё A= (а,), B= (Ь,) € P”, W 


l AB |, = 27 27 | 27asbu |< 2 
i=] J=1 kal i=] j 
<( 22 У lal )( >, X SAAB (8 

i=1 &=1 


所 以 ‖ 1, 满足 次 乘 性 ,再 由 第 1201 条 知 ‖ + |, 是 矩阵 范 数 . 
1203. 设 А= (a; E P", WI) 
[А || о = птах {fazl |z./=1,2,:" n) 


| аг | ч lón! 


т 


л 
1 ¿=1 


是 矩阵 范 数 . 
证 容易 验证 非 负 性 、 正 性 . 齐 次 性 及 三 角 不 等 式 , 下 证 次 乘 
性 . 设 А= Са) ,B= (ә. 则 


=< тах 27( las] Ы EA ) 
ШУ эш 


| AB | „=» max | Dj anby 
P k=l 


<n max(n max( jas| * (6,122 
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«Са тах |4,1) + Cn тах |b; |) = 1412 • 181... 
1204. ЖАКЕ BF 5 #1 1 jp] 8 ë 38 05 H AE? 
E 设 上 :为 P"*" 的 矩阵 范 数 , | + H. 8 P 上 ( 列 ) 向 量 
范 数 , 如 果 满 足 
AXISA] + z]. V AEP, ЄР", 
ШКЕ КЕЛШ | ° || FO B 1 + H. НИЧЕ SE 
阵 范 数 是 向 量 范 数 的 从 属 范 数 . 
1205. l 4 上 是 EC "上 的 一 个 矩阵 范 数 , 则 在 С" 上 必 存 
在 一 个 与 4 上 相 容 的 向 量 范 数 . 
证 Hece 是 非 零 向 量 , 对 任意 zxzEC', 定 义 
{хх „= l| za | HFP z,z 都 是 列 向 量 ， (1) 
则 
D 非 负 性 由 (1) 式 知 . 
2) 当 2920 时 ,zre' 关 0, 所 以 上 zx. 二 l| za || >o. 
3)Y¥kEC,Y хЄС”,Җ 


| kz || .= M kza | = [k] | ze | =|5|, H ll. 
4) V >,y€ C",# 
| z+ yl. = l| (z+ y)a' [| = {| хо + ya' || 
| < |= + i ye | = НКЯНЕ 
于 是 xj。 是 Cr" 的 向 量 范 数 , 且 有 
S) \ Ах |. = || Ard | = || Atr | < [А # za || 
= 14| • hefa 


Bl |z. i Al 是 相 容 的 . 
1206. 设 A= (aj) Є C", Ш] 
[a ‹1) 


i=] j=l 


是 一 个 与 向 量 范 数 | z | 相 容 的 矩阵 范 数 , | + H 称 为 Frobe- 
nius 范 数 , 简 称 下 一 范 数 (F 范 数 是 一 种 常用 的 矩阵 范 数 ). 
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证 1) Al- 显然 满 足 非 负 性 与 正 性 ， 
2?YARAEC, 有 |&4| r=lki e |All- 
3) 设 A4=(41,4,,…,4,), 其 中 有 4 为 4 的 列 向 量 .由 (1) 式 知 
[4 12= 18, 1+ 1А. 15+ iA l. (2) 
这 样 Y A B€ C" 10 ASCA 6. A, B= (Ву, , B,), WI 
| A+B è = | A+B | itet || A+B, |l 
<А 1+ 0А |3+- d [| А„ 118, [2 
= АРРА ЛЕСА Н, Be. 
所 以 
{А+В|| =< АГ „+ BI. 
4) HEWER RIF Y тЄС',А=(арес" iR 
AS (А.А) х (mi | T)” Ж Нн A, 28 A 的 行 向 量 , 则 
Ах= (A, A YV х= LAr A,z)', 
H Cauchy PA 


| А,х |? == [aaz +а»х: t a=, |? 
<[ 25 [а,,12)([ bP ER 

j=l j=1 
=[ >; la,,|2)( РЭ |z,|2) 

j=1 ј=1 


= |4, 1212 12,2= 1,2,5, 


所 以 
ë 
I Azli = 2 Aa ИГУ РГЕ 
EE Вее АЙЕ ЇН. 
i=1 i 
从 而 


КЕЧЕЕ zl. 
5) 最 后 证 明 三 角 不 等 式 . 


562 第 十 三 章 EHEN 


wW В= Ф) EC "55 j у B G=, 2r eon), 
则 有 
| 48 || ;= || (AB, AB... ,АВ„) || š 
= || AB, [+ l| AB, || š+ + || AB, || š 
«ЛАВ i+ [АЙЕ В, ++ lal В, 
= AWC B i++ | В, 
= {АВ}. 
即 I ABIS 1815181. 
从 而 上 A 上: 是 与 上 xz; 相 窜 的 矩阵 范 数 ， 
1207. ił AEC”, 1] 


D $ A= (msaa), | А} Ë= 22 la, EOE а 12 
dapi C" 上 的 向 量 范 数 )， 


2) || Аф=їА'А= АСР Ае, „Ж A'A 的 n 个 特征 
tË}; 

3) 1А = A | rs 

4) HERRER ОС, V.A 

IUA il r= I| AV || r= IUAV f= ÑA |l Fs 
5) НЕВИННЕ ОС,У, ж 
I UAV |= | VAV |= ll Alr; 

6) 4 的 西 相 似 和 矩阵 的 范 数 上 - |, 是 相 辣 的 , 即 当 B= U' AU 
Rẹ. ПВ = Al, HEP Е ЕЕЕ. 

证 1),2),3) 显 然 . 

4) BA UU'=U“U= E, Br 1 

JUA | =©т[(7А›' (СА) =r AUTUA SAAI | A| 2. 

Am НОА |= А1. 

HT LAM = | A le A VERRE , ран а ЖЕЛ 


= ЕЖ 563 


即 有 
l AY || = [| CAV) | „= IVA :=| A [= А. 
从 而 IUAV |= | АУ |= l Al e ЖУ AC Е", V U,V 
єп, 
IUA = ПАУ || = JUAV || £= [А 1 +. 
5) 由 4) 知 . 
6) H U WB B E SI U JERR, TF E: 
ПВ | == | UAU |= l A |l F 
1208. 121. P" Ед, AEP”, П 
l A || —max Pa: a (1) 
тӯб + 
是 与 x。 相 容 的 矩阵 范 数 . 
证 1) 41 之 0 显然. 
2) 对 任意 4 关 0, 存 在 x+EJP",z 关 0, 使 Azx 关 0. 因而 由 (1) 知 


[| Ах, l. 
=> . 
Wi 
故 当 且 仅 当 дов. ПА =o. 
оз) NEAN =шах ТЕН ll TAI. 
4)] А+В || = тах акт! 
max LAZI 181. 
Быр 21|; 
Ах ||. Вх ||. 
< Tt АТ +В. 
А а 
5) A la | 2 0, д | Ах] АЛ rl. 
+ [А[= тах ||Azl| e AX 
| Ах |. ГА. 1. _ 


А | =ma 
| | росы | ра [| I = max 


mx “үр Eeo Tasia 


ETZE ЖЕ 


其 次 任 取 = 天 0, 存 在 ?一 站 二 [xz, 使 上 > 1.1. 10. 


| 


所 以 


= 一 一 | А с > 
Гат. Ny 1401 
|| Ах ||. 
тах = max || Ay |. 
теб | zl], аут | Ay | 


ATUR ”矩阵 的 稳定 性 


一 、 矩阵 的 稳定 性 

1209. 什么 是 稳定 矩阵 ? 

S 若 方 阵 4 的 特征 值 的 实 部 都 小 于 0, 则 称 4 是 稳定 的 . 

注 Жл 是 稳定 的 当 且 仅 当 它 的 全 部 特征 值 都 位 于 复 平 
面 的 左 半 开平 面 内 . 稳定 惩 阵 在 微分 方程 的 稳定 性 理论 中 有 着 十 
分 重要 的 作用 . 


1210 研究 下 列 和 矩阵 的 稳定 性 : 
=A 1 3 2 


== =з 2 о 


12) A= 
一 3 1 2 2 


2) А= 


3) А= 


=] —3 2 
4) A= 3 一 ] =). 
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SO 

6) | 1—2 2]. 

1 2 1 
Ж 1) 4 的 特征 多 项 式 是 

一 4 一 人 1 3 2 

一 2 —1-А 2 0 
|А—АЁ|= =(14+4)*, . 

一 3 1 2—4 2 

1 0 —1 —1—А 


其 特征 值 都 是 一 1, 从 而 ARE. 

2) 4 的 特征 多 项 式 是 
А+2 —1 1 
一 1 А+1 0 
—1 —1 4+1 

首先 , 当 А220 В, СА) 223220, СІНЕН. 其 次 ， 
车 А=04+18 (85500501), | 
а%— 3а824- 4а? — 82) +5a+3=0, (2) 
3a28— P+ 8af +58 = 0. (3) 
РУ 8 关 0, 由 (3) 得  #=3'1-+-8а--5. 代入 (2), 得 

一 8o 一 32o 一 42a 一 17 一 0. 
当 а220 时 ,上 式 不 可 能 成 立 ,从 而 e< 0, BH A 稳定 . 


|АЕ— А|= =} +4422 +5A+4 3. (1) 


3) À 的 特征 多 项 式 是 
A+1 0 一 1 
Е—А|=| 0 2 1 1=(G 十 1)( 十 34 十 3). 
0 —1 +1 
解 得 А, = 4—54 1.46.3: 从 而 4 稳定 . 


4) 4 的 特征 多 项 式 是 
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一 ， 包 项 式 的 稳定 性 
4 十 1 3 —2 
—3 А] 1 | =(А+12(34 +24415). 
А+1 


[АЕ А | = 
Рт 


2 
解 得 a=- ay HVI OL y= AEA М1: PARE. 
5) 4 的 特征 多 项 式 是 
ЈАЕ— А | = йе | | +++ 
[=a ata i 


解 得 Аг=—3+\\/{1—а. 
34 а> 1 时 ,两 根 都 是 复数 , 旦 Ren = — 3<0, q —8<a=<1 


时 ,两 根 都 是 负 实 数 ; 所 以 当 a 盖 一 8 时 4 稳定 . 


6) 4 的 特征 多 项 式 是 
А+1 1 —1 
[LAE 一 4|=| -1 à+2 一 2 

--1 一 2 4—1 
因为 7(0) 一 一 9,7j3) 一 21, 所 以 7) 必 有 正 根 , 从 而 4 不 稳定 . 


==3%-+-24—5А4—9. 


二 、 多 项 式 的 稳定 性 
什么 叫做 多 项 式 是 稳定 的 ” 
答 Enka VARENA f(z) 的 根 都 具有 人 负 实 部 , 则 


1211. 
称 多 项 式 f(z) 是 稳定 的 ,或 称 zz) 为 赫 尔 欧 (Hurwitz) 多 项 式 , 
1212. 设 A 是 nxn 和 矩阵 , 则 4 稳定 的 充 要 条 件 为 | 于 一 4| 
是 稳定 多 项 式 . 
1213. 设 ” 次 实 系数 多 项 式 
f(z)=a,z"+ a,- z" 1 十 … 十 ao， 


а,220, (х) а Ау. Ш ai 人 >0 一 0, 1 一 1. 
证 设 f(z) 的 全 部 根 为 


(1) 
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— es с а ЕРЙ, а, 18,, 
Н a0, k=l, sga; >00, 8,560, 3== 1], p; 2p-q=n, il 
Г) =а, (хс) атс) (а + ауга В) 0х аро 84). 
(2) 
比较 (1)、(2) 两 式 右 端 系数 ,并 注意 (2) 式 右 端 系数 均 为 正 实数 ,以 
Ж. а,2>0 18 | 
ав;>0,ау->0,*+,а„_ү2>0. 

1214. 设 实 系数 多 项 式 f(z)—=a,z22 +a ra EP а,2>0, 
则 f(x) 为 稳定 的 充 要 条 件 是 aa 0, a ,>0. 

证 必要 性 由 第 1213 条 可 知 ,下 证 充分 性 . 因为 f(z) 的 两 


个 根 为 xs 一 一 站- 士 和 至于 如 ses ,由 很 设 条 件 知 此 两 根 均 具 有 负 
实 部 ， 
注 当 f(z) 的 次 数 之 3 时 ,充分 性 不 再 成 立 . 事实 上 ， 
了 《zx) 二 (x 十 1)(z? 十 1) 的 系数 全 为 正 , 但 它 有 两 个 根 i, 一 i, 其 实 
部 为 0. 
1215. a,8 满足 什么 条 件 时 , 实 和 矩阵 
=] @ 0 
a- B —1 а | 
0 8 —1 
是 稳定 的 . 

Ж АМЕА АЕА | == QQ+1) [2 -+24+ (1—2aB)1. 
已 知 4 有 一 特征 根 = —1. 而 入 十 24 十 (1 一 2a8) 的 稳定 性 由 第 
1214 条 知 只 要 1— 20820 El] nj. 

1216. 什么 叫做 赫 尔 欧 多 项 式 的 相伴 多 项 式 ? 

E ИГОА, Ще 

Е (2) = (1+az)f(z)+ 7С х), К а>0 ` (1) 
为 f(z) 的 相伴 多 项 式 . | 


Z ”多项式 的 稳定 性 569 


Ж 0 407 (2)) =п MN, (F(z))=n+1. 
@ IMEB EE (е) =5/(=). 
1217. 设 实 系数 多 项 式 为 


Fr 一 at" 十 十 cz 十 aa 天 0ao 人 0. (1) 
# SORR ze B! , URHEA 
Sf(zr)=F(z)= (1 Бол) (ж) + f( х) (2) 
也 是 稳定 的 . 
证 + m 
@,(z)= (1+az)f(z)+ ufr), (3) 


其 中 实 系数 иЄ (0,13. а Ф, (х) = (г). 
可 证 (zz) 是 严 尔 获 多 项 式 . 由 f (x) EE $ Z Z £ Thi = ЖЖ 
1213 条 知 Q > 0a 2>0, sån >Q. 由 《3) 式 得 


Ф, (ж) =н) TT H aant", (4) 
HE hlk, l, 9) 是 4 的 线性 函数 . 由 于 аа, 2>0. 因此 得 


其 中 < 充分 大 , 且 不 依赖 于 jx 

设 zi 和 :zt 为 晶 .(Czr) 的 全 部 根 , 由 (5)? 式 知 

|z, (u) | <c. (6) 

这 就 是 说 Z, (u) RE 35 SY z 的 有 界 
ЖЖ. 

34 u=0 hF, Ф, (z) = (1+ 
ах) (т). R 2: ОБ 8 6 *Y- 
面 内 , 即 Boiz) 是 稳定 的 . 

用 反 证 法 , 若 @, (z) ЖЕЖ 
尔 获 多 项 式 , 即 存在 z€ (0,13, 
使 多 (xz) 不 是 赫 尔 获 多 项 式 , 则 É 14-1 
z, = z, (a) PESA — Ж PS Jf 2 SE (Bi. 所 以 曲线 z, = z C) 5 BË 
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ЭС, с 505, J ñ Dec) НЕ G: HU 
PBD = (1+4) 7080) + АС 81) =0, 


11+а82| + 1780 = alf pD. (7) 
因为 f(x) 是 实 系数 多 项 式 ,所 以 
Р) = f(z). 


因为 f(T) 是 赫 尔 获 多 项 式 , 所 以 С8:) 50. 于 是 
IERD S ABDI =F = 17080) |520. 

由 (7) 式 得 š 

2 二 11 十 aPi| K Z= 14+ 7. (8) 
因为 Ф„(0) = (1 十 p)as 天 0, 即 850, AORA KEO, LDF. 

1218. 设 实 系数 多 项 式 

Е(2) =b a" t = Ыл), (1) 
ЖР +, 0,b,2>0. Ж F (>) Rk REN ИТЕ ТЕ ЕА: ЖЖ £ ñi 
式 | 
Fix) =at tHe Ба r+ a (а, 30,а,2>0) (2) 


以 F(z) 为 相伴 和 多项式. 
证 令 
F(T)=SF(r) == “Qtar fa) tfa), (3) 
А ао, 8] | 
F(—z)=(1—az)f(—z)+ f (z). (4) 
(4) — (1—azx)X (3) ,得 
ах? fr = ЕС х) — (1—-ах) Ех). (5) 


H (1) 式 及 lr) 是 稳定 的 ， 4 h >0,05,2>0, e sni 0. 
令 „= >>, 得 
ы а —ах)Ё(т) = Cbi bet + (—1)"1p Un] 


-( 1-24) * (bob r+ tonar t Scart t е, ?, 
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其 中 a = i>, с, 20210, 代入 (5) 式 ,消去 z ,得 
Ü 


FS 


则 = 车 (%=0,1,…,n) 即 可 求 出 . 
下 证 f(x) 是 稳定 的 . < 


Bx)=— -an Fr ЕС х). (6) 
Б, 
其 中 gE (0,11, — 53. 34 и=1 8, 
Ф. (х) = —– (1 —ех)Е(х) HF ~r) f (z). (7) 


由 (6) 式 知 
P, Cr) = —(1—gz)b5,+ (1— р) бул (ab, — (1— bx’ 
H+ Cab, — (1—g(—1))5,1z" 
+ Саф, = (1—0 1)", rt Hebat (8) 
设 台 (zc) 的 2 十 2 个 根 为 n=l) (一 1 2 二 2》， 
+щ & <K 跑 遍 [0,1] 时 ,z 是 ВО ЖЮРИ. 
当 == 0 时 ,由 (6) 式 知 
Ф,(ж)==—(1—ах)Ё(т). (9) 
这 时 DDA п+2 个 根 , 由 (9) 式 知 其 中 十 1 个 根 都 是 К(х)Ё] 
根 . 不 妨 设 为 mm ,… ,zrr1, 它 们 都 在 左 半 平面 . 由 (9) 式 知 D ah 


最 后 一 个 根 == 一 二 >0， 它 位 于 右 半 平面 . 


可 以 证 明 , 当 иЄ 50,13 时 ,多 .Crz) 所 有 根 仍 保持 原来 位 置 . 用 

反 证 法 . 车 有 -个 根 =, 从 一 个 半 平 面 变 到 另 一 个 半 平 面 , 则 曲线 

zt 一 zi(#) 将 与 虚 轴 有 一 个 交点 . 从 而 存在 KE (0,1) 使 Ф„\х)› Ë 

Ж A: 1 — (1—aBi)F(8;)+ g#F(— 81) = 0. tf 1216 条 的 证 明 可 
得 

18 = 2. (10) 

这 与 а7>0,8550 矛盾 . 从 而 证 得 z, z. ТЕА Зр, nt 
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在 右 半 平面 . 

由 (7) 式 知 , 当 =l 时 ,名 (zx) 有 二 重 零 根 , 从 而 当 p 一 一 1 一 0 
时 , 设 两 根 2,0) —+0, 2,0) —0. 4 „Є (0,128, H (8) Ж 
根 变换 及 根 与 系数 的 关系 可 得 


к 1___‹1—,/)5, Б 
人 


ad. 
z (O) 
取 实 部 得 


п 


NEEE 
È ET = (11) 


出 此 可 知 , 当 jE850,1) 时 ,zi(p) ,zj(p) 中 有 具有 正 实 部 者 . 否则 ， 
Ф: Re{zi(12))<0,Re(lz, (pA))<0,H z (0z, (0 и 
一 一 1 一 0) 时 , 则 (11) 式 左 端 趋 于 一 ee, 而 (11) 式 右 端 有 界 , 且 是 正 
的 .矛盾 ， 

不 失 一 般 性 , 设 Rezi(p)>0, lim z(a) =0. 

另外 , 当 z€ [0,1) BF, х, UO E F. A E E 8 69 Н, PS q af 
得 & 一 * 十 2. 不 失 一 般 性 设 7 一 mx 十 1, 故 Jim zo+i(A) 一 0. 于 是 , 当 
XK 一 >1 一 0 时 ,有 

ab,— (1— )b, —ab,> 0. 
由 (8) 式 知 , 当 一 一 1 一 0 时 ， 
BT)——rabiT +H Habart, 
PD $B.(z) 只 有 两 个 根 趋 于 0. 故 当 上 一 ~] 一 0 时 ,有 
dim z, (4) =, 其 中 Кес, S<0,k=1,2,"" n. 

但 Ф,(х)=атх*/ (ху), с, 都 是 f(x) 的 根 , 故 f(x) 的 根 都 具有 
负 实 部 ,因而 f(zx) 是 稳定 的 . 

Ж 所 有 次 实 系数 赫 尔 蒋 多 项 式 全 体 记 为 H, (n= 二 1,2， 
…)- 由 第 1217 Ж.Ж 1218 条 可 知 ,从 Ы, 出 发 ,利用 相伴 多 项 式 
可 构造 出 H,—=SH I, H SSH SSH, H,= S" H. 
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车 记 所 有 稳定 的 实 系数 多 项 式 集合 为 Н Л 
H=US'H,. 
1219. 8 fD =a" 4 Harta Ё а,2>0,а,520. 今 
$$ RRE REM F: 


a, а 0 0 0 
| а; аз 好 1 а 2 0 

M == - (1) 
4-1 4-2 aa Arm-4 e q, 


其 中 规定 a,= 0 (s<0 sk sn W / E $Š E ГР} Ж Ж $£ Ej: М, 的 
各 阶 顺 序 主 子 式 满 足 : 


А, =a,>0, 
G, do 
А,= >0 
` ja, а, i (2) 


А. =а,А,_,2>0. 
证 必要 性 н ННЯ. 
4 п=1 8], (2) =а,+ах. # f(z) 是 稳定 的 ,由 as 沁 0,al 关 
0, 则 由 «=—<0,# A,=a,>0. ВХ a=1 结论 成 立 . 
归纳 假设 结论 对 成 立 . 再 证 结论 对 n+l 成 立 . 
设 实 系 数 多 项 式 F(z) 是 nn 十 1 次 稳定 的 ,由 第 1218 条 ,多 项 
式 玉 (rz) 可 以 看 成 是 次 实 系数 多 项 式 f(z) 的 相伴 多 项 式 , 即 
Flr}= (1+ 2cez)f(z=)+ f(— z), (I) 
其 中 a= 2с2>0. Ë f(z)=a tarta", M 
ao > 0a >00," ,а,2>0. 由 (1) 式 知 
F (z) = оа, + LEC aJe, 


其 中 令 4-1 二 ant1 二 0, 于 是 天 (z) 的 各 阶 磊 序 主子 式 为 
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D, = 2ca, > 0, 
ca, ao 0 0 = 0 


са сањ + ap ... 
将 奇数 列 的 公 因 子 < 提 到 行列 式 前 ,然后 再 分 别 将 奇数 列 的 一 1 
倍加 到 后 一 列 , 得 


а ... 
Di+] = ОБРАНІ = Atad, 


»ьачаһ»ааеваайф»ааФе<тте%ФФ®9тезвэтзт 


аљ Azk] аљ-2 


&=1,2,- ИЕТ Ша ЖЖ йй ЕГА: 由 归纳 假设 
AD>0,8 一 1:2, t;n. 再 由 ao>0,a>0 得 DiD>0 天 一 1 2 
故 结 论 对 atl 也 咸 立 . 

充分 性 ”用 数学 归纳 法 . 当 n=1 В, (х) = аал. Ё а, 


204,90. 由 于 4 一 a 之 0, 由 此 多 项 式 的 根 <= 一 于 <0. 结论 成 
立 ， | 
归纳 假设 结论 对 成立. 再 证 结论 对 ”十 1 成立 , 设 
F(z)=b tbir t +b. уд" bo >0,6,41 闫 0， 
АЖЕ И rT KA 9, 其 ` 
Di = b, > Ora gna > 0. f 
由 第 1218 条 ,可 以 将 E(x) 看 作 某 个 f(x) 的 相伴 多 项 式 ,并 记 其 
中 f(z)=a -az+-- az", a> 0,a, 0. 
如 同 必要 性 证 明 那 样 ,可 知 
Р, = atla A, > 0,Ё = }1,2,+,л 
但 а2>0,а,2>0. <. 2,2>0,2= 1,2, 2 由 归纳 假设 知 f(z) 是 稳定 
多 项 式 , 而 F(z) 是 其 相伴 多 项 式 , 由 第 1217 条 知 已 (z) 是 稳定 的 ， 
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从 而 结论 对 atl 成 立 . 
1220. 设 实 系 数 多 项 式 
f(z)=a,z"+ a r+asa,>0,aÍ2>0 (1) 
是 稳定 的 , 则 
е(х)==аух"-Наүт" +H Ба, (2) 
也 是 稳定 的 .反之 亦 然 . 
证 由 (1);(2) 知 f(z) 的 根 与 g(x) 的 根 互 为 倒数 ; 设 了 (zx) 
的 根 为 
61,19,66, 9 Б, а Ву, н, mat Bpi —a,— B, 
(3) 
其 中 с,220(=1,2,:-:,9) 20, 8,560, (3=1.2,:-, рф g+ 
2р= п. (DRM f(x) 的 根 都 具有 人 负 实 部 . 
g (Xx) 的 全 部 根 为 


ос А 1 


1 
д cg。 —9 tpi —a – 812° "а, +p i —a, — В 


(4) 


易 证 g (=) BJ ЯН f ЗЕЙ. 
反之 亦 然 . 
1221. 实 系 数 和 多 项 式 
Хбх) = л + ра? + дл Б ғ (н> 0) 
是 稳定 的 充 要 条 件 是 :g>>0 Н 0<r< ро. 
证 


å=g>0. A 二 pq 一 7 之 0， Ду=Д,. 
出 第 1219 2 RIE. 
1222. ”如果 第 1219 PARR Z E БЕН A Er MB FF ET ARRIE 
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负 ,能 否 断 定 zz) 是 稳定 的 ? 
© 不 能 . 比如 ,f(x)= 二 zx: 十 x 十 1， 


0 

0 
М 一 一 

” |o 
0 


ооо © 


1 
1 
1 
0 


p= 


=А=А,=0,й Е ЖЮ ЙЛ T --А#>0.{НД& 
н С 


ENE] 
由 于 f(x) P T Af fE ЕКШ, A f(x) 不 是 稳定 的 多 项 式 . 
1223. B 4 的 特征 多 项 式 
ҒО) = |АЕ— А|=А4*+23°+Е+34%°+Е4А--5, 


问 4 EE AREER? 
解 

4 5 0 O 

мг 3 4 sh 

0123 

0 0 0 1 

4 5 O 

A=4, A=2, A=|2 3 4| = 一 12<0， 
01 2 


故 4 不 是 稳定 的 . 


STER ШО 


一 、 定义 

1224. ”什么 叫做 矩阵 分 解 ? 

答 矩阵 分 解 就 是 将 一 个 已 知 矩阵 分 解 为 若 于 个 满足 一 定 条 
件 的 矩阵 之 积 或 和 . 

1225. 设 A= (a;;),x a ae, 表示 第 i 行 分 量 为 1 E: YE 2E 
的 ” 维 列 向 量 ,e 表示 第 i 行 分 量 为 1 其 余 分 量 为 零 的 m 维 列 向 
eA … g Ae, 
TAa же АЕ 

证 PS ase Ae i=1,2,""" ,туу= 1,22," n. 

Ж DORAKŞ isien TR ji Jaa ЦАТА РЕ 
阵 为 : | 


量 , 则 А= 


РП 15 ЈА 
| Ае, g; Ae, * e; Ае; 
1 1 i z 
2, р 
е „Аер е Ае; е' „Ае, 
сер 
ё A 
PN} 
ё; 
2 
= 2 А (ез зет" sre). 
е! 
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是 设 mxn 和 矩阵 4 的 第 ;行为 a, 第 7 列 为 Bj,; 则 有 a 二 ei4， 
Bj;= Ае. 


=. 积 因 子 分 解 
1226. (等 价 分 解 ) 设 4 是 秩 为 7 的 m X n ER, WFE т 
Вай EBE P £ n Bi ns EE Q 819 


E, 0 
А=Р| o 1 
1227. ( 满 秩 分 解 ) 设 m > n IERE ARREA r2>>0, MUJ P. ZE ZE 


т Хт ПВ ЕЕ G r xx TW E H., АҢ A= GH. 


E. 0 E, 
a=P| Jo=P( | ‘E,WQ=GH, 
о 0 0 


Е 
其 中 c=P| | ,及 = (E,,0)Q, 且 秩 (G) 二 /二 秩 H. 


1228. 如 果 A= GH=G,H,,* FR G 5 G, #8 mXr ЭЙ 
BEBE. H 与 H, #$E r> n 1 ВЕ Е, ИЙ {ЕЛЕ r 阶 非 奇异 矩 
阵 已, 使 得 

G=G,P, H=P-1H,. 

Ж јх H, UPET nX r PJ RS Fk SE EE N 
=H'(HH'y 1,489 HN =E, Ж G=GE,=G(HN)=G,(H,N). 

记 Н,М№=Р, W] G=G,P. HT GE m>xr ШЕ FE kE Ë% , ВА Е 
在 rXm ЖЕНЕ M= (С СУС ,使 得 МСЕ. 因而 有 Е, = 
(MG1)P, 这 说 明了 了 是 rr 阶 非 奇异 矩阵 ,上 且 P =MG. 于 是 

Н=ЕН= (MG)H= МСН, =P HH. 

Æ 由 此 可 见 满 秩 分 解 不 是 唯一 的 , 聊 P 的 不 同 可 以 有 不 同 
的 分 解 . 

1229. 设 A, B Ж m X n ЖЕ, Wi 
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# (А -В)<# 4 十 秩 B. 
证 ИРСКА) =r, (В) =, Ш Ж 1227 条 可 令 А=Р,6,,В 
= PQ, 其 中 Р\.Р, 分 别 是 m Xr, m >< s н) ЭН Sk БЕ, Q, , Q, 分 
别 是 rxn,sXxn ТТЕ ВЕ. 于 是 


A+B=(P fe 
1+1 2 Q, Ы 


从 而 
KCHDS POS I, P, BJ 7] x 
=r+s=#Ëk(A)+#k (B). 

这 是 第 237 杀 的 另 一 证 法 . 

1230. 设 A 是 秩 为 r BJ m X n ЕЕ, W| #£ Z£ 3E# SE S £ Р, 
使 PA 的 后 m —r fr 82 AE ТЕ Q, të AQ 的 后 nr 
列 全 为 零 ， 

证 H ARRA r 和 等 价 分 解 知 ,存在 非 奇 异 和 矩阵 PP 和 Q, 
使 得 

ТЕ, 0 
PaQ=| 0 中 

но (0) ‚„Р71=(Р,,Р,). 那么 


2 
Е 1 1 
теке sl 
0 о о 0319,7 Lo 
- ГЕ, 0 Е 0 
AQ = | |= ‹Р\,РО| Е (Р, 0). 
о о 0 0 


1231. А,В Е тхл ЖЕ, A= BU, B= АУ, ХН UU ,V 
都 是 Er 2r Ek , ДЕТЕ n] SB Т.{#18 В= АТ. 
Ш 由 题 设 可 知 秩 А – Ek 号. 记 秩 A= #6 Кг. 由 第 1230 条 
Н.Е PR Я{# 
АР=(Аџ,0), (1) 
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Во = (B, ,0), (2) 
其 中 А,,В, 分 别 浆 mxr ARRE. 令 
P= P,P] ; 
© 


其 中 Р,,9, 分 别 为 nrXr Ej rX >n НЕЕ, UDR АР, =A, 
(2) 式 得 


в= (В,,06-'= 5,0) (0 ) ево. 
Ë 

A,=AP,= ВОР, = BQUP,= BW,, (3) 
Ң W =Q.UP, 为 r ЖЕЕ. NARWA 4,=”, 因 此 穆 W. 
=+, El W, Rf m. I 


再 利用 (3) 式 推出 欲求 之 结论 . 事实 上 ， 
B=(B OQ = (AW, OQ 
Wi! 0 Wyr 0 : 
-co 0 л> 0 plo” 
= AT, 
其 中 一 P| атра 

1232. йл MER A ERA АЈБ ЖР РЕ C>), WAF 
ЖЖ n >x = ЕБ С 及 非 奇 异 的 > 阶 厄 米 特 矩 阵 4,, 使 得 А= 
GAC. 

证 将 AIERDI Н А-СЫН, G, E RE nX r 列 满 秩 
EE. 又 因为 4A' 二 4, 所 以 A 二 GH 二 HHO’. 由 第 1228 条 得 H = 
GP,C =P ,其 中 己 是 -> 阶 非 奇 异 矩 阵 , 则 Н <= РС'. РОЛИ 
辆 转 置 ,得 Н =GP =GP. ҢА (С СӘС, Рр = 

HUH, А,=Р,Ш 

A=GH=GPG =GAG. 
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1233. 设 4 REFIRE, WJ А 是 宕 等 矩阵 的 充 要 

条 件 是 存在 列 满 秩 矩阵 G, 使 得 
A=G(G °G) 6. 

证 9 А=С(С С) TIG' 时, 易 见 A: 一 4; 反 之 ,将 4 作 满 秩 分 
Ж А=СН. 因为 A =A, W A=GH=H'G'. h% 1228 条 H' = 
CPP, 其 中 书 是 非 奇 异 矩 阵 , 因 此 4=GPG .又 因为 42 一 4, 即 
GP'G'GP'G = GP'G ERP СС) С AR G(G Gy 1! 得 
С'СР'=Е, ТД P' =(G' G 1,4 À A= GP'G' , 即 得 
A=G(G'G) 'С'. 

А B 
1234 ЖА Е m > n чыр | 的 ~ 阶 可 道子 矩阵 ,而 县 


ali a =›Р—СА\В= 0, © р] 可 满 获 分 解 为 
A B А E, 
| =( ) Ата ) 8) 
证 直接 验证 可 知 . 
1235. 〈 极 分 解 ) 任意 一 个 实 满 秩 方 阵 4 可 以 分 解 为 正定 矩 
阵 与 正 交 矩阵 之 积 . 


证 因 4 满 秩 ,所 以 АА IE E. 从 而 存在 正定 矩阵 BB, 使 44， 

= B°. 因而 
A=B:(A')1= В(ВСА') 1)= BC, 
ЖЕ C= BCA)”, 因为 
СС' = ВСА!) B(A) Y =B(AA') BSE, 

故 Е Е. 

1236 设 4 是 -- 个 二 阶 实 和 矩阵,4= PU EROR, HHP 
ЕЕН ВЕ ЕВЕ, Д AA =A A= PU=UP. 

证 Z4 AA =PUU' P =PP=P=UUP=U PU= 
U'P'PU=A' A. - 
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必要 性 AA AA SA'A, Ц PIU РАЈ dH P S U! P2 ËJ 
正定 知 它们 均 有 正定 平方 根 P A U PU. 但 平方 根 是 唯一 的 ,所 以 
P=U' РІ. UP= РЇ. 

1237. 假如 A 为 实 满 秩 和 矩阵 , 则 存在 正 交 矩阵 Р,.Р,, 19 

A=Pidiagh Ars АРУ! ,АС>0,!=1,2 уел. 

证 见 后 面 第 1248 Ж. 

1238. (QR 分 解 ) E- SNS PE ME BE 4 nj y SE IË — 4 IE 3 38 
阵 与 一 个 主 对 和 角 线 元 都 大 于 零 的 上 三 角 和 矩阵 之 积 , 有 目 这 种 分 解 是 
唯一 的 . 

证 见 第 1143 Ж. 

1239. 人 和 任 --n 阶 可 逆 复 矩阵 可 以 唯一 地 分 解 为 4 二 UT, 其 
ФОЕ T 为 主 对 角 线 元 都 大 于 零 的 上 三 角 矩 阵 . 

证 见 第 1128 Ж. 

1240. 《三 角 分 解 或 LU 分 解 或 LR 分解 ) Uk A= (a, U n 
阶 方 阵 ， ео 2,+,п—1), 
则 A= LU, 其 中 


1 
称 为 单位 下 三 角 和 矩阵 ( 主 对 角 线 元 为 1),U AEZ ABE. 
证 ual 关 0, 用 Gauss 消 元 法 , 即 令 Frobenius 矩阵 


Іт! == А š ; 则 L'A = 


*#=татеянавааав»%а»таят» 
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外 于 倍加 初等 变换 不 改变 矩阵 4 的 行列 式 的 值 , 故 4 的 二 阶 上 顺序 
EFA A 二 Ula 320. 因而 а' 2 天 0， 得 令 


f 1 
0 1 
1 
ро 2и 
L; = aƏ РА kd 
了 
а 
0 —— 0 1 
К 4» d 
则 
а а, 413 а, 
0 a'y ay ai 
Lz'Li "А = 0 0 азз аз 


| 0 0 аз ы аты 
这 样 继 续 下 去 ; 则 存在 单位 下 三 角 和 矩阵 Li slast slasi ;使 
[Ган 


Ja Хаар eL L A = 


L 0 йк 

Z ERAU, $k А= 7, Hp L= L, L, L, 1 91У F = fa EBE, 
而 U = ЕЮ. 

1241. (LDU 分 解 ) 设 A= (а) у n 阶 方 阵 , 则 当 目 仅 当 4 
的 前 x 一 1 个 硕 序 主子 式 

A,Z0,k=1,2,-- ,n—1 

时 ,4 二 LDU, 其 中 工 为 单位 下 三 角 和 矩阵 ,UU S B Е fg EBE, D 
为 对 角 和 矩阵 , 且 这 种 分 解 是 唯一 的 . 

证 首先 设 4 有 了 唯一 的 LDU 分 解 A= LDU , 则 将 此 式 子 写 
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АЛ ЖОЕ КЕН Ж 


(1) 
Edi L,- D, 1.0, 1А. З LDU, A 的 n 一 1 阶 硕 序 主子 
阵 . 于 是 由 (1) 式 得 


A, =L, D, iD， (2) 
p=0 DU n5 | (3) 
ўї. D. (4) 
am = aD, _ r+d,. (5) 


# Д, = |А„—1}==0,Ш]4 (2) ID, ,|=0. É | Ln- Dai | = 0. 
因而 齐 次 线性 方程 组 L. р, r=0 有 非 零 解 ,而 L, D. r =Y 
有 无 穷 多 个 解 , 即 有 rAr tË 
L,- D,_- r= L,- D,_ r= Y. 
同 理 |D,_,U,-1| 二 0, 存 在 o 关 oc 有 
y=0D,_U, =6D, Un. 
取 d'p, = ann Drt 


А.у YY LE Of Da OU, T 

4=| д M 6 | 0 Í 0 J. 
这 与 分 解 的 唯一 性 矛盾 , 故 А„—15=0. 

再 考察 A 的 n 一 1 阶 顺 序 主 子 阵 ,用 类 似 的 方法 可 证 

A,.,= |А„.;|550. 
依次 下 去 可 证 得 
A2F0,bk=1,2,--,n—1. ` 
另 一 方面 , 设 4 天 0 一 1;2, :一 1. 先 证 存在 性 . 
由 第 1240 条 知 4 二 LB, 其 中 工 为 单位 下 三 角 和 矩阵 ， 
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为 上 三 角 和 矩阵 , 香 Bub in 110. 
于 是 B= DU ,其 中 D=diag (bn ;22 РЕА snn) . 


0 1 
所 以 A= LDU. 存在 性 得 证 . 
再 证 唯一 性 . 若 4=LDU= 了 DrD ,而 入 天 0. 设 4， 


Бол» Urie dai born аы А, DU L DUL RI 
n— ІЕЕ TPE Д1 
Lazi Da U, = Ani =L, DD (6) 
从 而 
Pel L. = D. O. UD (7) 


(7) 式 左 端 为 单位 下 三 角 和 矩阵 , 右 端 为 上 三 角 和 矩阵 . 从 而 由 
(7) 式 知 L L, = E, БЕД L, = 1л. 
HAOR D..,U,- = 0,17... 所 以 
DA Daea (8) 
(OAA WAAT E ВЕ, t 382 Bs fu L = f kE BE , Br bl 
ЭР. == E: б mD. y DCU. 
А. ЕНЕ. 再 由 (3),(4) 可 知 c,z 也 是 唯 -- 确 定 的 . 
Н от, А) ЖЯ а, 唯一 确定 ,从 而 4 的 分 解 的 唯一 性 得 
证 . 
+ ОЖЖ DU AREXE U M A= LU, W Doolittle 
分 解 . 即 第 1240 条 的 三 角 分 解 . 
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© 车 将 LD 全 起 来 记 为 厂 , 则 A= L,U 称 为 Crout 分 解 . 

1242. ”任意 可 逆 实 方 阵 4 必 有 唯一 分 解 式 A— QI. FH Q 
为 正 交 和 矩阵 , 工 为 主 对 角 线 上 元 素 大 于 零 的 下 三 角 和 矩阵 . 

证 对 于 (4')7!, 由 QR ЖЖП, IE fE IE ЖЕ Q 及 主 对 角 
线 上 元 素 全 大 于 零 的 土 三 角 算 阵 Ri, 使 得 (A') SQR- FE 
А =R Q 1. А = (і) (ВГ), 

令 Q= (Өг, L= (RT) , 则 A=QL 为 所 求 之 分 解 - 

ВИЕ Е. 设 A=QL=QiL; 则 Q RELL. 

H Q, !'Q Ek 28 3F. 2 $E EE X 29 F = # yB КЕ FE Z ЫА ИЖ, 
从 而 A'E, EI Q=Q,. k L= L,. 


1243. 将 
1 0 2 
1 1 ` 


1 2 3 
ЛАЛЕ E E tj Е МНЕ. 

в s А = (0,0,9), Ж "Р a, ЖА 的 列 阿 最 . 对 aa a, 用 
Schmidt 正 交 化 方法 得 正 交 向 量 3, -8: ,98:, 即 


А= 


T 

1 1 6 
‹2,,8,, 83) = (a, rasa) 0 1 ИР 7 ` 
2 
] 


0 0 
再 单位 化 得 У, ,У,, У, ВП 


i 
V3 


С7\,7»,7,)=‹8,,8,.8,) 


No 
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今 
Г] ] 1 | r = 5 
ls з ит Š 
„3 1⁄2 V 6 i ДЕН 
1 — 6 m l 
МЕ. 0 ‚К 0 М2 ==], 
ШИ у; 3 | V 2 
dal l alh 0 а 
з V2 Ме. < Y 6 


MJQ S ЖЕР R E Ж ЕЕ .ЕН A=QR. 

1244. (Cholesky 分 解 或 平方 根 分 解 或 对 称 三 角 分 解 ) 设 4 
ЖЕЕ, A= BB' ,其 中 B 为 主 对 角 线 元 全 为 正 的 下 二 角形 
矩阵 . 

证 由 有 AA 正定 得 ==C'C, 其 中 IC| 关 0. 由 QR 分解 得 C= 
QB' ,其 中 QQ@ JEZER. B 为 主 对 角 元 全 为 正 的 下 三 角 征 阵 . 于 
是 

A=C'C=(QHB' (ОВ'›=ВВ!. (1) 

注 这 种 分 解 也 是 唯 -- 的 . 实际 上 , 令 A= (а) H n ШОЕ. 

B= ; 则 由 (1) 式 有 : 
au = baba t brb t Fb b > j 
а= + b+ + bš. 

Am Bm EZ; 2), uj ki ВЖ. En - -确定 的 . 

1245. ФЛ) 设 A ЕНУ Е. 

А=РЈР-*, 
其 中 PP 为 满 秩 矩阵 ,,7 ЕЕЕ, НА ВТЕ. 

1246. (Voss) 1) PE H JE E BE n] лк АЗЕ КШ ВЕ 
和 复 对 称 算 阵 的 乘积 ,并 且 其 中 - -个 为 可 逆 对 称 和 矩阵; 

2) 每 个 复方 阵 可 以 表示 为 两 个 复 对 称 乍 阵 的 乘积 ,并 且 其 中 
一 个 为 可 逆 矩 阵 . 

证 1) 因为 车 当 形 算 阵 是 主 对 角 线 上 由 车 当 块 组 成 的 矩阵 ， 
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А. i Ü 1 À; 


1| К Ы T 
т Sr 
即 每 个 若 当 块 可 分 解 为 两 个 对 称 和 矩阵 之 积 , 并 且 其 中 一 个 为 可 道 
З ВЕ. 因此 


1 
À, 
à, 1 0 
1 
А, 
0 à, 
0 1 1 1 
1 0 А, 1 0 
Q 1 0 А, 
1 
1 Q 
М1 0 
=HM, 
Jeri: H 为 实 对 称 阵 , M 为 复 对 称 阵 . 


2) 对 任意 的 复方 阵 A, FEMER 中 ,使 得 A= B-1JB , i 
里 了 是 若 当 形 矩阵 .由 1) 知 ,存在 可 逆 对 称 矩 阵 S 和 复 对 称 矩 阵 
С, Ј= 5С, WJ 
A=B-'SCB=B IS(B у В СВ= (В-!5(В-!)' )СВ'СВ). 
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显然 BOSB 1  B'CB 都 是 对 称 矩 阵 . Н B !5(В-')' пй, 

1247. 设 4 是 一 个 正定 对 称 扼 阵 , 则 存在 一 个 正定 对 称 和 矩 
БЕ S 使 得 ASS. 

+ ”名 结论 对 和 4 是 半 正 定 也 成 立 . 即 A 二 5S, 其 中 S 是 半 正 
ERE. 

@ 无 论 是 正定 阵 或 半 正 定 阵 , 当 4 一 S: 时 , 记 S= А7. 

1248. (奇异 值 分 解 ) 设 4 为 mxn 实 矩阵 , 秩 A= r, JE 


p: А=Р| 1 NP; ,其 中 P..Q IIA > ИГЕП n BF 09 E 32 55 8 , ñi 


Г = іар (ai raz," a) a > 0, i= 1,2, ,7. 

证 hR, FE m Br n ИН 17',5,[8 

4-7| js， 
о 0 
对 T ,S' Е QR 08. T=PR, S =Q. , Ё P, Q, 分 别 为 т 阶 
与 阶 正 交 算 阵 ,R, 工 分 别 为 非 奇 异 的 上 三 角 和 矩阵 与 下 三 角 矩 
阵 , 则 
R RATE, OfL 01 R.L, 0 

а= ‚ | ы E | 0 0 
其 中 R 28 RE r BNR PF EF BE , L, ALH r ИТ = fa ШЕ ET 
阵 , 因 Rol EAR F R.L, E r Btn[j E EE. IN fE Te IE ЖЕ 
阵 P;,Q; 使 


1, (1) 


Р,(К,11)6, = diag (а; sg rår) ， (2) 
ЕФ а,2>0,1=1,2,---,ғ. & Р = іар a, ,a;), 
P, 0 Q. 0 
P=pl , Joels ' 
则 将 (2? 代 入 (1) ,得 
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В P' P= E, .Q'Q= E,. 
1249. RATT) 没 4 An NEDE, ЯВА: 
1) A 必 有 分 解 式 
А=(АА')?@=0@(А' А)?, 
其 中 Q EZER, AAN И 1247 条 之 注 ; 
2) ЩА |50 时 ,(1) 式 中 的 QQ@ 是 唯 -的 . 
证 1) 由 第 1248 RAFE n MEXER P, R ,使 


[| 
А=Р! PIR. 
ЮЕ 
L 0 0 
所 以 
f í az 1 | 
A'A=R | т оа 
а; 
К 0 | 
т | 
| 0 
‚р | f 
AA Р\| д Р 
С 0 0 
所 以 
“ы 
(A' АЎ == В| | “ Pm, 
` а, 
0 0 
a, | | 
(АА')Т=Р ` | ° P. 
а. : 
0 oj 


用 P R' 左 乘 (2) 式 两 边 得 


(1) 


(2) 


(3) 
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Tz 
PR (A'A) =P i R'=A. 


用 РКЕ (3) уу D Ji 4 
(АА®ФРЕ! =A. 
令 Q=PR' 即 得 1). 
2) А 柯 唯 -- 她 决定 (4 A)? CAAD Щщ А ЗЕЕ, 
(44') -存在 ,可 唯 - -决定 包 =(44 7) 二 4. 
1250. А,В XES n NEER, Н A'A= B B,WJ B = 
QA, JX О ЖЕБЕ. 
证 >л A=B B, (В' В) = (А'А)?. HÆ 1249 1 
B=Q;(B' B)? =©,СА' А), 
A=Q,CA'A)2, 
其 中 QQ ЖЛЕ Ж. 所 以 有 =QQiQ CA A 和 一 QA4, 这 里 Q= 
QQ, 为 正 交 矩阵 . 
Ж 当 4 是 非 奇异 矩阵 时 ,本 条 极 易 证 明 . 
因为 由 A'4==B'B, 得 
(ВА) (BAT )=(A 1) B' BAT SE, 
这 说 明 = ВА ЕЕ, eR B— QA. 
ns. ийй, Гаген тушо ||. 
0 anj 0 


ра "a. 


{0 Е 
证 因为 
rE || Е o) fE А Al E 2) 
lo E }|Е—А`! zl Ejlo A-J|E—A E 
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КЕ 
-{% к жар G „И Е в). 


1252. 1л A н] Ж РЕ У АРЕ РЕ 


的 积 . 
证 设 秩 4=+, 存 在 满 秩 矩阵 P,Q, 使 得 
РАд= |” T 
0 0 
于 是 


E, 0 E, 
AP-[E Jeemen? Je, 
о 0 о 0 


Е, 
其 中 Род ваар. i аваар. 


1253. Е» ЗЕНА A ТА ОИН Ë$ 
的 乘积 , 且 其 中 有 一 个 是 正 交 对 合 矩阵 . 

证 设 1… 光 是 4 的 所 有 实 特征 值 ,a 十 一 ] 太 是 4 的 所 
有 复 特征 值 ,i==1,…,s, 其 中 十 2 二 nt, 则 


А-А. л. M А) | ы “je (1) 
= 1. srt kuk а, + , =$, а, 7 


ИФ Q ДЕЗЕ. 因为 


E-E A Ja 
—b a, 2 а; —b. Ë {| = idesi = 1,5,5, (2) 


此 处 . 
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分 别 是 实 对 称 和 矩阵 与 对 称 . 正 交 和 矩阵 , 故 由 人 1) 与 (2) 式 即 得 
A= (СА, А, В, BIQ QE ,2 ,TQ')=SP 

易 知 矩阵 5 =Q r А, В, е: ,BIQ' 是 对 称 和 矩阵 ,而 

P=Q(I s Jas ,J2jQ' 是 正 交 对 合 和 矩阵 , 即 Р'Р=Е,Р?= E. 
1254. 设 4 为 复数 域 上 可 道 矩 阵 , 则 存在 B, 使 A=B?. 


J, 0 
证 нена сж стас) adi G =i, es) 
0 Ј, 
мё. 设 
TE 0 
| А 1 [z be е бф, 
= эл йере “с ле 
' . 1 
0 | u 


令 В! = XRH F£ EEA =à a r=V А, 2б. у.=1 
得 bir = 再 求 «Ө» , 0, - zy". 因而 求 出 В.,# 


В 
C-1AC= 
В! 

所 以 | 

< в, A 

A=|C | =B:, 

B, 

这 里 
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1255. ЖА УВ ЖЫК 上 的 同 阶 方 阵 , 则 矩阵 AE— A 与 
4A- 等 价 的 充 要 条 件 是 4 与 B 有 分 解 式 :4A 二 PQ,B8 一 QP, 其 
中 己 和 与 妨 者 是 夷 上 的 方 阵 , 旦 其 中 全 少 有 -- 428 n] Е. 
证 必要 性 ， 2E 一 4 与 和 E 一 B 等 价 , 故 4A 与 8 相似 ,因而 
EARE Р. Р!АР=В. @ P''A=Q, JJ A= PQ, B= 
QP. 


КЕ. ИНО A= PQ.B=QP.H P 为 可 道 阵 , 故 QQ 
=BP 1 所 以 А=РВР 1 从 而 A 相似 于 B, 自 然 就 有 EE 一 A 与 
АЕ—В 等 价 ， 


=. 和 个 子 分 解 
1256. GESA. W n PIERE 4 相似 于 对 角 和 矩阵, 则 


A= Ходай. 
е 
А о жы, 
НФ hree, A E А ВАЕН о 为 4 АТА 6335 1ER E , 
д: АНЕ A BJ PF F ЕРИ. 
证 АЛШ XL Mi BE Bi r ТЕ R| s ЕЕ T= Сау, .的 ) ,使 
得 
A=Tdiag(A, ADTT м 

ATOY = (0... 8.) BI 


А 
А == Са, sesa, diag СА, жу", sA 8, s e =e Bad = 2 kaif- 
H Е„=Л OT =(P PEZZE: AD (о, pett ‚@„) ‚ ЭҢ 


由 АТ'=Т'йав (А, ,入 ) ,得 


Ла; = Аа, r= },2, = п. 
此 即 表 明 a 为 4 的 仿生 A WIEME St. 由 
AT Y =T DD'diag(lhs te A), 
得 АЗ, SABS 1,2, n. 
1257. ША Xn ЙИ ‚ДШ a= B+ C, р B MPD XT Ë: 
HEC HARFE, H BC 二 CB. 
证 由 第 1245 ЖЯ. fa A НЕ P E A= P JP., 其 中 
一 diag(7 pv) 而且. 人 三 1, ,$8) 是 主 对 角 元 为 入 的 上 三 角 
Jordan №. 令 
ro 1 


К озы Ж 
C;==J,—AÀE=| ` , : sf 二, 


| 


L 0 
Ээй С; ЖЕН. 因而 C= P diag, -COP tb 22 yE 3 $B 
BE. 2 B= P 'diag(A E, ,NEOP, 则 B 相似 主 对 外 矩阵 . H p 
+C= A.bC=CB5b. 
1258. =“ S r AERA АО ДЕЛУ r 个 秩 为 1 035 2 
和 ， 
证 i. A DE EJ z ËJ) m> n Mi EE. NT AET ЖШ Р E; Q. 
使 


E. 0] 
А =r] |e 
090 


= Р (ер, DOQ РС, en 00. (1) 
其 中 = е. ЖОЙ н ИЦ Е. 
显然 (1) 式 右 端 每 项 的 铁 为 L 
1259. mXn 矩阵 4 的 秩 为 > 的 充 妆 条 件 是 4 有 分 解 式 
А= а-в, ++ ea, 
Наза, 为 线性 无 关 的 m ЯБА ВЕ, 3, ,-—,8, 为 线性 无 关 的 
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n 维 列 向 量 . 
证 必要 性 ”由 第 1258 条 (1) 式 , 令 
P= (a an Q= (AB... 8, , 


A=a, f +a, tetak, 
因 P,Q ЛЕКОВЕ, aota 为 线性 无 关 的 m 维 列 向 量 ， 
#8, 为 线性 无 关 的 n ЖЕР IP] 3k. 
充分 性 н 
=a + 0,3,7 == Са, a.) BB) 
知 秩 Аг. 因为 a;，,… ,a, 是 线性 无 关 的 ,所 以 (а, ,a,) 中 一 定 存 
# r 阶 子 式 不 为 零 . 利用 行 变换 ,把 它 换 到 前 行 , 即 存在 可 逆 矩 
B£ P, ,使 
Сі 
Ы , |C, |30. 
A, C, K 
на ear (A) [Clone |: 
“41 二 C1B, 杆 是 有 秩 А, = B=r. 由 此 得 秩 4 之 秩 A =r i 
秩 A=r. 


Pila >... e) =| 
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一 、 SP MW 

1260. ”什么 叫做 减 号 广义 道 ? 

答 Ў A axm EE EF, ETE mx n WEG ËB AGA=.A;. 
WGA A 的 一 个 减 导 广义 逆 . 

Ж 4 的 全 部 减 号 广义 道 的 集合 记 为 A{1},4{1} 的 元 素 用 
А.А; 表示， 

1261. i A=0 A nXm Ж, А{1}=Р"^". 
<- 证 А{}СР" ЖШН]. 

y X€ P”>"”, MW АХА=0Х0=0=4А. 所 以 ХЄДА{1}›.ЙП 
Р"х"СА(1}. Е. 


Е, 
1262. В m> n ЖЕ л ИРУ z, Н а-н 


E, С 
А{1 = | е Š | H- |СЄ Pxm- DE Poa-nxr, Fe porn t ta—r) | A 


NG? 则 


о 2 


1 
1263. Ü A= [ 
2 2 2 3 


Е: А{1}. 


= 

心 

Кы 

М. 

о — oir 
кє о Ow N 
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Lg 201.26 k. оф фил o) 
а сые р б. эф «ү 1 
1 1 z: И = “L Zae a { сз | 
01 0 o 1 о | 
00 1 2 4 1: J 
L о 0:1 Q 1 0 0:1 0 
0 —1 010 1 0 1 00 -i 
Вагар 一 7 { | 
b; И о б 1: 
L 2 i 4: 2 1 4 
三 ,三洲 =] 
$ a= |， о=| о o ajm 
бе 二 
| 2 1 4 
HAQ=(E,,0), A=H-(E,,0)Q”. 
1 O | 
所 以 0 иезин, ~ 
а Ё | 


1264. 设 4 是 mxza 和 矩阵 , 则 4 的 减 号 广义 道 唯 一 的 充 要 
RIFE т=п, B А :存在 . 

Ш ” 先 证 充分 性 . 这 时 4 'EA(1). ÆR ХЄА(1), 因为 
AXA=A, 用 4 左右 乘 之 得 了 =A"'!. WASA AA 
元 素 集 . 从 而 减 号 广义 逆 崔 一 ， 

再 证 必要 性 . BE Asr 当 r==0 时 ,4 二 0, 由 第 1261 条 
知 441} 不 是 单元 素 集 , 这 与 必要 性 假设 矛盾 . 所 以 r> 0. 

Ч msn 时 ,4 通过 初等 变换 可 变 为 下 列 三 种 矩阵 之 一 : 


E, 0 Е, 
z “|. (E, ©, (oJ: 


E, 
从 而 不 管 变 为 哪 一 种 ,比如 第 一 种 , 则 4 一 P| 。 е 从 而 由 第 


— 减 号 广义 道 599 


1262 ЖЯ . 
Р Е, š 
а [af a * 为 相应 阶 数 的 任意 子 矩 阵 | , 这 与 


4{1} 是 单元 素 集 矛 盾 . 所 以 m =n. 

FEA CHE НЕШ. £ A CREE, 则 |A|=0. 
АЙ н АР “о. 由 上 述 讨论 可 得 出 411 } 为 非 单元 
EA. MACHE. 

1265. 1) 秩 4- 之 秩 А. 

2) Ж А= Ж АА =# А-А. 

ш 1) 因为 4=44-4, 所 以 秩 ASA A. 

2) Н ASAA A, Rk 4 三 秩 АА-А, A= ДА. 
另 一 等 式 同 理 可 证 ， 

1266. ###‹САВ)=Ж В, 

ABX,= ABX,—— BX,= BX,. 
证 充分 性 显然 . 下 证 必要 性 . 
由 秩 (48)= 秩 B. 知 齐 次 线性 方程 组 


а 


АВХ=0 与 BX=0 (1) 
同 解 . 令 
X= lasta), Х;=(#,,++,8,), (2) 
H АВХ,=АВХ, 及 (2) 式 得 
ABa; = ABB... MD АВ(а; — 8,) =0,1=1,2,:..,5. (3) 


由 (1) 可 知 Bla; — 8) =0, 1=1,2,:--,5. 此 即 BX, = BX,. 
1267. # (АВ) = # A, W 
Х,АВ= Х,АВ<э> X, A= X, A. 
证 由 秩 (48)== 秩 A 得 秩 A'—= (АВ) =R A). 
于 是 Х,(АВ)=Х„‹АВ›<«=»(\АВ)У' Х, = (AB)Y Х,' 
< ВАХ =B'A'X,'. H Ж 1266 = 1 
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X (AB) =X (ABE A' X =A'X',—— X,A= X,A. 
1268. 1) A'ACA'A) A =A; 
2) AA AY A ASA. 
证 因为 FAAO A A=A A, НАА) = А, 
由 第 1267 条 即 得 1). 
2) 由 秩 (44)= 秩 4 及 第 1266 条 即 得 2). 


=. 加 号 广义 道 

1269. 什么 叫做 加 叶 广 义 道 ? 

答 设 A4 为 xXm 复 矩阵 ,车 存在 复 和 矩阵 藉 ,使 

1) АХА=4, 2) XAX=X, 

3) (АХ) = АХ, 4) СХА) = ХА, 
ШХА 的 一 个 加 号 广义 道 , 或 称 Moore-Penrose 广义 道 , 记 
X Ж A+. 

+ а дАА“А=А, AAAt=A*, 

(ААУ = АА", (АТА) =А'А. 

@ А"ЄА{1}. 

1270 А у mXn AEE, К A=r, Н A—= PQ 为 满 秩 分 解 
见 第 1227 Ж), U Сс-9 (Q Qy (Р'Р) РА 的 加 号 广义 
逆 ， 

证 1) AGA =(PQ[W (Q Qy PP P ] PQ) 


=PQ =А. 
2) САС =Q QQ) (PP CP PAR AQ PP P 
=, 
3)  AG= PQ ӘСӘ QD PP) P = P(P' P) P, 
г. (AGY = AG. 


4) (GAY =GA 也 易于 验证 . 
由 第 1269 ЖШ G 是 4 的 加 号 广义 道 ， 
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1271. А 的 Moore-Penrose F ЖШ ЕРЕ --- ВЈ. 
证 RX X, 是 4 的 两 个 加 号 广义 道 , 则 
X, =X, AX: = (XA) X =A X X = (AŽ,A) ХХ, 

=AX'A' X X i= (X.AY A X X =Х,АА'Х',Х, 
=X, (AX, АХ,=Х,Х',А'АХ,=Х,„Х',А' (AX y 
=X, X ,A' X A =X, X (AX, AY =X, XA 
一 X (AX,)' = X,AX,= X,. 

Ж 当 4-: 存 在 时 ,4 一 4+ 一 4-. 

1272. (А*)*=А. 

证 由 第 1269 条 知 A 与 4+ 的 地 位 是 对 称 的 ,所 以 

《4+)+ 一 4. 

1273. (А')+ = (43). 

证 下 证 (4+)' 是 А' IS r Й. 

1) (ALAYA = (AA+A)' = A'; 

2) (А?) CA CATY = (А+ААТ)' = (А3); ` 

3) (A ATVI = АТА= САТА) = (А+А)' = A CAT), 

4) (АТА) = (Aty 4 也 易于 验证 . 

1274. 设 4,B 是 实 方 阵 , 且 А=Р,ВР,.Ңр Р,.Р, 都 是 正 

ЖЕ ШЕ, Ш А 一己: 五 + 已 
证 i Х=Р, B P M | 
АХА =(P,BP,)X(P,' B7 P,')(P BP, )=P,(BB*B)P, 
=P, BP, =Å; 
САХУ =(AXY = (P. BP.,P,' ВР, y 
=(Р,ВВ° P Y =P, (BBY P; =P (BBP = AX; 
XAX=X, (XAV =XA HATÉ X= A. 
1275. 1) А*=(А'АУ+А'К. 
2) А*=А' (А А')*. 
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证 DÊ X= (АА) A, IJ 
AXA=AL(A'Ay A JA=ACA'A27A'A=A, (第 1268 2%) 
ХАХ=[ (FAV ААГ (A AD A sA ДА) A = X, 
САХУ = (ALA AAY = А[(А'А)* JA SACA А) А" 

AX, 

(ХАУ = ХА, ЩЩ ШУ 1). 

2) 可 类 似 于 17 验证， 

1276. # A= Ф A'. 

证 E A =#k A 2 E A. ЮА! = ATAA IR 

АС A. TI fk A= pk А+. 
1277. ВАТА) = (ААТ) – Е A. 
证 ROAA OSR А, Н A= ААА 得 
Ж А< (ААТ). Ж ЖААТ) = А. 
另 一 等 式 问 理 可 证 . 
гї 2 


1278. 1) A= 1 , 求 A- 
i j: R 
1 1 —1 
0 —2 
2) A= ЖоА* 
Е 1 1 К 
L l 一 1) 
Ж 1) 因为 |4|==1, 所 以 A Жарир, 
L 
lo 1 


2) ЖНЖ 4 一 2. 今 


L 1—1 1 | 
2 .0 0 
А= | 


二 ”线性 方程 组 的 解 的 公克 603 


解 得 r= 一 1,y:=0. 从 而 得 出 4 的 满 容 分 解 为 A= PQ ,其 中 


r l 1; 
2 0 1205: =T) 
Р = | 
一 1 1 0 1 0 
` 1 —1 


H Ж 1270 条 ,因为 P,Q ARE E E RE, P 1 
r 2 3 —1 1 
A =R QPPP = 4 1 3 | 
L—2 —3 1 —1 


=. 线性 方程 组 的 解 的 公式 

1279. ЖА Y mXn 矩阵 ,NC4) 为 4r=0 的 解 空 间 , 其 中 
х 为 nxi FE [ ‚ШШ 

МОА)={(Е— А“ А)хл|хЄГ"*\). (1) 

证 5 M= ((E— A А)х|хЄ P. {ЕЙ y € М.А Z f fE 
rE Pr, EË у= (E— A'AM am TE Ay = (A— AA A=. 
故 y € NCA). 此 即 MENCA). 

BZ. Æ =+ C N(A), | Ar, = 0, TÆ A Ах. = 0, A m 
to=(E—AtA)n E M EEN N( ADM. ORREZ. 

1280. ША 2 m > n ВЕ, 01 

Ar=0 HAZEA NA) = (0365 Ж A=xn<— E= A' A. 

证 # А-и Ar=0 AFANA) = (0) 
< E-A A=0<——E= АА. 

1281. 若非 齐 次 线性 方程 组 AX = B 有 解 , 则 АВ 为 它 的 
一 个 特 解 . 

证 Ў Ax = В.А, 

ACATB)= ACA” (Az,))== (ААТА)х,= Az = B. 
1282. 设 M 为 非 齐 次 线性 方程 组 4z==B 的 解 集 , 那 么 , 
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М={А*В+‹Е—А*А)х|хтЄР"*!}, 
ЕФ А 3 тхп ЖЕ. 
证 因为 非 齐 次 线性 方程 组 的 全 部 解 由 它 的 一 个 特 解 与 它 的 
导出 组 的 全 部 解 之 和 构成 ,所 以 由 第 1279 条 与 第 1281 条 即 得 . 


四 、 和 矩阵 方程 

1283. 什么 叫做 齐 次 矩阵 方程 ? 

E ЙА 0 тХп Е, В ухе РЕ, ШЕ AXB=0 为 齐 
次 矩阵 方程 ,其 中 义 为 nxs 未 知 矩 阵 . 

Ж 齐 次 答 阵 方程 显然 有 零 解 . 

1284. 在 第 1283 条 假设 及 记号 下 , 令 МСА, DARRER 
方程 АХВ=0 的 全 部 解 的 集合 , 则 NC(A,B) 为 P*: 的 一 个 子 空 
间 . . 

证 V X,.X,C N(A,B),V k, EP, Rh АХ,В=0,АХ,В=0 
ЮНЕ АХ, +1Х,0В=0. 即 得 NCA, B) H PRF E 8]. 

1285. 设 N(A,B) 为 AXB=0 的 解 空间 , 则 

N(A.B)={X—A+AXBB+ |XE Р"), (1) 
其 中 АЄР""", BEP”, 
证 令 1 为 (1) 式 右 端 , 任 取 Yoec 邓 , 则 
Ү,=Х,-А+АХ,ВВ”, 

АҮ.В= АХ,В- A(A+ AX,BB+)B= AX.B— АХ,В= 0. 
IED YLE NCA, В), МСМХА,В). 

RZ. У Х.ЄМ(А, В), W АХ,В=0, А+ҒАХ,ВВ+ = 0. # 
Х.= Х,-А*АХ,.ВВ' ЄМ. ЖЕ N (A, B)C M. 

综 上 即 得 (1) 式 . 

1286. AXB=D 有 解 的 充 要 条 件 是 AAt DBt В=Рр. 

Ш 充分 性 HO OACAt DB* ) B= D H AX B= D HRS 
At DB*, 
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必要 性 ” 设 AXB=D ARA X. Fl AX.B= D,JEZ 
Р=АХВ=АА* АХ„ВВ* B= АА*САХ„В)В* B= AA+ РВ? B. 

1287. #АХВ=рҖД#, ИЩ A DBT HEK- ТЇЙ. 

证 电 第 1286 条 可 知 . 

1288. ” 设 非 齐 次 矩阵 方程 AXB= D 有 解 ,其 解 集 为 M, 则 

M={A*DB!+(X—A*AXBB')|XEP"*'}, (1) 
其 中 A.B 分 别 为 mXn 5 s>x t ER. 

证 令 (1) 式 右 端 为 5. 下 证 M=S. V Y,€S,H 
Y,=At*DB!'+(X,— А* АХ,ВВ*), 
AY,B=AA+DB+B— A(X,~ A'AX,BB+)B=D. 

PrE YE М, SEM. 

Б 2.УҮ ЄМ, AY,B=D. {Н А(А-РВ+) В=~= р, б 
АСУ –А+РрВ?)В= 0. 此 有 即 了 一 4+DB+EN(A,B). 从 而 存在 
X EP, iE 

Y,—A+tDB+=X,—AtAX, BE+, 
Ү;= АЮВ +(Х– АЗАХ,ВВ*”)Є 5. - 
Жар MES. 
综 上 所 述 即 得 (1) 式 ， 
1289. 设 


Ж АХВ=0 的 解 空间 МСА, В) 
ж ”由 于 
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3 2 J =l 


| 1 一 1 1 
A'A=E,BB' елы? * 
5 一 1 2 —? 
—1 1 一 2 2 
所 以 由 第 1285 条 得 
j 3 2 1 —1 
D: 3 —1 1 2х4 
М‹А,В›=+Х—-+Х AEREE, 
Ээ 1 —1 2 +==й 
—1 1 —2 2 
1290. i 
1 2 оо r 1 1 —1 
0 1 o O | 2 0 —2 
А= , B=: =D, 
0 О 1 о: | —1 1 1 
ооо 1 L 1 —1 —1 


R АХВ=р ЖЖ M. 

证 由 于 A =A, AAt DBt B= BBt B= B= D, Ж 
阵 方 程 AXB= D 有 解 , 而 

А+РВ' = А-!ВВ? 


a ¿ep On 3. pu R 23 

ilo aTa a Es i 

Е Ду Дд, a >= 
о д озу 1-2 2 
бей а десе 

_1 2 3 —1 1 

| 


= PODZ 2 
故 М={ А+РВУ+Х— А+АХВВғ|хХЄєР'**} 


五 、 Сй 

1291. 什么 叫做 西 函 数 ? 

Ж 设 (х) Ela bD БЈЗ, Е r,r Elab), 
以 及 任意 aC (0,1) ,都 有 

Jlar tH Aard еб) AaS (zr), (1) 

成 立 , 则 称 С) Ca D ЕВО -A РЁ. 

+ ”性 函数 的 几何 意义 是 下 凸 的 ”( 见 图 16-1 Br R). 在 图 
16 一 1 中 , 设 有 Pix 了 CT)),Polxzyf(xs)), 且 Z 是 
《zz 中 任 一 点 , 则 

z=az + (1—e)z;,a € (0,1). (2) 
设 P,(=,f(z)), Н Р(=,у,) H Р,Р, 
上 对 应 横 坐 标 为 z 的 点 ， 
f(z)= flont(l—a)r,), 
yo 二 gf (xi) 十 (1 一 g)f (xs), 由 (1) 知 
Рб) < ya В у= х) КИВУ. 

1292. Ў (х) (a ,b) БЕ 
续 实 函数 , 则 FEU, d EMRA 
的 充 要 条 件 是 对 任意 zi ,zeE (a,5), 都 有 


AZE) гуса) 0]. 


证 必要 性 显然 ,因为 只 要 令 < 一 六 ,由 第 1291 条 即 得 . 
下 证 充分 性 .用友 证 法 . 瑚 F(z) 不 是 凸 通 数 , 则 一 定 存在 
两 点 Xx1 ,XzE lab), PRYE, i zi 过 zz; 且 对 应 曲线 у= С) 
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上 的 点 为 Pilns f (z )), Pilt f(zrz)) ,而 曲线 y=f(x) 上 至 少 

有 一 点 M E PP: 的 上 方 ( 见 图 16-2). 
， 由 于 f(z) 连续 ,这 时 在 哮 的 左 

边 曲 线 y= 一 A(x) 与 强 P P, 有 一 -个 最 

右 的 交点 S( 不 排斥 S 就 是 P,). 同样 

在 M 右边 一 定 有 最 左 的 交点 了 (不 排 

FERE P). i& S 与 了 的 横 坐 标 分 

别 为 жао, ВАЕ Сазда) Р, ЕНУ 

RA AREZ ST 的 上 方 ,从 而 有 


x=; z, 
A 2 


这 与 充分 性 假设 矛盾 
1293. 设 f(z) 在 (a,8) 上 有 二 阶 导 数 C(x), 那么 f(x) 为 
《ae,2) 上 的 凸 国 数 的 充 要 条 件 为 fz) 220, r€ (а,Ь). 
证 必要 性 HEHE. 车 存在 z, € (a bE Р'(х,)<0 ‚| 
lim Р prcz,) 一 一 8,<0, 其 中 б>. 
由 上 式 知 / CODE zo 附近 递减 ,从 而 存在 А220, EBA 0<Ом<СА, 
ан рне (ma) ,其 中 8ё:>0. 从 而 
frotu)— fF (xr) ди, 
Р (хои) = Р lro SSP (m фи) – f! (z)<— ди. 


将 上 式 两 边 积分 得 

f [Л rotu) — f (za—u)Jdu< Гс аоаи= – arco. 
їн 
f СР Go +) Р Crou) Jdu= f(xoth) + f(za = h)—2f(zo), 
所 以 flxroth)t бао) 270) 0, 


ENESENN! 
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Яр Росо Ga h) J. 
JX S fu pR НЫКЫ ЇН. 
充分 性 任 取 zetap)， 并 设 r< rx. > F = A 
BEFA ` 
РЫР уб д) + ч бей, 
Жр £ #£ z 13 zo Z 8] - 在 上 式 中 令 х= ту.$ 
ОДЕ УЕ + Са, ау, 
其 中 LL Lto ;但 T"), Ц 
fz )2> f (+z,) + f' (хо) (z, — o). (1) 
类 似 地 有 
J (z, dE f (zo) +? (хто) (Xs — o). (2) 
由 ixx 得 


[fi + г >= Cn =n, 


Вр f(x) ЖЧ рЫ. 

1294 19 /(х)=ах+ёл-+-с,а2®0,! Ст) Ei o, + oo) 
内 的 凸 函数 . 

1295. (=) = —іһт (0, +оо) Вур $. 

1296. (Jenson) (ғ) 2 (a ,6) ERZA, Ш /(х) (а,Ь) 
Бет > ЕЖ z€ (а,Ь), А220,2==1,2,:--,&, У) А1, 

ia] 
都 有 
4 k 
H E Nr) 27 A f(x). (1) 
证 充分 性 令 &=2, 由 第 1191 条 即 得 ， 
必要 性 ”用 数学 归纳 法 证 明 . 4 2-1,2 时 ,结论 都 是 显然 的 . 
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归纳 假设 结论 对 z, 的 个 数 小 于 时 都 成 立 .下 证 结论 对 zx; 的 个 数 
等 于 此 时 成 立 . 
т. A =>, НА, 
fl Dy ax) sf EA S РИУ Ge aa с жч] 


Ф 
GLASE dD H А-А PERETE › == СА; +A) f 


# 
r= 


г КОШЕ, Л atan] 
L 4 1А, 


АУС). 


1297. 1 (х) (а,Ь) ЕНЕР, х.т, С (а,Ь), 

T< x, fL S a, BC 0,1). Ro óh: a 十 3 二 1, 有 
Sarit Bar а(х) + 80а), (1) 

那么 (1) 式 等 导 成 立 所 二 Ar) 在 [rr 内 是 线性 的 . 

证 ”充分 性 显然 . 

PE 用 反 证 法 , 设 х ЕС о, 内 不 是 线性 的 , 财 存 
ДЕ x, € (лу, х;), дд P. Cra f (z DD {ЕЁ P.P, (P, (m, f (z,)), 
Р.С. s (z,))89 F Pr CLA 16-3). 由 于 (1) 式 了 到 等 号 , 即 

flari +82) =a f(x) +С). (2) 

HI хж‹=ел+#х,. Z аң 
Palas fien DEZ P P, L. 这 时 有 
TE Criz) BE rE Cr r). 

不 失 -- 般 性 , 设 r E Criz) С. 
Ë 16-3), 从 而 z€ Ceir). H F f 
OEMAR RA P, RETE P P, 
上 ,或 者 在 РР, 的 直方 ,而 PP, 在 
PiP; 的 下 方 , 所 以 Р, 在 P.P, 的 下 
方 . 这 就 与 P; 在 PP, EIE. 

1298. Z (lab) КЕЕ ПРЕ, 

1) (ох, tr Kafr) HASC), 
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HH zi, z; E lub) a 86 (0,1).а+8=1; (1) 

2) 4 jz) 在 Ca;5 的 任意 区 闻 内 都 非 线性 时 , (1) pR sz Р 
FF < — r, = x;. 

证 1) 显然 

2) # nS r MOORES У. РШ]. {МЕ nAn hg 
1297 £, f(>) -一定 是 线性 的 . 这 与 假设 矛盾 ， 

1299. 设 Fz) 是 (ao 上 的 连续 凸 末 数 , 如 果 f(x) 在 包含 
2 一 1 的 任 - -民间 内 都 不 是 线性 的 ,二 


АУА) БАЛ, a) 


其 中 入 E CO) ,XE ab) i=l, 2 n: TASLAR 
i=l 


ЖЕЕ) EER ДЖ дуг. 

证 充分 性 显然 . 

下 证 必要 性 . 当 w=2 时 ,由 第 1298 条 知 结论 成 立 . 归纳 
假设 结论 对 > 的 个 数 小 于 x 的 自然 数 成 立 . ТИЕШЕЛ п ММ. 
由 第 1296 条 有 


АЛО) = f( УА») 


= +9 + À, -2-©» + (À, А 站 | 


4, - n=l T А, “я 
=A S) БА Го ОЪ А АД Валл.) 
司 一 上 n 


= Baf). (2) 


因此 


А2 s а Аа) 


AtA, = Ap a (r,-,) f(r). 


Q, БАО = 


那么 
Д ^з Fi: Datat] a ES 


A tA FA бы мы BFE — Š 
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由 归纳 假设 , 则 Lai T Trn 代入 (2), 得 
afd H e t Anaf C En) + Ana HADS С, 1) 
= ПА Аали t Ani FADE]. 
РЕТТЕ Е S A sx 


六 、 几 个 著名 不 等 式 
1300. 设 z.2>0,;:=1,2, n, 1] 
D RH,<ÇG,<M, (1) 


其 中 M.= 1 27z WERP G = Сола) ЛИТ 
ж.н. (277 1) 为 调和 平均 数 ， 


Ti 


2) (DOÈLA Ber, 
证 1) &ШЕС„<М,. 令 Ск) = ах, ДЕ (0, Боо) р 


的 凸 函 数 . 在 第 1296 条 (1) 式 中 令 = ==, Ш 
一 nd. 一 一 In 二 >=) < 一 过 Ya = lnG. 
所 以 | 
GSM, (2) 
EDRF R z 
1 1 1 
т х 120 D, 


i=} Ti 


所 以 | 
(252) (Та) в н.<о. (3) 


2) 由 于 0х) = —Inz 不 是 线性 函数 ,因此 由 第 1299 条 知 M, 
一 G.< 一 2 一 z 一 … 一 zo 当然 也 有 五 .一 Co< > zl 一 … 一 并 
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1301. 设 p>1,9>1, 且 方 二 去 =1, r>0, y>0, Л 
1) zh; уз + (1) 
2) ERREFE Ery. 

1 


证 1) 令 Ла) —Inz, Ф А A= N 
x | y 1 1 ВЕ £ 1 
(52) (Лаву) = аса * уз). 


所 以 zê. убт. 
2) 由 第 1299 条 , (1) 式 成 立 等 号 地 x= y. 


1302. (Holder) йл, у>0,4=1,®,еэл,р>1,у>1,Н+ 
++= 1,862 

1) Days Zar)? e (Уи), a) 

D ERREG nmay i= an 

证 1) 令 = У) Dy 在 第 1301 条 (1) 式 中 令 
z=% у=", M 


zi ogia 


дїї, o pi Sap pa leanta (2) 
2⁄8 | ү 
因此 5 ра о та 
去 分 母 即 得 (1) 式 . 
2) (1) 式 成 立 等 号 < 之 (2) 式 中 每 个 式 子 都 要 成 立 等 号 
,i 2, n. 
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— =Í 8 ys) дун? P= 15а, 


A МЕ 7 
其 中 =, 


p= 


1303. (Cauchy —Schwarz) Z х,у n ФӘНЕ, IJ 

1) Cr yr)? (уу); 

D ERLE Erdy. 

1304. (Minkowski) 设 n >0,y;>0,i=1,2,",n, k>1. M) 

1) ( $)‹х,+у,)*) <O t(D y), (1) 
i=] i=l i=] 

2) ЕЖУ EnS y i=], 2, n. 

证 DER 1302 RORPH tyd M a E z. 3 у, 


күн, M 


_ 7, 1 n : 
DE EE ss (Ў) 


iml i=] 
=( X ао) z (Pz) (2) 
іт i=] 


类 似 可 得 


24 rt уо буй ( аук) (Dy) ‹з) 
i=] Р 


62) + (3541 


үз Сау)" 9? ‚© ty) з ( үт ,1 
ғ. ] ў Yi Y: ( 222) +( > y; ) ). 
i=] i=] 


a . 0-1 
两 边 乘 以 ( у) Caty) T BEOR. 
1=]) 


2) (DM 5 <=> ODORE, 


< (х, y) = А) = Ах = Ду, 3, #=1,2,+з,я 
<— r; == у, ї=],2,®б›п 


+. 极 值 


1305. B и>0уг=1,2,-›л,р>1,д> „+ lH 
( Ули)? тах YI zy (1) 
_ = 
үл ч: 
证 IH Holder 不 等 式 ,并 注意 X= 


S OL 
i=] i=} 
所 以 max 之 ziy<( > а?) 2 
к iml 


щ y =( Pa) aG 2 n BREE, A RE 
i=l 
(122%. 
1306. ФЕ 2220,2—1,2,--,п.6. =)" ӘЛА Я. 


Е "z 
Z. С, = тіп к 其 中 一 (zy 之 一 《xl Z.) H 


p=] (zi. Za) | z,> 0, ПІ z,=1 | 。 
i=] 


і 


1 
[22 


证 яя: =1.5F с,=([[=, 
7 二 上 :一 1 


Se 
s7 Y Ima, = 
2—1 


l, ; 
一 x'z. 从 而 
好 


令 a=, G 一 1 2 W [] >=1, 而 
1 一 】 
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Еа a 一 Co = 
” # i=] i=l 
故 极 值 可 以 达到 . 

1307. (Minkowski) x 0,y>0, ¿:=1,2, ,nn, 则 
Heyo] > eH (1) 
i=] i=] =1 

即 和 的 几何 平均 不 小 于 几何 平均 的 和 . 
证 Ф р= |ба.) z>0, ]1 <= 1}, MU h 36 1306 
i=1 
条 ,有 


[ П су) =min L > Crit y; )z; 


之 min L S ла + тїп = S) ya =( II=)"+( [I >)”. 
i=] imt i=l ini 
1308. 设 和 A 为 n 级 正定 第 阵 , 则 
|A|*=min TtrAB, (1) 
RriRD=/(RBR€ R> |B ЕФ, Н  |B|=1). 
证 [N JS B IFE PH 1 ff ТЕТЕ ЕН EE G f# B—=G2. 于 是 
LAB= LtrAG— LGAG. (2) 
n n n 


ЎА, 4, Ж САС п AIEE Д DDR 


二 tr4 = гуа) =\слс\ 


Ане анаар г 
> пип trAB>= |А | т: (3) 


再 取 В,= А1547, BED, А 


ү АВ,=&ат| А|!Е= Alt. 
” n 
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ВЗА ГАК З. 因此 (1) 式 成 立 . 
1309. i A,B 都 是 nxn 正定 矩阵 , 则 
| АЕВ|*;®|А|%-+Е|В|*+. 
证 Ф ре | Се к" СЕНЕ, НІС =1 0, W 
ГА+ В| = тіп 二 tr(C4 十 B)C 
а ово 
р n D n 


=|Al*+ |B|". 


八 、 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 表 示 
1310. 什么 叫 敌 瑞 利 (Rayleigh) 商 ? 
Ж БАМ ЕЕ, Н z 半 0, 则 称 
т Ат 
为 瑞 利 商 . 
1311. Ён МУИ РЕ А 的 x 个 特征 值 为 
А ан (OSSA), 


£ 


则 АСА) = тах 72 АСА) = тіп zA 
证 и, ;7,) ,使 


A=Pdiag (Nh (A) A (A) P= ACA YY 


ta 1; i=j; 
ЙТ ERNO, і}. 
令 у= Р'х,Ш х= Ру. 从 而 
х'Ах_ у Р'АРу АРу_ у Фар (А, СА), *-:А,СА)) у 
开工 yy yy : 


w y = (yist s Yn) , A 
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有 
i=] - — <A (A) 
рэс 


所 以 Ee 
I £u) таа 


H л. =, , 0] 
р. Az. РЧ У АУ, 
To To тоду 12, 


=À (A). 


即 极 大 值 可 达到 . 
类 似 地 可 证 得 另 一 极 值 等 式 . 
1312. н ХК И: 妇 4 的 x 个 特征 值 为 
A 221.2. ZA, , 
则 1) 存在 正 交 和 捧 阵 了 = 二 (7 ,…,Y,) 使 
P'AP=diag (hs A,); 
2) AD SLO; 7) i=1,2. n 时 ， 


AA ) 
À= max ——, #=],2,-*‹л. 
05е гЄ Г. Б айу 2 


iF: 1) 5828. 
2) š >€ їр. == < Y, tHcy 因此 


(> > De) (ә, Zer) У À, I 


f 
工作 > 全 hs 


x= x 
DORAL ( Sey,) тм. 
bi £=; ; 


再 令 z, = Y, € D, WI 


(Sarry, 


4 
TAT _ i=] = À 
Toti y. Y, i 


由 此 即 得 2). 
1313. 在 第 1312 条 的 假设 与 沁 号 下 ,有 
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А; = max T Ax, 


йт} =1 
>€ p, 
RP | zh = zz. 

证 А= m rAr a m 'А 
== max —— ax = max х Axr.. 
селе, XE Z yria тол Iris 

z€ D, x€ 5, 


另 一 方面 : 取 zo = Y, Wi} 
z; АА SY) =. 

1314. А БАИ, А ВЈ n MIFE TEN А СА) 22 
>À (A), ЇЙ Ууз, 分 别 是 А 的 属于 А, (4 和 14) 的 单位 正 
ЖИР ШЕ Н E ISAS n W = /.(У„, ,7), 则 对 于 任意 单位 向 
量 >€ W , 5A 

ALAE Az>=A,( A). 

证 由 单位 向 量 zEW 有 z= 2а, B 27 a =1. 3 


t 
P Ari АСА аа CAS: 
也 易 得 Z AIRAA). | 
1315. . (Courant-Fischer) А ЖЕЖ, А л + 
НЇН АСА) 22-6224, (А), 是 任意 7 维 子 空间 , 则 


АСА) = max min х Ах. (1) 
dimW =: гє 
TI=} 


证 W KSL 7.) X E y, Z: A 的 属于 CA) 的 单位 正 
交 特 征 向量 ,: 一 1,…，,” 易 见 dimK,=xn—¿+1. T EW [) K,=0. 故 
必 人 存在 单位 向 景 z€ W 1 K,, Н 1314 条 得 r A==<A, (CA). 此 
即 表明 


max min t AIKAA). (2) 
ати =; rew 
上 2 一 1 


另 一 方面 , 取 И, = L (Y... , 则 dimm:= 再 由 第 1314 
条 ,对 任意 单位 向 量 有 r Az2ZzA, (А). 此 即 表 明 


620 САДАГА г хш, ЖШ Еу, 不 等 式 


max min r Ак=АСб А). (3) 
Жел 
H (2.03 iW КИИС. 

1316. (WeyD ik A.B ARE ТУРЕ РЕ, A Hn + ЇР 
В 为 A ODIS RACA. В WJ a T FE 8 S ACCB)Z - Z 
ACB) A=B üJ я Ч B A САУ В) I ACAB), 

АСА) A BACA H BRALA) TACBI iT pnan 

证 H 1315 # í“ 

À, £ А-В) = тах с min r CAHE) 


ати” 


22-1 


= max тіп (г Ar Бх Bx) 
dimh =: rew 
РЕЧІ 


= тах піп (2 Ar РА„(В)) 
dimW =, >€ W 
“ке 


=А4(А)-+А(В). 

类 似 地 可 以 得 到 另 一 不 等 式 ， 

1317. А,В 部 是 呈 阶 实 对 称 乍 阵 , 则 

1) 4 B-A ЕЕЕ, АСА) АСВ), 1,560,923 

2) 当 В-А AEREE, ACADA) = 1, ni 
ЯФ АСА) > 22А, СА) A ВТР А (B Z=, (B) В] 
特征 值 . . 

ш 只 证 1).2) 可 类 似 证 得 . 

由 第 1316 ЖЖП АСА) РА, (В ASA CAT (BR— А)) =AL). 
注意 到 入 (8 一 和 A) 之 0, 即 得 1). 

1318. W A.B E n KKI REE, o BE B 的 谱 半 径 , 则 
对 所 有 7 二 1,…,n, 有 

' АСА+ Вэ АСА) |<е‹ В). 
证 由 第 1316 条 得 А, В)ФӮАСА +В) АСА) <А, (В). 因而 
АСА В) АСВ) | SPB) i=l, an 
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-一 -一 一 一 一 一 一 一 一 


1319. 车 4,B 不 是 对 称 的 ,; 则 第 1316 条 的 不 等 式 不 再 成 
0 1 0 0 
4 一 .12 = з р 
解 考虑 4=[。 В| |н 
А, (Ау = А,(4) = А (В) = 2,08) =0, 
Т А,044- В) :=1,А,6А+В) = — 1. 
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一 、 定义 

1320. 什么 叫做 非 负 和 矩阵 ? 

E iZ А=(а)&пхт ZER, E 

an0, =1,2, sn; J= 1.2, 1:27 

则 称 4 为 非 负 和 矩阵 , 记 为 AZ0 sk 0<А. 

Ж © ЖИ ра XEKE RE, Bi 

а„>0, i=1,2 pnan; J=l, 2em EA A>0 R 0<А. 

D 还 可 定义 ASB 和 A>B, ЖЕ A= (а), B= KE 
Дпхт ZERE. W ASB EB А— В82>0,А:>В 98 A- B>0. 
由 此 可 知 

А2В<=»а,220,;, t=1,2,*" ns j=l, 2，… m. 
A>B& a; >b I=1,2, on; j=l, 2m 

D 对 4 之 B; 不 要 求 4( 或 8) 是 非 负 和 矩阵. 

@ 不 特别 声明 ,本 章 涉及 的 矩阵 部 是 实 候 阵 . 

1321. 4 之 0,4 天 0 是 否 有 A 六 0? 

Ж 当 4 是 1 济 方 阵 时 ,结论 成 立 . 其 它 情况 不 一 定 成 立 
比如 , 设 4=(1,0), 这 时 A20, АзЄ&0,{Н А;®0. 

1322. 1) 若 А4220.В220. W] kA+:B820, Чи 20,20. 

2) Ят 4 之 B, 则 kAZRB, Е А220. 

3) # AZB, N] A+C>B+C RP C 3255 ABAR 
ЖЕ. 

4) Ж ARB, BEC, Ш АРС, 

5) Ж 4 之 B,C 之 D, 则 А+С:28+Р. 


证 由 定义 可 证 . 

1323. 1) AEREE? ЧЕНЕ. 

2) ЛЕР ЕНЕ. 

证 由 定义 可 证 . 

1324. 设 AC Rr”, W 

1) A>0——V хЄ R” H х220, 09 Алх:>0; 

2) A>0<—V r€ R™ H т;>0,лзЕ0,{ ЖЭ Ar>0. 
证 D 必要 性 由 第 1323 条 得 . 

人 е 设 存在 某 个 as<0, 则 取 


Z= (0. 15.0) 28 


Ат== ( * а. * Aij * ... x Ya | 


这 与 4z 之 0 矛盾 . 


2) 可 类 似 地 证 得 . 
1325. 设 .4 之 0, 若 Y B>0 Н AB=0, 则 А=0. 
证 E nXm ЖЕЕ A= (aj) 关 0, 则 存在 某 个 a, > 0. 取 B= 


A, 1M] AB#0, 1. | 

1326. 设 A= (а) E: nxm TER, 5 A= ijan „хә, W 

1) А>0; 2) А>А; 3) Áy=0—— A= 0. 

证 由 定义 可 证 . | | 

1327. ЎА (а,,),.В= h ME nxm EERE, k 是 实数 , 则 

Ре rs ~ 

1) ЁА= |k|A; 2) A 十 BA 十 六. 

2) BLS A+ Bñ С, DIG {аш-Её;;\1®©|а l+ lb] ,所 以 
АҒЕФЅА+#. 


1328. ik A.B А» ИВЕ, AB, C E n B tu m, 


Ш АС BC ,CA=C5B. 


证 设 А= (a,,) ` B= (5;;) , C = (c), А АС = Сас №, ВС = 
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(8 ) ,那么 
Qi Tan атса,» 
8; = baci F biyc s= o° +6,,с,;» 
t — = tanm badei t + (а — bin )c,;- 
因为 а, —6,,220,с,,220, Т а,28,,, Bl АС ВС. 
另 一 式 子 可 类 似 地 证 明 . 
1329. ił A, BRE n BERE, Н A2 8, А28, Н 
中 为 任意 自然 数 . 
证 4 k=l 时 ,结论 成 立 . 归纳 假定 结论 对 + 一 1 成 立 , 即 
ATR. 由 4 之 0,B“! 之 0 及 第 1328 条 得 
AZAB XZ ВВ! = Б*, ШУЙ Н Ў k. A:2B:, 
Жо 4,5 不 都 是 非 负 和 矩阵 时 ,由 4 之 8, 不 一 定 有 ASR. i 


ma 


p=(° 0 
0 1 
1330. АВ<А. 2. 
证 Ў A= (2), B= (6&) ,分 别 为 nm 与 mXs 实 矩阵 ， 
AB= (c; A + B= (а,), WJ 
| сір [алё Багб, + 十 aimbm | 
«аа 112,14 1а, |16. |=, 


) ,此 时 SB жаз. 


Ж АВ- <А. В. 
1331. B AR n MEER, ШАС, Кн AERAR 
жү, | 
证 用 数学 归纳 法 ,由 第 1330 条 可 证 . 
| 1332. ił ABRE n NEER, E А<В, 
MASES A< ДЕАШ. — 


AE t Ж Е 7 86 825 


证 由 第 1326 RIFA A 由 第 1331 ЖАД) 由 第 
1329 FRAYS. 
1333. 设 A= (а) В = (6,0 BEIE n ЭС Hi E , WI 
D | 41 一 由 二 上 其中， 证 为 志和 矩阵 范 数 ， 
2) 34 OSAKE ARSi B ila 
证 1) AX А=(а) H n СЕ, EF Pi 
[RT 


4.ј= 


2) HIRIA 2,,22а,220, Р 


ПА, Уа, Di Sp = |а. 


Г. 1 r. =] 


—. 非 负 和 矩阵 的 谱 
1334. iZ + 是 任意 的 矩阵 范 数 ,.4E€ А", WI 
ССА) |А |l. 
证 设 入 是 4 的 特征 值 ,二 丸 =o(A), 而 a 为 4 В Р А, 05 
一 个 特征 向 最 , 则 
|| Па = [дей = 1 Аа | <А | el. 
所 以 ОСА) = {А |< [А |. 
注 设 A= Са), 
PAS [| А | ,=( $ lasl?) ?, 
PAS || A ||. =n * max [а„|. 
1335. W] + | 为 R>" РАЈЕ, В 
РСА) =lim || 4“ | *,V AE В”. (1) 
| 证 БЕ А, Ж A 的 特征 值 , 则 А, At 为 At 的 特征 
值 .所 以 оСА*)=[р(А)]'. 由 第 1334 条 ,有 
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[CAD < | А* || BJ сд) l л" I +. (2) 
ыру» 1 ыл pk 
任意 >0, 令 B= Cay AÜ Д (В)< 1. 因而 lim B 0. 从 

而 存在 МУ >N BF, A В" | <1. ER 


1 
> I pil = j 
此 中 || At СА) +e. (3) 
由 C2)、(3) 得 | 
PANS || A [| з оСА)+е, (4) 
由 的 任意 性 即 证 得 (1) 式 . 


1336. _р(А›< (А). 

证 由 第 1332 条 知 ALD AT | A 1,< | A |. 
lim || CAD 12 і | 3: |Z. 由 第 1335 条 知 о(А)<р(А). 

1337. 设 4ER A< B,  о(А)<о(А)=р(В). 

证 由 第 1336 条 知 C(4) 委 2(4), 由 第 1332 RAAPA, 
IAs 18 [| „. 所 以 

РС 一 im | (AÐ | F<lim || A“ | = осв). 

1338. iZ ОФА<А, 1 oC A)<<o(B). 

Ж (525 1337 条 可 证 ， 

$ Ж АСВ,Ж—4Ң оСА)< (В). 比如 ,4 一 ( 1). 


0 
B=( К „ASB, {Нр(А);>рю(В). 


1339. iZ n ЙИ EE A= (а) 220,4, 为 4 ЕВА КАЕ 
К.Ш оСА,) <рСА). 

证 若 把 4 中 4 以 外 的 所 有 元 换 为 0 1889 E B, 
ИЧ 0 扫 召 委 4. Н 1338 条 知 лаг SELA). IA о(В)==юо(А,), 
故 PASPA 
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Ж 34 4 之 0 时 ,特别 地 有 aa KPLA) 一 1，2，… n. 
1340. A= (a) ER ЕВЕ ХОУ 


ПАЙ —max X, laal. 
设 A 之 0, 则 当 A 的 各 个 行 和 是 同 - .常数 时 ， oca) = [4 11... 


证 8 а= D janl = Y an W | Al. =a. 由 第 1334 条 知 


оА)< || A || .=a. 

B — Ji. '=(1,1,--:,1), jJ А8=а8. 即 a 是 4 的 一 个 
特征 值 , 故 p(4)=a= |А || —. 

1341. A= (а,) Є R>", ЕЙ АЕ у 

lA Il ,一 max D laal. 

设 4 之 0, 则 当 Ар ТУРП АА] — Е, ocay= ANa 

证 考虑 4 因为 pP(4) 一 2(4), 且 4 各 个 行 和 为 同一 常数 ， 
所 以 pt& ) 三 和 A | .{Н КА „= | А, 0А) = || А |... 

1342. (Frobenius) 设 А (а) п хя 3E fñ E É , l) 


1) min 2 Dep A) me De (1) 
І 
. min ,Dap MS max Уа, (2) 


ISS 


2) 对 和 任意 n 个 正 数 Tuza "zao 有 


min — D PAIS max — = ; аы, (3) 


И аз 


min 2; > “< oC так: У) (4) 
Ін 1 Ж 


3) эщ Ах=Ах, Н =+ = (у, ду, Z, 17306 СЕ И 


к 第 二 Е ТУ M р 


ЖАЙ ЖОН АЗ oC A), ВОЗЕТЕ A 的 正 特 征 向 量 相 应 的 特征 值 
就 是 АПК. 
证 J) $ a= min Da, 220. D; = ady. Уан) ' = 0, 
==] j=) 


бып 


B= tb а, bi Z20,.1.; = 1.2, . n. Bj O< B< A. Sau 
六 对 所 有 的 i= 1,2, 7 成立. 由 第 1340 条 知 p(B) =: а. 再 
由 第 1338 条 ,得 
| min УЗ аа р(ВЭ<рСА). 
бора 


类 似 令 4 max Dan ЯШЕ DLD АТЕЙ} OR- 

在 41) 式 中 ,用 4 换 4, 并 注意 p(4) 二 ptA'), 便 得 (2) 式 ， 

2) A 5 =diag (>, Totar, h AR i> G i= lss", MEE] 
A НЕЛЯ ВЕЕ, 57 AS = (а: тт!) НЕЕ ЯЕ, 且 有 
6(4) 一 p09-14S)， 将 (1) 式 与 (2) 臣 应 用 于 STAS 及 其 转 置 矩 
阵 , 便 得 到 (3),(4) 式 . 

3) ВА 是 非 负 矩阵 ,z ЈЕРИ, Ас = Ас 81 А2®0,Ң А 
=ar? 2 ayti =l, 2 n. 利用 i3) 式 ， 


і=1 


А= min т; = ано) пака. Dansa 


从 而 А= Лу. 
1343. ФЧ РЕ 与 双 随机 矩阵 ? 
Ж 设 A4=(ai)wxn 字 0, 且 每 行 和 等 于 1, 则 称 4 ВН 
阵 . 
СТА Ы A REMTE Л А 为 双 随 机 矩阵 . 
Ж ”因为 这 样 的 矩阵 的 每 一 行 可 以 看 成 有 个 点 的 样本 空间 
上 的 离散 概率 分 布 , 故 称 之 为 随机 矩阵 . .随机 矩阵 在 离散 的 
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Markov 链 理论 中 起 了 重要 的 作用 . 

1344. Ё A=(a;) Ж пхп EREE, e 二 (01,1,…,1), 则 

1) 4 是 ( 行 ) 随 机 矩阵 , 当 且 仅 当 Aese; 

2) 4 是 双 随 机 短 阵 , 当 和 且 仪 当 Ае=е 及 Aese; 

D 当 44 是 ( 行 ) 随 机 和 矩阵 时 ,2(4) 王 1. | 

证 1) 与 2) 由 第 1343 条 即 得 ， 

3) 因 4 是 ( 行 ) 随 机 矩阵 ,由 1) 知 4e=e, 即 1 是 4 的 特征 
А, 从 而 1<]о(А). 另 一 方面 ,由 第 1342 条 知 6(4) <1, 
P(A)=1. A 

l1—a 


1345. 1) 设 . 0<a<1, 则 双 随 机 和 矩阵 4={ | 


征 值 全 是 实数 ， | 
2) Ë &\‹2<г<л—1)Д&РАРЯ К АЕ nl ЕЕН 而 且 


п-1- $]аг>0, 则 双 随 机 和 矩阵 


) 的 特 


1 1 l: 1 L 
п л п n n | 
2 [кил ав 0 0 b: ; 
п nn п 
1 п—б,—1 s Ó; 
А=| % 2 Q bia I 
н— 1 
п — 5 — 1 | 
|1 be bs o a baa > МЕ 
你 л. ` n ў п n А п 
的 特征 值 全 为 实数 ， 


D 因为 [AE 一 4|== 尼 一 2a4 十 (24 一 了 的 判别 式 
A=4a:—4(2a—1)=4(a—1)* >0, 
斯 以 А 的 特征 值 全 是 实数 . n „ páp? 
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D |А—АЕ|=—А(1—35[ apewa], 
де = (1a үн 由 于 如 (2<i<n 一 1) 是 两 两 不 入 
二 (2<i<n 一 由 是 两 两 不 等 的 


的 小 于 ”一 1 的 正 实数 ,所 以 一 - 
小 于 2 的 正 实数 . amenn —А) g (2) 的 根 都 是 
实数 单 根 . 并 且 交 错 分 隔 , 所 以 (n 一 gC) 十 (一 A]y (уйй 
所 有 根 全 是 实数 . 由 此 可 得 

14 一 加 一 一 MG 一 对 -Dod+( 1 
的 根 全 是 实数 . 


=. E 
1346. (Wielandt) A=(ap E R” REEK., H 
1) Аа= рСА)а, EH pA D0, a>0; | 
2) 一 2(4) 不 是 4 的 特征 值 . 
证 1) Ú A È AREE, НА | =0СА), R A= ha, 
其 中 а = (Zx Z" Zn) £0. 
5 В = (|2 |, [rel zol). 因为 
A=; = Ула, £=], 2, ,71s 
所 以 
РСА ТА е 1 ТА aslizl. (1) 
由 (1) 得 Е 
оСА)В<АВ 或 (А р(А)Е) 8220. (2) 
下 证 (2) 式 成 立 等 号 ,用 反 证 法 ， 
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若 (4 一 p(A)E)B8=y 关 0， 则 由 (2) 式 知 у220. 但 4>0,y 天 0， 
从 而 Ay>0. 
ЖИК, A>0,8' 20,8 550, AB>0. 总 存在 充分 小 的 є2>0, 
使 Ау2є48. 因为 4 一 4(4 一 of4) 五 )8, 所 以 
А*В= Ay+p(A)AB2 (e+ еб А) AB. 
令 B=(e+olA)) A, ШН є ЖАУА, +AT, 从 而 


ВАВ = (є-Ер(А))-!АЙ;>А{. (3) 
类 似 地 有 BA282 AB. 因而 BAP82A:82(s+p(A))A8. H (3) 
B:A8B>BA82>A8. (4) 
由 (4) 可 证 得 : 
Б*АВ2>АВ,Ё= 1,2,“ (5) 


H =2>0, й] о В) = (e++-o(A)) PAL]. 
故 im 民 一 0* 从 而 由 (5) 式 得 AB<0. 这 与 48>0 ФЕ. 
从 而 证 得 у= 0, 0 А8 —р(А) 2. 因为 ARSO, 0 p(A)>0. 
故 2(4) 是 44 的 正 特 征 值 ,8 是 相应 的 正 特征 向 量 . 
.2) 用 反 证 法 . 设 久 二 一 p(A) 为 4 的 特征 秆 ,其 相应 特征 向 
EJ а = (Lja En). 仿 1),& p=( |z, | ss ESDA 
Аа=—р(А)а, AR=p(A)A, (6) 


X уауху= —р(А)л, > )а„|х,| =р(А)х=,. 
#=1 J=} 
* 由 (6) 式 可 得 | 
| Хах, = Zaslal: . (7) 
j=1 
因为 a 之 0, 则 (7) 式 表明 >, 有 相同 的 幅 角 0, 8р | 
> = |х;1е® j=1,2,"",n 
这 样 ‚«=е°й. 因为 EA 由 (6) 式 ,A(e*B8)= 二 ptA)(e*8), 即 
Аа==р(А)а= —р(А)о. 所 以 p(4)=0, 蔬 盾 . 
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注 — ` ee 
1347. 设 AREER, S = 254: ' 则 lim В* 存在 . 
证 o(B)=1,B>0, 1346 条 知 ， 1 E B -— -个 特征 值 ， 
其 它 不 等 于 1 的 特征 值 4, 都 满足 |4|<<1. 
Ш а= (mitt z, 为 B 属于 特征 值 1 的 特征 向 量 ， 则 由 第 
1346 条 知 а2>0. 
е z,=minz;: 


设 B” = (hu) ,那么 由 Ва=а 得 В”"а= a. 因为 
== ibut, к=з лен 
< 


eh > Болу. В ОЬ, 

这 就 证 明了 8” 中 每 一 个 元 素 都 是 有 界 的 . 从 而 B 的 车 当 标 
准 形 中 ,对 应 于 4 一 1 的 车 当 块 :- 定 是 一 阶 的 (否则 不 可 能 使 В" 有 
界 ), 从 而 证 明 这 人 一块 的 等 都 是 收 和 敛 的 . 而 其 它 若 当 块 对 应 特征 值 
的 模 都 小 和 于 :1, 故 它们 的 宕 地 是 收 伍 的 . We 
ЖАН. 

1348. (Perron). ЕЧ A 之 0, 则 

D p(4) 是 4 的 一 个 单 特 征 值 , 且 对 应 于 елйн ite 
正 特 征 向 量 ; 

2) ARF p(4) 的 特征 值 4 都 有 14| <срСА). | 

ш сн of4) 是 A 的 单 特征 值 ， 其 它 第 1346 条 已 证 ， 
4% B= ЗА: , 设 特征 值 P(A) 的 代数 重 数 为 ЖАТХАН 
重 数 也 是 А. КИЕ k=l | 

ла 

和 J=diag (Eri ,J,), 

其 中 | 


= шя 633 


于 二 ll 
B- E,= diag(0..);—: Е.а. E, 2- 
但 іар, Е, t J. — E, ) RE Ерй ВЕ. 
记 МС) = {т|Сл=-0}.,% А 
k= dimN(J-- E)=dimN(B- F)21. 
用 上 反 让 法 ， 车 >>1, 设 BB 属于 1 的 特征 向 量 为 8, 则 
rd a: 8. 
因为 & 放 1,dimN (B— Е): А>] BOL ITTE Y (уузу) 5 
使 8 与 7 线性 无 关 , 日 (8B 一 EY 二 0, 即 By 一 六 


9 c= У е тах( 2), W 9227. 但 с8— 730, BBY) 


2 1 


>0. 而 0< 808 — У) := СВЕ ВУ = с8 — У. 所 以 B> У. 由 此 有 
cz > y, & 5 c ЛА . 从 而 证 得 二 =1 
1349. Š A= (а) 389 n ELE EBE n ТУВЕ B= (6,20, H 
好 3 和 =(Claxyl), 是 4 的 任 - 特 征 值 , 则 存在 ,使 | 
|А an| <B} -bu (1) 
证 先 证 B>0 JOE . 由 第 1346 条 知 存在 正 向 量 
z = (my, t =.) :使 Вх= 0(В)т. A 


ү 


паа ней | 
А—аһ|& У) [2,,1< У), 


JER уе} 
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另 …… 方 而 ,由 C 的 定义 ， 
|A— aal > (сь; |= ( > la,, lz 一 [аы 1а) fz, 


<( У) byr, валь) z, 
=! | 
==(о(В)х,—быхл)/ху=р(В)— Б, 


故 (1 ) 式 成 立 ， 
再 证 3 之 0, 但 巨 不 是 正 矩阵 的 情形 ， 令 D.= (dy) KP 


| 一 aa «ср, di. 
(Blimo(D,)=p(B5,limd,, =b, АН Ез nf 8 
[А— аӊ | Ж р(В) 一 


四 、 МЕ 
1350. 什么 叫做 M ЖЕ? 
E ШАЄК"”", А=аЕ- В, Я a>0,B>0,a2>o(B), 
ШЕКА 为 M # ÉE. 
= Dit B= (Б,,) 220 , Й] 
ав —b: + 6) 
(ajn) = А = 


| øn óne *”* abua) 
由 此 可 见 МЕ AHG DIE а,<0 (56). 
@ 当 a>pa(B) 时 ,4 可逆 . 这 时 称 4 为 非 奇 异 的 M 矩阵 . 
© M 和 矩阵 是 为 纪念 Minkowski 而 命名 的 . 
‚ 1351. 设 A= (а) пм РЕ, H A= LU 其 中 
la 0 


Wl ° His 
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Н Ы>0,шш>0,= 1,2, n HJ L,U 均 为 M Жр. 
证 FELS б.з}. 用 数学 归纳 法 . 当 i 十 j 二 3 时 ， 

1,1=<0,и,,<0. 事实 .上 : | 

Оа Skt 0270, J 82850; 

Oan ипе wu>0, „. fd, 
ВП i 十 7 二 3 ERER. ARBER Ct j ЗК. AHE +J 
时 结论 也 成 立 . # i<j, 则 

0 之 as == fu t Удар 
kzi 


因为 laua LO, Bi Ul > laun 220, ,>0. 从 而 u; < ү г< р). 
&<! 


类 似 可 证 2,0 Су т> р). | 

1352 Ë A= (a, ER", MJ F ЗЕ: 

D 4 的 所 有 主子 式 大 于 0; 

2) 若 对 角 和 矩阵 D 之 0, 则 A+DD 的 所 有 主子 式 不 为 零 ; 

3) V 0 天 zE В", у= Axr= (у.е, y.) , BH ff fE iË zy 0; 

4) 对 任意 Are К", FEER AER D. , (ë = D.Az>0; 

5) 对 任意 0ArE R" FEIE AR Ы. Z H.Az>-0; 

6) 4 的 每 一 个 主子 矩阵 的 任意 实 特征 值 都 大 于 0; 

7) 对 任意 05556 R, Н z= A'z= (zi, z.) ,存在 点 ,使 得 
LeZe >Ù; 

8) IHE n 阶 符号 矩阵 SC 即 5S ARAE, BATRA 
或 一 1) SA SK00, 220 可 推出 z= 二 0. 

证 1)=»=2) 因为 D=diag (CQ,……,d) 实 0, 所 以 当 把 A+ D 
的 任意 天 阶 主 子 式 拆 成 2: 个 行列 式 之 和 时 ,由 于 每 一 个 行列 式 均 
非 负 , 且 至 少 有 一 个 为 正 ,故此 天 阶 主 子 式 不 等 于 0. 

2)>3) 用 反 证 法 . 设 存在 x 二 Cr,…,z,) 关 0 Н y= Ax 
二 (yoy) ;有 zy S0,;:=1,2,:": m, 

i т £ ch AFE Жаз?" s Tims 其 中 i 并 令 
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i, Г А о БА : 
В = A | н : ) 为 А 的 jH hy 的 F: T ж 阵 12 = (Tre Kim) , 
1 t 


za ... ñ 
и' = (ya e Nmn D JD Z u= Dz. 

TJ О, ТЕЗЕ ТАЈВАН ВЕ 万 =diag(d read) (E 
u= — Ра. Т СВА Р) = 0. H DARRI BADIO, Am 
z= 0. 这 与 = 的 假设 矛盾 . | 

32=>4) 取 д == (>, т. ,12) :0, % У Алт = Су; е у.) ; 存 

5 
ХЕ if my0. УА F E Я DAY 220,1 лгу; Te z, 0. 
令 D = ар (є. =, 1, ӨБҮШ 020, г РАх = х Dy == лу + 


Е 2; Tiye >Ô. 
4)>5) 显然 . 
5)=>6) 任 取石 -4{( АТ, йа 
i Ü 
<<. W À E B ËJ tE ЗЕН а 为 其 相应 的 实 特征 向 量 , Во 
一 和 其 市 可 = (a u z y Ф yy = (sem Н yem, jas 
Lp k ER Yi 都 取 0, y=0. H 5) 的 假设 ,存在 好 之 0, 使 у 
JIAy> 0. 5 5 == дав (h, Re vhi, ) ,出 
0< у HAy =d 5 Ваа 5Җе== Аа Sa. 
但 5220,80 w Se 0. 因而 А2>0. 
DD ШВА! — "рд 3:730, В 
‚| се А 
复 特征 值 成 对 , 实 特 征 值 都 大 于 0. S| B |>0. 
7)=»3) 由 于 1)< 一 3) 等 价 ,4 的 所 有 主子 式 大 于 0 又 等 价 
于 4 的 所 有 主子 式 大 于 0. 
' 7)=>8) 用 反 证 法 . 车 存在 符号 矩阵 S ,使 得 ¿> 0, SA Su S 
0,430, Е 
и’ S А Susz. ` Ci) 
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A Би у= (y "t ya) H 030,5 可 道 知 y 关 0. 再 令 4 у= 

z= (xz, Z.) 008 
0>(Sx)'A' Su= y' z. 

所 以 уж®0,#=1,2,°=,п. 这 与 了) 的 假设 矛盾 - 

8) 之 7) НЕМ. ETE y= (ysyd) 520, 19 z= 
A y= (za. z, 而 wseS0,k 王 1,2,…2， 可 选取 符号 矩阵 S 
118 и = 8у220 H Sz 委 0, 而 SSE, 

$А'5и=5А'58(58у)=5А' у= 52<0,и2:0, 

‚ 但 030,215 DARET. 

1353. 设 AER"*, 则 下 面 两 条 等 价 : 

1) 存在 x 之 0, 使 得 Ar>0; 

2) 4 y>0 5 4'у<0 Њ, у= 0: " | 

证 DS) НЕН. BFE y20,A' y<Sc0,y2 0, y 
Ar=y (Az)2>0. 男 一 方面 у Ar= СА' у) т<0 ә МН. 

2)=>1) CS (д6) 2:220), 

С;= {Gy A y0} C= 1 -А‘ххЄС.}, 
СПС == 10). i R" TORTMA z 一 0, 使 得 所 有 02 x€ C, 
WE u r> 从 而 u>. 

HNR Оз ЄС, 满足 wzr<0, 从 而 使 4'z 关 0 的 向 量 = 天 0， 
и A'z> 0. 

由 2), 对 所 有 220,230, 有 a z A'z22>0. 于 是 有 u (А>. 或 
Ач 2>0. 

注 ”从 证 明 过 程 看 出 ,1) 可 改 为 “存在 4 之 0; 使 得 Аш>0.” 

1354. 设 A€ R°", W| А 的 所 有 主子 式 沁 0 对 任意 阶 
符号 短 阵 5S, 存 在 r20, {E SASx>0. 

AM. LE .由 第 1352 条 知 , 对 任意 的 > 阶 符号 矩阵 S, 由 
5А'5«<0 与 2220 可 推出 = 一 0. 5 B 二 54'5, 则 由 В=<20;;>0 
可 推出 z—0. 从 而 由 第 1353 条 知 , 存 在 2220,18 Bz>0. 此 即 表 
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HH 54'5х2>0. 

充分 性 5 B=SAS. 若 对 任意 7 NAGE S ,存在 ro, 
[E 0<SASr= Bz. Nh 35 条 , 当 y220, BR у<О ].у=0. 此 即 
Y0, SA Sy <o 可 得 y= 一 0. 再 由 第 1352 RRE A 的 所 有 主子 式 
KFO. 

1355. ÉE A Æ nir MER, 则 下 面 几 条 等 价 ， 

D 4 是 非 奇 异 M 矩阵 ; 

2) 存在 P ,Q€ R°" @А=Р—6©,Р-—1:>0,0;>0,р(Р-!10) 
<1; 

3) А пй, H A 120; 

4) 存在 zx>0, 使 Ar>0; 

D A 的 任 一 特征 值 的 实 部 大 于 0. 

证 1)=2) 设 A=sE 一 Bys>p(B) 之 0,B 之 0. $ P=sE,Q 


二 B, 则 P~ = 820,020. 于 是 A= P—Q, B oCP- Ф = 


@)= 1,В)<1. 

2) 之 3) ”由 假设 ,4 一 P 一 Q,P '20,.Q>0,6 (P `Q)<1. 4 
С= Р, А=Р—©=Р‹Е—С). 因为 (С) <1, ЖЖ | E 
С (520, А [А 1560. 故 А 9). H 
A= (ЕС) Pp !=(E+C+A+C2:+-)P 1, 

由 于 P-120,Q2>0, jk С= Р 0:20. 从 而 А7120. 

3) 二 4) $ х= Ае, e=, l). 由 于 А1220, Ж 
r= А іеу>0, Аз = e>>0. 

E>) ШЕЮ З. 否则 ,> 的 分 量 中 有 为 0 者 时 , 取 充 分 
小 se>0, 使 0< 4z 十 s4e 一 4(z 十 ee) ,这 时 十 ee>0 ШЖ. 

4)=>5) H AR MEE, А=5зЕ—В,5:>0,В>0. BEE 
х>0,{# Az>0, (Е — B)=>0,BI 

j sr>Br, `` © D 
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设 B' 相 应 于 特征 值 ptB ) 的 一 个 特征 向 量 为 7, 中 p'y= p 
(B)Y. 在 (1) 式 两 端 左 乘 以 YY 得 $Y' r >Y Bzx=(B'Y) == (p(B)Y》 
Xz 二 p(B)Y'x, 所 以 s>B). 

但 4A=sE 一 B. 设 A=a+:b 为 4 的 任 一 特征 值 ,a 是 相应 的 -- 
个 特征 向 量 , 那 么 由 Аа = Аа 得 

(sE—B)a= Айа, Ва== (А— ѕ)а. 
从 而 А-5 Ж ВНА, А. {А— 51008) <5, | (а 5) +611 <s, 
Ж ас>0. 

5)=»1) 设 4=sE 一 8,B8 之 0,; 则 ;s 一 p(B) 是 A 的 特征 值 . 而 
s 一 p(B) 是 实数 ,所 以 ;一 p(B)>0. 故 А 是 非 奇异 M 矩阵 . 

1356. É A= (а) 8 n МЕ, ДА ЕЕ ЯЧИ МЕ 
«=» А {05 ЖИП +Е-ЁзК ЖР 0. 

证 4=sE 一 В, 其 中 B>0. 


必要 性 ”由 于 5>o(B)， 任 取 C= (1.2 puce 
EMER, H 
саа) pas 
s>B >B Ñ " A 
С ЭЧЕ = МЖЖ. 由 第 355 条 知 C 的 实 特征 值 均 为 正 数 . 
所 以 1Ci 关 0， 


充分 性 ”对 有 作 数 学 归纳 法 . 4 A= (ав, а2>20, J A= aE, 
— B, KP 8=0,а2>0(В). ЖА 为 韭 奇异 MERE , БОП 25 ë Rš 
Mo 

归纳 假定 结论 对 mn 一 1 成 立 , 19 


А= (д) =. ; 
= Naij? nin B | * 
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ац "е" 1,3—1 41, 
其 中 C=| +< e is: | ‚= ,P= (а, anna). 
Go-11 77° Anini @%,—1,n 
由 假设 1C1>>0.， | 
а РС. МЕТ 
— 8С! 1 
Ех Са 
pasl am— РС 3 ; 
两 边 取 行列 式 得 
| | аь—ЙЁС`?а= |P | | A|2>0. 
再 令 | Е 
2 -Calan Са) 
Se 


W QPA= Е, 4-1 一 QP. 因为 e<<0,0<0, P>0,Q2>0, fF 1 
A ! 一 QP 之 0. 由 第 1355 Жул BARH MIER. 

1357. 设 BER"",B 之 0,s 是 正 数 , 令 A=sE—B,J A HE 
奇异 的 MERA 的 各 阶 顺 序 主 子 式 都 大 于 о. 

证 因为 4 是 MM 短 阵 ,然后 由 第 1356 条 可 得 . 


BPAH ERIA 


一 、 极限 

1358. 什么 叫做 收银 的 矩阵 序列 ? 

答 ER 4 的 (i, 让 元 为 (4),, 设 有 sXm ЕЕЕ A. 
Аз, А.т 

lim (An) Bini 1 2 sj l,m 

з, ШКА БЕ ГЕ ЖЭ! A, SF B. ЖЯ B= (Б), „оі 
lim4, 一 已 ,并 称 B 为 {4,} 的 极限 . АЯСА, ЕНА). 

1359. 设 两 矩阵 序列 


Же 1 
n n? l я-і 5] 
Á, = в, 981.2... 
1 3—л 0 1 —1 
4+п 


(А.В, К? 求 出 收 全 的 矩阵 序列 的 极限 . 


т ADRA lima _ |. 

(8B,) 是 发 散 的 ,因为 其 中 limCn 一 1) 没 有 极限 . 

1360. 设 limA,=4,limB, =B, M] 

lim (cA, +4B,)=cA+dB, 

RP cd 为 常数 . 

证 ”由 定义 可 证 . 

1361. 设 {14,}) 为 sXxm 和 矩阵 序列 ,{B,} 为 mXr ЕЯ, Н. 
limA.= A,lim В„==В , 则 lim А„В„= AB. 
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证 因为 当 z 一 cc 时 ， 
(A,B.), = X Ada (B, же УОЙ, (BYy= САВ), 


žal 


所 以 lim А.В„= АВ. 
1362. 设 БтА, = А, Bj lim PA,Q= PAQ. 
证 由 limP=P 得 limPA,— PA. 从 而 limP'A,Q— PAQ. 
1363. 什么 叫做 无 穷 小 序列 ? 
E 设 14,} 是 ;Xm EEFI, 2 lim4, 一 0, 则 称 {4.} 为 无 穷 
小 序列 . 
1364. sXm 矩阵 序列 {A,) 为 无 穷 小 序列 的 充 要 条 件 是 极限 
lim | A, =0, 其 中 A = max lal, A= (а), 
证 先 证 必要 性 . 8 lim A,=0, MI) 
lim( 4,),=0,i=1 2 3517=1 ,2 ,7 
故 lim тах |( A,),, | =0, Pr EA lim | A, || =0. 
“再 证 充分 性 . 若 lim || A 1 =0, 则 lim max | (A.),; 1 =0, B 
以 lim(4.)5 一 0, 从 而 limA,=0. 
1365. Ü АЖ m> m 矩阵 , 则 短 阵 序列 


А, А? gr А" 3" (1) 
有 极限 的 充 要 条 件 是 A 的 所 有 特征 值 之 机 都 小 于 1, 这 时 必 有 
lim A" == 0). 
证 设 4 的 着 当 标 准 形 为 J 一 diag(J1,…,J,), 其 中 
А 1 
A, ОЭ, 
J,= .. 1 ?天 一 ] ，2，…， ‚5% п п, +n, =n. 
А, пь Хт 


先 证 充 性 性 . W|A|<1,k=1,2,*" s. 由 于 
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А” C.A s "1 а С Àa -#+1 
А" Г ә! п k+? 
J "= | А » 
L А," 2 
HR CroO т< Bf), РА 11. 9 бт," == 0. 类 似 可 证 
得 шт/,”=0,58=2,3,*,5. 但 是 J*—=diag(J ",J,", 9,77), ВТ 


n -= cr 


limJ"=0. 而 4=P 7P,4 一 PP 所 以 lim4" 一 0. 
再 证 必要 性 . 用 友 证 法 可 得 
Ж JAIK 8, lim" 一 0 二 125， 
1366. 什么 叫做 矩阵 的 极限 ? 
anl) + ашый) 
ж saw ... ... ... | 


йл) e a, CG) 
= lima; (2) = b; Sis, 1<; <a, B= (CB) xn ШК B 为 


AQ) 当 + 一 va 时 的 极限 , 记 为 imAG) 一 B, 并 称 4() 为 收 敏 的 . 
ЖЩ, Аб) БАШ. 
1367. { АС) = A, ПВ) = В, WJ 
lim(cAG)+4BG0D)=cA-+42B, 


1— 8 


其 中 cd 为 常数 a 
证 ”由 定义 可 证 . 
1368. # ітА() = А, limBG) 一 B, 则 limAG)BG)=AB. 


可 一 cx 


‘+. 1-а 


证 出 定义 可 证 ， 


=. ЖЕ | 
1369. 什么 叫做 矩阵 级 数 的 和 ? 


ю=1 k—1 ры 
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>) A, И. АЗС Віа В УА. Ë limSx 不 存 
¿= k—1 252 
在 , 则 称 > A ERKA. 


У 
атт 
£ 5, A= B Ж! У СА, = (В). 
Т 


1370. 1 
[a о | 
A=; 1 2281.2... 
6 ру 
[и (=) ЕЕ | 
RYA 的 和 . 
上 一 1 
rl 0 
# У ‚А, ЖОЖ, Ий! 10. - 
1 2 6 


1371. 什么 叫做 矩阵 级 数 是 绝对 收敛 的 ? 
= 设 > A АЖЕ, 


[РЭ СА) =, о] ya пур 1 TARET 
则 称 > 4, 是 绝对 收敛 的 ， 
注 # > CAO 828 ЭЯ, ШЇ] 21А 绝对 收敛 . 


1372. 若 了 A 绝对 收 全 m YTA, 一 定 收 伍 ,反之 不 然 . 

证 RRA h rik apii. 

1373. ”级 数 УА, 绝对 收 化 的 充 要 条 件 是 3 | А. | 9, 
Ж | A, | = max] доу. Е 


Z ЖЕ ! 645 
证 必要 性 EYA MKI EEEX ,使 对 任意 的 
K " 
Муй, 2) | CA.) <. 而 


УЛА [= о > 2 
= У Ў DAs озь з 


(mi jm} k=l 


п 


| (А, );, | 
1 


жш 22 A | 收 伍 
E EYUA ПАК HER ijs 1 ADIL || А, 


k=] 


|| ,所 以 > (AD). 都 绝对 收 化 ЖУА, 绝对 收敛 


1374. ESA Шс), M PAQ 也 收敛 (绝对 


‚#е1 


ща. А pa Q= PC Ад. 


kw] 
证 aach: 令 Bn 一 УА, lim Bn 一 B. 但 当 N 一 oo 
— #= 1 „оо 
时 ,有 РВ»ь©-=РВО©, 


a 1 | 
1375. 24 | 为 若 当 块 , 求 关 ,其 中 大 为 自然 


al, 


数 . 
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a За“ За 1 


“1 
"1 
є 225 |, J: == u 3a 
2а 
3а? 
а? 2 
aš. 
用 归纳 法 可 证 得 
t | eb Рт dii 1 (n=l? 
[a Ф (a) 21 (а) GDA (а) 
| 2 y 
g 8 б. t Z па) » 
Fla) 
; I ; є (а) 
ДН (е) =л*.Ё DARK. 
А Га 1 1 т | 
1376. 设 „| w ， g= д, 
a mn 
ü ! l s 1 (9—2) 了 
gla) g(a) Er (а) Са — 1518 (a) 
ga) = А СЯ 1 ГА 
| š 4 Т (а) 
| ы. в (а) 
7 (АЎ | 


证 ШЖ 1375 条 可 得 . 


a .1 Е j 
1377. 设 | З Н /G)= D ar 0048246 
k=] 


~ Al nzn 


为 R. авв, Уол аа. 


二 矩阵 级 数 647 


A 
证 5 号 NA) 一 > caat D 
ко 


т) = 7С). а) 
ШЖ 1376Ж. 
5а) 5у'(® ңуз” 
850) = т, э. с 77, 
š SA (а) | 
0 Syla) 


HX la| <R, С) ЖКК?) ДЕ P, ;) 5651 L Be Вр 
lim Ss DFA. A 27 J f xH aR ， 

1378. iZ AB n CREEA Ahal; A, R 38239 5()= 
Par 的 收敛 半径 为 R. 则 | 
= 

1) 34|A I< R ,k=1,2,.-- 时 ，， Saa! 是 绝对 收敛 的 ; 


2) ДА. АА 时 ,2 Уол 是 发 散 的 ， 
证 D ТУ АТ =аар(Ј,, 5 ч 其 中 J 为 车 当 央 (1， 
2,.--.,5) „Ш А = Tdiag (7, н, TOL 


x 
A S.C A)= 2 |c: 4“, Wi] 


еб 


ЗкСА) =Таав (5х), Ss DT. 
Ж 1377 KY c JAG=.1. s) ае Ak lim S. JOR 


ix 


存在 .从 而 limSx(4) 存 在 , 即 Ус, А* 绝对 收 化， 
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А £ 
pamar- э. Ë 则 
А, 
д, ж x 
ТАТ = 
A: 


з |>, Dot ЖЖ. АПШ ЭА ЖШ. 


=. 几 个 澡 用 的 矩阵 级 数 
1379. Æ 4 的 特征 值 的 模 都 小 于 1. 
(E— А) != у,А*. 


40 
证 因为 1 不 是 4 的 特征 值 ,1E 一 Ai 关 0, 故 一 A nj. 5 
Sw 二 FE 十 A 十 … 十 A*-!， 
д Е—АЎ”=58кСЕ— А),5ь= (E— А) 1(E— AP). 
H Ж 1365 条 得 jimSx 一 (下 一 4) 7". 


1380. 证 明 : >) EA ks. 


证 因为 кү 的 收敛 区 域 为 (一 co, 十 co) ,由 第 1378 
条 知 > үү А! аний. 


Nl кы „А 

+ 记 2 ФА ё. 
У cl 2n+1 У руи д 

1381. ЭГ Озин үү 及 之 1)" тура" 


敛 , 其 和 分 别 记 为 sin4 ЯП cos A. 


з 几 个 常用 的 矩阵 级 数 649 


A Үз, О СЕ У У) ау ] ыд 

стт КИ a 
(оо, оо) рК, Ж 1378 条 即 知 结论 成 立 . 

Ж А (а), ARE е 5 (eu)... S0 Сапа) а 


сов А 3 (COSA; Inan 
[ШЗ . 
1382. 17 А= 2 Же. 
1001 


解 [A] А А, ТЮ А= А= m Абе, 故 
б SEAH АН ЕНОФ Бар +" ЭА 


1 || + Ге— 1 рі 
0 1 т 0 


мад, cos А. 


-5+ce-Da=| 


К A 
olo af 


sinA = А43 +24 =( -44L A 
r 31 
「sinl ып] 
= (її)А==| NI 
i 0 
[cosl cosl 
соѕ 4 == [ 
. Ü 0 
1383. FR ette" е? 是 否 成 立 ? 
1 lj 1 =] 
— + ` iE .4=| ‚в=| |: 
答 般 不 成 立 . 比如 Е з i 


2 Ü 
А+В= | |, 用 数学 归纳 法 可 证 ， 
(А+8)*=2*!(А-+В),5=1.2,+®. 


-04 十 有 一 Z (A+B) 


L 

I 

© 
сор тр 


блуса `. 
Lo 1 
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由 第 1382 条 知 一 | | | р 


0 LO 1 
| “ij е [е k. 
"=й: жө. S£ JS 1 
2 (е—1)° 
+ 还 可 求 出 пега г | 8 e. 


四 、 矩阵 的 微分 
1384. 什么 叫做 矩阵 可 微 ? 
Z 设 
ran) = аб! 
ao~ Шы к 
а E) ++ a, (t) 
HP aG) G=1,2,:-,mij=1,2,"- n) ; BJ n[ #& 88 92 ШКЕ 
Ё 4( 刀 是 可 微 的 ; 称 
[an G) ст к L 


i 


$ 


p (z) S amn (9) 
X AOX г 9 ја AG i 
СК | 
Бег т”. ga, (t) 
为 AAT t ВУР, A (AG). 
1 一 上 £ 345 
яш. ло |7 | 
4 2" 
аю |! 22 3} 
di о ве ol’ 


, 则 


а 4 


—dt хан Заг 
dA) = | А g 
0 бат 0 


- 


NN 


wr 'r 


四 “年 阵 的 微分 651 


d d 
TAOGE RP AO BO 


1385. S (AG) +В0))= 
HA nxm EE. 


d _ 4 a | 
1386. ZGAG)BG))=(24G)BG)+AG) GBO), Ж 


| F AMX Хп Е.В) axm ER. 


证 АС) = a)n B) = (b; (t)),x a F 
СС) = АС) ВС) = elt) yn, 
其 中 0) =аа byl) Halt) by GO: а 26,0). H 1 
=], 2; s j=l, 2 am, 
由 с, (2) = aa (Dh) HeH am balt) H (qa Eby (2) 
КОДО). 
BBA ie 
1387. 什么 叫做 函数 对 年 阵 的 微 商 ? 
E 设 X 一 (rr)xn 是 一 个 变量 矩阵 , 记 


Рх ну 1221 om s Enj t 2) = f(X) + 


定义 
ар. а 
дт\, джу, 
СЛ РОК 
ах - | 
3 .. а 
Dr 9. 
为 函数 (X 513 EE ХТ. 
б 
кш. х=[° а) авео, 
r 
则 
ӘЕ ӘЕ ӘР 
дЕ _ æa & -|5 2b 2 | 
ӘХ jar ағ ӘБ! [322 4e 5и) 
де 
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(7 v 
1388. 19 X=| на 1. 
lu v 
证 |X|=rv— uy. 
pes д|Х| ` 
1р, | Әд? ду О ==] 
ӘХ ах] ax K | 
` 7 до 
取 行 列 式 即 得 . 


1389. 设 4 一 (aa 为 常量 矩阵 ,一 (ce 


2 An 


ЕЕ, Д2 AHA r. 


证 Ё r Ar= > > Хале. W 
Ea Асу) 
Ur Az) 4 


= | 


| 
| Жа! Ar), 
L Br, | 


CE т k 


ag, =; +а,2 + СУЗ аты 
сау Баи а, 


+ 


4101 Ta, mTr,+ +a, 0,2 


=Az+A' x= (A+A r. 


;Tn ) 为 变量 短 


r ayti t (G, +a, aH etH lan am) En 


| 
ПК 


(a, Ба), + (a, Fan) T +2 те 


五 ERRES 653 


五 、 矩阵 的 积分 

1390. 什么 叫做 矩阵 的 积分 ? 

E А) = (a GD), WRES а DAT 2 Ela pE 
都 可 积 G=1,2,… ni j=1,2 sm), Ш 


| дса ( |а, сае) 
为 矩阵 4A(#) 的 定 积分 ， 
2: 5 cost 
比如 , 设 | š | 
е 31? 
{| ой | ‘Sdt | “rl 
аса к 
Ü [| edt j зга: | 42 
D Q 5 


| ж* 20 S | 


h XR 


， Hi] 


el < Ах 


1391 [сасу Ваа | Bodit |? Bodt, 
其 中 AG), BOHA nXm ЮВЕ. | I 

1392. | вАса= | Ао, k HEROAN n 
Хт E. 


#12709 ”线性 空间 


一 、 定义 与 性 质 

1393. ”什么 是 线性 空间 ? 

答 设 V 是 -- 个 非 空 集合 ,P 是 一 个 数 域 ,在 V 中 定义 了 一 
个 加 法 运算 ,在 PP 与 V 的 元 素 之 间 定 义 了 一 个 数量 乘法 运算 . 如 
果 上 述 两 种 运算 满 吓 以 下 规则 ,那么 称 V 为 PP 上 的 一 个 线性 空 何 
(或 称 向 量 空 间 ). 

1) a+8=B+a; 

2) (а+8) +У=а+ (8+7); 

3) V 中 有 一 个 元 素 0,V a€EV, 都 有 a 十 0=a,0 称 为 V 的 零 
ЛЖ; 

4) ¥ aEV ,存在 ВСУ, 8 19 ad 8=0,8 称 为 a 的 负 元 素 ; 

5) 1 ° a=a; 

6) kla) = (Аа; 

7) (k+1)a=ka+ la; 

8) А(а Д) = katk; 
HH а, 8,7 表示 V 中 的 任意 元 素 ;3k, 表示 P 中 的 任意 数 . 

1394. 上 述 线 性 空间 定义 中 的 8 239 J, ЭИ LE $H НЩ 
RJ? 

答 2) 一 8) 是 相互 独立 的 . 第 1) 条 可 由 其 余 七 条 规则 推出 . 
事实 上 ,VY a, 88 v, 

2ta 十 四 一 2a 十 28 一 (1 十 1 十 (1 十 1)8 
={(] *a+1 *a)+ (1 2+1 0) 
= (a+a)+ (8+ B8)=a+ (a+ B) + B; (1) 
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2(a+8)=(1+1)(a+ 8) 
=] + (a+ B)+1 > (z+ 8) 
= (е #)-+ la+) =а+ (A+) +h; (2) 
EG). (2548 е-_ (a+ 8) +8 =а+ (8+a)+ 8 
上 式 两 边 左 加 一 a, 右 加 一 8, 旭 
| а+ћ8=8+а. 
Ж ”性质 1) 很 重要 , 且 经 常用 到 ,所 以 仍 将 它 保留 在 定义 中 . 
1395. EERE V 在 定义 了 加 法 和 和 数 乘 运 算 之 后 成 为 P 上 
的 一 个 线性 空间 ,V 能 否 再 定义 另外 的 加 法 和 数 乘 运 算 成 为 P 上 
的 另 一 个 线性 空间 ? 
= ATIE. 例如 ,全 体 二 元 实数 列 构成 的 集合 
V=((a,b)|a,b€ Р. 
1) EX (a,b)GDƏOc,d)=(a+c,b+d),b * (а,Ь) = (Ба, ЁБ), 
V pk R Бау 828]. 
2) E Y (a bC, d) =la+e,b+d+ac),k • (a,b)= (ka,kb 
+10), V 成 为 R 上 的 另 一 个 线性 空间 . 
1386 线性 空间 Y 存 哪些 简单 性 质 与 结论 ? 
答 1) 零 元 素 是 唯 .… 的 . 
2) a 的 负 元 素 是 唯一 的 . 
3) ka 二 0 二 > 上 二 0 或 a 二 0 
4) —(—a)=a. | 
5) — (6а) = (--р)а=Ё( ~a). 
6) k(a— 8) = да — ЕВ. 
D YasBEV ,存在 唯一 的 YEVT ,使 < 十 7 一 ü 
证 容易 验证 1) 一 3)， 
4) 因为 a 十 (一 和 ) 二 0; 所 以 a 为 (一 0) 的 人 负 元 , 即 a 二 一 (一 a). 
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5) “kat (—k)a= (k++(—k))a=0,..(—k)a=— (ba), B 
一 式 子 可 类 似 证 明 . 

6) kla—B)=—k(at(—P))=kath(— 8) = Ва (—Ё)@=#а 
— 28. | 

D ¿ed (8—a)= 83, 2. У=8—е Er Ë о+х=8 的 解 . 又 
车 7 也 是 a 十 x=B8 的 解 , 则 a 十 7==a 十 7 两边 左 加 一 a, 有 7= 
ye 所 以 方程 a 十 x 二 8 在 V 中 有 了 唯一 解 . 

1397. 判断 一 个 非 空 集合 M 不 是 线性 空间 有 了 哪些 基本 方 
法 ? 

E mR MM 满足 以 下 诸 条 之 一 ,那么 M 不 是 线性 空间 : 

D M 是 至 少 含 两 个 元 的 有 限 集 ; 

2) M 关于 定义 的 某 - -运算 不 封闭 ; 

3) M 不 满足 8 条 规则 中 的 任 --- 条 . 

1398. ”线性 空间 的 例子 ， 

ЮЖ P 按照 数 的 吉 法 与 莱 法 构成 自身 上 的 一 个 线性 空 
间 . 特别 地 ,实数 域 R 和 复数 域 C 按照 数 的 加 法 与 乘法 都 是 自身 
上 的 线性 空间 . | 

2) BAZUR РС P НЕ tT 3618 P 构成 P 上 

3) 三 维 空间 中 与 已 知 向 量 平 行 的 向 量 的 全 体 再 添上 零 向 量 ， 
对 于 启 量 的 加 法 与 数 了 乘 运算 构成 一 个 实 线性 空间 . 

4) 分 晤 属于 数 域 的 全 体 元 数组 ,对 于 ”元 数组 的 加 法 与 
ЖЯ P 上 的 一 个 线性 空间 , 记 作 Р". 

5) 无 穷 实 数列 的 全 体 ， 

T= {Cerra |®л,ЄКї<=1,2,+=}, 
对 于 (Czyy z dD t улоу) = (zi o z t y), (ууд, 05) 
= (kai skars) R€ R, Й Э: јај. 

6) n 元 齐 次 线性 方程 组 Ar=0 的 解 向 量 的 全 体 , 对 于 维 向 
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量 的 加 法 与 数 乘 构 成 P 上 的 线性 空间 (为 Р" 的 子 空间 ). 

7) 元 素 属于 数 域 P BJ m x n 矩阵 的 全 体 , 对 于 矩阵 的 加 法 与 
ЗЕНА Р 上 的 线性 空间 , 记 作 P**", 

8) ЖЕР БЕЖ п БРУКС ЕК, Б ЭРЕ РЕЈ 
加 法 与 数 乘 构 成 已 上 的 线性 空间 ， 

9) £ AEP WE A 可 交换 的 矩阵 的 集合 ,对 村 矩阵 
的 加 法 和 数 乘 构成 已 六 的 一 个 子 空间 , 记 作 CCA). 

10) ЖР 上 全 体 满 足 条 件 tr4=0(t4 лж АШ Ж.Н A 
的 主 对 角 线 元 素 之 和 ) 的 n MERRE A ATTE ЕЕН TE RIS 38 
构成 天 上 的 -个 线性 空间 . 

11) 数 域 P 上 全 体 -- 元 多 项 式 的 集合 ,对 十 多 项 式 的 加 法 和 
数 与 多 项 式 的 乘法 ,构成 P 上 的 线性 空间 , 记 作 РГ]. 

12) 次 数 小 于 п 的 一 元 多 项 式 及 零 多 项 式 的 集合 ,对 于 多 项 
式 的 如 法 和 数 与 多 项 式 的 乘法 ,构成 已 上 的 线性 空间 , 记 作 
Pi z], 

13) RE W = (/f(z)]|f(z)€ R[z], B f(1) 一 0; 对 于 多 项 式 
的 加 法 和 数 与 多 项 式 的 乘法 ,构成 尺 上 的 线性 空间 ， 

14) 数 域 Р 上 形 如 QT 十 aT 十 as + ш Hami” t HE R 
式 的 全 体 ,对 于 多 项 式 的 加 法 和 数 与 多 项 式 的 乘法 ,构成 已 上 的 
线性 空间 . 

15) ЖЕ Р 上 多 项 式 g(Cz) 的 倍 式 的 全 体 ， 

И/={/(х)| gD fir, | 

对 于 多 项 式 的 加 法 和 数 与 多 项 式 的 乘法 ,构成 РОК ЕЕН]. 

16) НОК P E m Zú n WK £ fii yË 

faza z = У) appa prenre (为 正 整数 ) 


л =n 


KWER , КИА K 3k ДОЗЕ, МЕ Р 上 的 线 
性 空 何 ;其 中 аё Є Р. 
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17) 定义 在 区 间 [e, 妇 上 的 实 函 数 的 全 体 , 对 于 函数 的 和 及 数 
Б РАЖАА. КОБЕ ЕЕН]. [a,8] 上 的 连续 实 消 数 全 体 为 
其 子 空间 , 记 为 CLa,b]. 

18) 全 体形 如 


4; Р Я å 
> +-a sint tHe cost tasin? +b cos2t+ "+ a,sinnt + b,cosnt 


НЗ РЕ RO XH T ps RII A 3 S RRR, Мий R 上 的 线性 空间 ， 

1399. 下 列 集合 关于 指定 运算 均 不 构成 线性 空间 : 

1) 起 点 在 原点 ,终点 在 不 经 过 原点 的 直线 上 的 空间 向 量 的 全 
Ж.Ж PC RS bk tS ай, 

2) 非 齐 次 线性 方程 组 AX = b (5 关 0) 的 解 向 量 的 全 体 , 按 向 
Ш Уј Н, 

D Ж P 上 次 数 不 低 于 定数 = 的 多 项 式 的 全 体 并 添上 零 多 
项 式 , 按 多 项 式 的 加 法 和 数 乘 运算 ; 

дЕ АИ Фа, < а, 

5) 设 己 为 有 理 数 域 ,对 整数 集 定 义 运算 ， 

«©8=а+#—1,&° а=а. 

证 1) 集合 不 含 零 向 量 , 所 以 不 是 线性 空间 . 

2) 如 果 集 合 是 空 集 , 则 不 是 线性 空间 . 如 果 集 合 非 空 , 则 由 
于 不 含 零 向 量 ,所 以 也 不 是 线性 空间 、 

D 因 两 个 次 数 不 低 于 的 多 项 式 之 和 的 次 数 可 能 低 于 n, BH 
关于 多 项 式 加 法 不 封闭 ,所 以 不 是 线性 空间 . 

4) 1° а= a (2520) 588 Ж #byk 22 ард X rE 6U BH 5), 
所 以 不 是 容 身 上 的 线性 空间 ， 

5) Ж а=3,2=/1=1, (24-1) ° a=3, W # ° aG ° a=5. 故 
HI ° аз (& ° «у! ° а), Кд ФЕ [Н] ле Ж h КИЙ] 7) ,所 
以 集合 不 是 线性 空间 . 
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=. 向 量 的 线性 相关 性 

1400. 什么 叫做 向 量 的 线性 相关 和 线性 无 关 ? 

T 设 耻 是 数 域 已 上 的 线性 空间 , 且 a€VGi=1,… ,s,s 之 
1) ,如 果 存 在 一 组 不 全 为 零 的 数 厂 EP 二 1,…，,s) ,使 得 

Ёла, tka tka = 0, (1) 
ЗБ ТАРЕ Я от, "а, 是 线性 相关 的 . 否则 , 称 它们 是 线性 无 关 
的 . 

Ж 只 一 个 向 量 组 不 是 线性 相关 ,就 一 定 线性 无 关 , 两 者 必 
居 其 ~ 上 甩 仅 居 其 一 . 

ara, REER DRNA А66, 0 ЙУ. 

1401. 设 忆 ,…,a, 线性 相关 ,是 否 对 任意 一 组 不 全 为 零 的 
kist ska 都 有 a 十 … 十 6, 一 03 

E 不 一 定 ,比如 a=0 是 线性 相关 的 , 它 对 一 切 非 零 数 和 上 都 
有 #«=0. 而 8 二 (1,0),7 二 (2,0) 就 不 可 能 对 一 切 非 零 数 ,上 使 
kB +k; Y =0. 

1402. оу, a, 线性 相关 ,是 否 只 存在 唯一 的 -组 不 全 
132 BJ $S kyset rks» ÍË kiya +" +k, a = 0 ШЁ? 另外 这 些 数 £, 是否 
全 不 为 零 呢 ? 

= 有 一 组 不 人 多 为 零 的 数 koska В baa tka = 0, 
必 有 无 穷 多 组 数 , 比如 mg1 +`" mk, (m € 2) 

(тё, Ja, +: + Ст, Уа, = 0. 

в, a, 线性 相关 , 则 存在 一 组 不 全 为 零 的 如，… ,使 hua, 
二 十 和 二 0. 这 些 А, 6,0, 中 不 一 定 全 不 为 零 , 只 是 说 至 少 有 
А20, 当然 ,有 时 也 可 能 全 不 为 0. 

1403， 什么 叫做 线性 表 出 ? 什么 叫做 两 个 向 量 组 等 价 * 

答 设 al Gy |" Am 都 是 数 域 P Её я 维 向 量 ,如 果 有 P 
Ф m MRL kiskot ,8 f | 

B= Аа Аза t Аа» 
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ЖАЎ 8 是 asar, ,a 的 线性 组 合 , 或 称 及 可 以 由 asas san 
线性 表 出 (线性 表示 )- 

如 果 向 量 组 oa ,gs,… a, 中 每 个 向 量 都 可 以 由 向 量 组 8,, 8, 
+8, RERE. H Apot 8, 中 每 个 向 量 都 可 以 由 а, .а,, esa, 
线性 表 出 ,那么 称 向 量 组 (m; o °** eA, 与 向 量 组 DB. B. „8, 是 等 
价 的 . 

1404. ”向 晤 组 之 间 的 等 价 是 不 是 一 种 等 价 关系 ? 

E 是 的 . 不 难 证 明 以 下 三 条 成 立 ， 

D 反 身 性 :每 一 个 向 量 组 部 与 自身 等 价 - 

2) 对 称 性 :如 果 mas，…:a, 与 Bisher 2, 等 价 ,那么 Bi’ 
有 也 与 Ca 等 价 - ， 

5; 传递 性 :如 果 msaa 与 8..8, "+", 8, 等 价 , 而 А.В. 
-, 8. 又 与 РРР A S£ fr, BE Z 人 yaz yar 与 Yis Ys 等 
їй. | 

1405. 向 量 的 线性 相关 性 有 哪些 主要 性 质 ? 

答 容易 证 明 的 有 : | 

1) 零 向 量 是 线性 相关 的 . 含 零 向 量 的 向 量 组 也 是 线性 相关 


2) 单个 非 零 向 量 是 线性 无 关 的 . 

3) 设 向 量 组 wm 、… ,an《m 之 2), 则 它们 线性 相关 < 寺 坊 至少 存在 
一 个 向 量 , 它 可 以 由 其 余 向 量 线性 表 出 ， 

4) 向量 组 C7) 中 如 果 有 部 分 向 量 线性 相关 , 则 (了 一定 线 性 相 
关 “ > 
5) 向 量 组 (TD 线性 无 关 , 则 (的 任意 一 个 部 分 组 上 必 线 性 无 
ж. 

6) 何 量 组 ayra, 可 由 向 量 组 SS ‚В, 线性 表 出 ИЛ Qy... 

a, 线性 无 关 所 ->r 安 5， 

D 任意 ”十 1 个 n 维 向 量 必 线 性 相关 . 
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8) 两 个 线性 无 关 的 等 价 向 量 组 , 必 会 有 相同 个 数 的 向 量 . 

1406. P°={(Ceir sea d la E Р}. а= (aa saa) E P",i=1, 
2, m. l| а, а, ЗЕН E A'z=0 ARR, E А = 
laij) ахан €= LEs En). 

1407. Ў А = layaras a, ЯП RA, 分 别 为 4 的 行 
向 量 组 和 列 向 量 组 , 则 a... a, RERE ALEE, 
8, 线性 无 关 ;al，… 0, 线性 相关 所 > [А | =0<—=8,,.--,8, 线性 相 
з. 、 

证 由 第 1406 条 可 得 . 

1408. #8 а = (anst saisai rpi" aQ E PG= 1,2,5, 
m) 令 B= lansan) G=1.2, ,mm) 则 

1) Жау, 、… ,a 线性 相关 => En 线性 相关 ， 

2) 若 Ву, rba 线性 无 关 =>, ,an 线性 无 关 ， 

证 D 若 存 在 不 全 为 零 的 数 匡 ,… ,ls 使 La 十 … 十 iam 一 0， 
由 当然 有 58 十 … 十 DB。 一 0， 

2) 用 反 证 法 . Жб man 线性 相关 , 则 由 1) Bi，… s В. 也 
线性 相关 ,了 矛盾 - 

1409. Z A= (a, ЖФ а, €. P.G =1,2,- ni j= 1,2, 
эт). 若 4 有 一 个 子 式 不 等 于 零 , 则 此 于 式 所 在 行 ( 列 ) 向 量 组 

证 只 对 行 向 量 的 情况 进行 证 明 . DL A 的 行 向 量 组 为 ol, 
,0 MR- -IE В (а), Н 18 |520, 5 A= (ад. 242 
(z=1,2,-- L), 

H 1407 条 知 Ates 8, 线性 无 关 ;由 1408 条 知 a,so 线性 


Ж Easra 线性 无 关 , 令 C= (а) уха,» W C 中 至 少 有 一 
个 大 阶 子 式 不 等 于 0( 当 然 不 一 定 是 1B1). 


1410. 设 a= (а,, eryd, B= Chis S „5.), W а, 8 线性 相关 
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< 人 它们 对 应 的 分 量 或 比例 . 
Ж 车 a 与 8 的 对 应 分 量 不 成 比例 , 则 它们 一 定 线 性 无 关 ， 
1411. WMR а, 0,0, 线性 无 关 , 但 а, ,а„, 8 线性 相关 , 那 
два аа, 线性 表 出 , 且 表 示 法 唯一 ， 
证 由 假设 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 色 ，,… skari tE 
kya | Henan t kmn A=. 
Ф knp = 0, 0189 kia tH Ала, = 0, 可 证 到 一 … 一 和 一 0. 这 
与 假设 矛盾 , 故 2.70, FÆ 8 二 ai 十 … 十 lam， 其 中 
¿= — kil kmis = l 2sm. 
BR 2 PJH asesan 线性 表 出 . 
# В= а t 1а = s.a, + 5а, y i 
(I — s )a, ++ + (Z, — s, Ja, == 0. р 
由 2,… a, REBR. IB L =s (G= 1,2,1 т). MERA 


的 . 

1412. 设 a,…,am 线性 无 关 , 则 8 不 能 由 my，… a, 线性 表 
出 所 全 oa 8 线性 无 关 ， 

证 ME 显然 | 

必要 性 ”车 m,…，eu,8 线 性 相关 ,由 第 1411 条 , 则 8 可 由 
mi 和 am 线性 表 出 ,矛盾 . 


1413. apan ЄР, 
B,= (rairai ea), 7 一 ] ,2，… n. 


则 д! Хе , ñ, 线性 无 关 < 拓 之 al，… stn 互 不 相间 ‚ 


ñ, 
证 必要 性 2 4=|.: |. 
В, 


由 1407 ЖАА 1740. 另 一 方面 ,因为 14| 是 范 德 蒙 行列 式 , 于 是 
с Ga; — a) = 14| 关 0, 故 афа, 153. 


充分 性 ”上面 的 每 一 步 是 可 逆 的 . 
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1414. 什么 叫做 极 大 线性 无 关 组 ? 

* ”如 果 向 量 组 的 一 个 部 分 组 满足 

1) 此 部 分 组 线性 无 关 ， 

2) 原 向 景 组 每 个 向 量 都 可 由 这 个 部 分 组 线性 表 出 ， 

则 称 此 部 分 组 是 原 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 

Жж 向量 组 与 其 极 大 线性 无 关 组 是 等 价 的 . 

1415- ”一 个 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 是 否 唯 一 ? 

Ж 一般 不 唯一 . 比如 ,a 二 (0,0),8=0,0),7=(2,0), 则 8 
а, В, 的 极 大 线性 无 关 组 ;7 也 是 a,8,7 的 一 个 极 大 线性 无 关 
组 . 

Ж 中 一 个 向 量 组 有 多 个 极 大 线性 无 关 组 时 ,这 些 极 大 线性 
无 关 组 之 间 也 互相 等 价 . 

© 由 1405 条 知 两 个 极 大 线性 无 关 组 虽 可 不 同 ,但 它们 所 含 
向 量 的 个 数 相等 . 

1416. 什么 叫做 向 基 组 的 秩 ? 

€< 疝 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 , 称 为 向 
ЖН. 只 含 零 向 量 的 向 量 组 ,规定 它 的 秩 为 0. 

1427. ЖР" 中 所 有 向 量 组 成 的 向 量 组 的 秩 。 

A 1<,=(1,0,—-.0),,=(0,1,0,-,0), 6, (0,0, 
01,1)€P", 并 称 它们 为 维 标准 单位 向 晤 . 1407 条 可 以 证 明 它 
们 线性 无 关 . 并 且 Y аЄ P" 可 内 es 线性 表 出 . ҖЕ eye 是 
P" 所 有 向 量 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 , 故 秩 等 于 x. 

1418. iV EX P EREZIE], asahan AEV, 
H di" an 线性 无 关 ， 

(B... ЙӘ = (a A, (1) 
其 中 A= Ga), a s € P. # A= (ca. c). rR ci, c, DA 
У п 维 列 向 量 , 若 秩 A= k, Н ca it ca N суз c, 09 МВК 6 
性 无 关 组 , 则 | | 
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1) Ba ,Bu 是 8, ,PB, 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ; 
2) 08...80 = # А. 
证 1) 由 位 ) 式 知 
应 一 人 al An cll 2 ,5. (2) 
Q 先 证 By，… ,Ba 线性 无 闫 . 设 Ba 十 … 十 biBx 二 0， 那么 
0 =h Bat e +08 ” 
==, (e, G,)c t a 0 ) Cik 


= 《al purn , G, ) Chica tHe са). (3) 
PS Ql z, 线性 无 闫 ,出 (3) 式 知 
lica 4 са = 0. (4) 


ЖЕ Р" 中 ,ca 和 cx 线性 无 关 , 由 (4) 式 知 瑟 一 … 一 上 一 0 
@ 其 次 ,再 任 取 ñ € ovek ,那么 ci 可 由 care ;C4 线性 表 
Ю.Ш с = meate + mica 于 是 - 
B, == (ау, ,а„)с, 
= (Qq >an) (mica tHe + mica) 
=m (ms sap ca H та базу" a,)ca 
=m Б тт. 
ёк ОП), @ Я Ал. ‚Ва Асе P, 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， | 

2) 由 1) 即 得 穆 18 …,B) 一 一 秩 4， 

+ 这 解决 了 求 抽象 线性 空间 的 向 量 组 的 秩 的 问题 . 同 
时 还 把 求 极 大 线性 无 关 组 的 问题 转化 为 求 "中 一 个 向 量 组 的 极 
大 线性 无 关 组 的 问题 (而 这 是 已 知 的 ). 

1419. 8 户 (T) 一 6z 十 4z3 十 z 一 过 十 2 万 (zz) 一 4 十 2z2 十 
3r—4.f,(z2)= rt HAr gr — 162422, (x) 二 7x! 十 TX 一式 十 3， 
ЖЛ Ск), Sala), Р) ,f(z) 的 极 大 线性 无 关 组 . 

解 把 AORAR Pi;Lzj] 中 元 素 , 取 P,[ z ]R —#R 3 1,2, 


3 
z |= | =" , BE Z. 
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6 1 1 Т \ 
4 0 4 1 | 
(fi. fo fa ЛӘ = (l,z,z="°*,z3 zt] 1 2 --9 0 i O) 
==] 3 ——16 = 
| 2 —4 22 3 | 
Е 
6] Í 1 f 1 7) 
4 | о 4 1 
C= 一 | 2|,C,= | —9 |,С,= , 
| 3 一 16 ШИ 
一 4 22 31 


可 求 出 А 个 极 大 线性 无 关 组 为 Cs,C; ,Cs 于 是 (1) 
式 中 相应 的 Р(х), f. (z), f(t) 为 Af (z), Р (ж), / 5 (а), £, (ә 


一 个 极 大 线性 无 关 组 . 
1420. #8 
А=|, ahal 中 c-|， 
| 


为 线性 空间 Rs 的 5 个 向 量 , 求 它们 的 秩 ， 
解 取 Eu, Ë); ‚Ёд ‚Ёз R?”: 的 一 组 基 , 那 么 


1 Ж. я Í 
Е : | 一 3 0 二 1 
(A,B.C,D,F)= (E, , Bn, Es, Ea) s 
1 7 2 5 
v 4 2 11 0 6 
0 3 1 23 
‚„|—1 3 0 一 ! || Кее ы: А 
而 秩 ==3, 所 以 向 量 组 4,B,C,D, 的 秩 
2 T 2 5 
4 2 14 0 02 
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等 于 3. 
1421. asea 是 一 组 线性 无 关 的 向 量 , 忆 = > aya (i= 


1.2," r), А = (а)... WI) 
Вз h, АЕ < | A|=0. 
Ж 由 假设 可 知 (8 p= Со, 6-а.) А’. 由 1418 条 知 P21，…， 
B, RETRE Rih) =н 0 A'=+-<—> А |560. 
1422. 设 wayos 69, 0 а taata a аз 也 线性 
无 关 . 
证 5 B. =a ta, p= аз, R, =a +a, ЭА 


1 O 1 
азаздан 1 


0 1 1 
1 0 1 | 
яя 1 0| =2#0, 9 8 1421 条 知 Ahr 8, 线性 无 关 . 
0 1 1 


1423. 8 ma: KRH r W a... ,a 中 和 任意 -个 线性 无 
关 的 向 量 都 构成 它 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 

证 i anse, 为 和,… ,a 中 一 个 线性 无 关 的 向 量 组 .Ya 
Є {assa} , 则 ад, Q, a, 一 定 线性 相关 … 由 1411 条 知 a; 可 由 
aittai, 线性 表 出 ， | | 

1424. ikana ргә, yo 是 ao 中 的 -个 
HE ER а, еа, 中 每 个 向 量 都 可 被 它们 线性 表 出 , 则 a, 
а, 是 азза, 的 - -个 极 大 线性 无 关 组 . 

证 由 假设 可 知 аз `" a, 可 由 @ s ts Gi, 线性 表 出 ,但 а, 
和 az 可 由 а, ,a 线性 表 出 是 显然 的 ,从 而 彼此 等 价 . 那么 
š ЖЕ (аг, за у= Ж {ауе a, Y=. 
Qi зо 线性 无 关 . 
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1425. ”如 果 向 量 组 ( I ) 可 以 几 向 基 组 ( 工 ) 线 性 表 出 ,那么 
《ID) 的 雁 不 超过 (CE DU EE. 

证 MARA ( 1 ) 的 穆 为 无 穷 时 ,结论 显然 成 立 . 当 秩 Ci ) 
二 m 时 ,由 假设 (1 ) 的 极 大 线性 无 关 组 也 可 由 (上 ) 的 极 大 线性 无 
关 组 线性 表 出 ,那么 由 1405 条 之 6) 可 证 秩 ( 1 )<<m= ФСТ). 

Ж 由 此 可 知 等 价 的 向 量 组 具有 相同 的 秩 . 

1426. аа, "~ ,0,ЄР",п 维 标准 单位 向 量 е = (1,0, -, 
0) ,5 一 《0,0,… ,1) 可 被 它们 线性 表 出 Д] а, ，,… ,a 线性 无 关 . 

证 assa, ШХГ eisten 线性 表 出 “又 se 可 被 
atoa, 线性 表 出 ,从 而 它们 等 价 ,于 是 由 1425 条 的 注 知 

Ф (ар, a = Ж {а,в} =n. 

即 知 mm +, a, 线性 无 关 . 

Ж (Q 这 个 命题 的 道 命题 也 是 对 的 . 

D 在 抽象 的 x 维 线性 空间 V 中 ,此 命题 可 改 为 : 设 8,,… 8, 
为 V 的 一 组 基 ,a,…,a.EV, 上 且 Bi 可 Tas, a 线性 表 
出 , 则 a,…,a, 也 是 7 的 一 组 基 . 

@ 也 可 改 述 为 : 设 Qs. > G, 是 线性 空间 Үң-- л 维 向 量 ， 
则 aa, 线性 无 关 <->Y 中 任 --n 维 向 量 都 可 被 它们 线性 表 
H. 

1427. Ёа, а, Bj ар, аатта, 有 相同 的 秩 , 则 
CREET. Б] e a, a s". a, 等 价 . | 

证 К-Ж, а, a, 是 me 的 一 个 极 大 线性 无 
Э, А В (азе, от Е {оре a aii a ооа 
也 是 a ya aaa (Ús уа, 的 一 个 极 大 线性 无 闫 组 . 六 1 
за, Бу а, a, АЕО ооа, 与 ac 等 价 . 由 传递 性 ,w， 
а, 5 aj... ,a 等 价 . 

1428. Ў В, = а, а +. Tda, 8, =a Ба + da, 8, = 
atat ау, IJ 
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Do fpe ‚В, 与 a;,…,a, 有 相同 的 秩 ; 
2) war 的 任意 一 个 极 大 线 人 性 无 关 组 也 是 a a, Bi， 
p 的 极 大 线性 无 关 组 . 
证 D 由 假设 知 poep, 可 由 ai,… ,a; 线性 表 出 . 但 是 
B, A.A + B, КЕС 十 … 十 a,)， 


а |04 ** Жа, = — 5 ++ - +8, Jy (1) 
用 (1) 式 减 去 假设 的 每 一 а 可 得 
та T At ha: 1, ? 


| az =at r 4 


sokl t 
км 


期 ascesa, 也 可 直 Д,,---,8, 线性 表 出 ,从 布 它 们 等 价 . 第 1425 
Ж, 8... 0. == kla a Kr | 
2) H DA assa, j as" a, B. B, 等 价 ,由 1427 条 证 
ВЕРЕ ау, ‚а, 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 就 是 a ，… ,a ,PB ,… ,1 
的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 
1429. 设 向 量 组 way,… ,a 中心 关 0 且 每 个 (i 二 2,3,…， 
5) 都 不 能 由 a ,as，… о; RIER Н, Л а, ,a,,… ,a, 线性 无 关 . 
Ш ЖБИ. 如 果 а, ,a 线性 相关 , 郑 么 有 不 全 为 零 的 
ËR... l ok, $E 
kig ёза А-А, = 0. (1) 
从 在 至 左 , 设 第 … 个 不 为 零 的 数 是 ko Ú А = 0, (105 
为 
ka, а, t e tkam. 
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a= 0, Bf Lj 1561 ‚Ж 


k Ë А 
а= — POTE” и 局 
即 а; 可 由 ou 线性 表 出 ,此 与 题 设 矛盾 š 所 以 CIELI ss 


线性 无 关 . 
1430. ШЖ filr), Ja), Ў, NV EREE P[xj 中 三 个 五 
素 的 多 项 式 ,但 是 其 中 任意 两 个 都 不 互 素 ,那么 它们 线性 无 关 . 
证 用 反 证 法 . 如 果 它 们 线性 相关 , 即 存在 不 全 为 零 的 数 捉 ， 
kË, ;上 ;使 
k Сх) БА, Ў, (2) +2, f, r) 50. 
不 妨 设 А320, Hl 


Лю = Ла-Ла). 
1 1 


此 式 说 明 7, Сх), Р Сав КАРЧ Ж f. (т) НА. 
СР С), Ў, Са) fala) = (fr), f, (z)). 
ШС Ск), f,Cz),f,(z))=1 K (f,(z), f, (000951 3 8 , Bi 1 
Ў, Сх), falt), fL DREA . 
1431. 如 果 向 量 8 可 以 由 向 量 组 wm ,cz,…,a 线性 表 出 , 那 
么 表示 法 崔 一 <=>am ,es，,… a, 线性 无 关 . 
证 1 
В = 6,0, tka t + La,. (1) 
必要 性 ”用 反 证 法 . 如 果 ,a;,…,at 线性 相关 , 则 存在 不 
全 为 零 的 数 1 L ,使 
Za 十 laaz 十 … 十 Za 一 0， (2) 
CDC): P= tdia H (h, +L )a, Б (hk tda B) 
ERG), (D, BF LG 1, n REA О.И 8 # B sh AS 66 
表示 法 ,此 与 表示 法 的 唯一 性 矛盾 . Masa, 线性 无 关 . 
充分 性 1411 条 已 证 . ә 
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1432. É ma ++ ,Qn 线性 无 关 , 则 а a; a, Баз, s ami 
+а,,а„ ta 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 m 为 奇数 . 
证 © A =a Ha, h= аз s Bami = Ami F Em s Bm = Am H 
ma, 由 题 设 得 (8 ,Bas s Bm) = Car, ay anA ER 
l 0 жез | 


оре 
=s < ¿Ü 
tO 1 L 8 
按 第 -- 行 展开 ， 
aa Do тар; 
[41=1+ (0—1) =l m 为 偶数 ， 
由 第 1421 ЖЯ ,Pf,，… ,PB 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 14| 关 0， 
即 m 为 奇数 . 
1433. 设 问 量 组 a ,Qs,… ,a 线性 相关 ,但 其 中 任意 六 一 1 
个 向 量 都 线性 无 关 , 则 


1) 等 式 Аа +0, Аа = 0 Ф 6 G=, ,m) 或 
者 全 为 0, 或 者 全 不 为 0. 


2) 当 存 在 两 个 等 式 
kia Hra, + +Ë, = 0, (1) 
hiar 1а, He 1а, 0, (2) 
ЕЧ 1550 时 ,《1),(2) 的 对 应 系数 成 比例 ; 
4 名 
ly 


证 1) :4А,(т=1,--,т)@% 0 PF. ИНУ. 以 下 设 
有 一 个 名 不 等 于 0,; 不 失 - 一 般 性 , 设 2.560. 此 时 其 余 的 k(t=2, 


…,m) 都 不 为 0. 因 若 有 某 个 太一 0, 则 等 式 化 为 > ka= 9 
0) ,于 是 这 疡 一 1 个 向 量 线性 相关 ,此 与 题 设 矛 盾 , 
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2) 由 于 开关 0, 由 DAt sln ЖА 0. 如果 ¿G = 
mm) 全 为 0, 那么 结论 成 立 . 否则 名 全 不 为 0,4;X (1) 一 kX (2), 得 
0 e at Ciko а + (dk — kln) a = 0. 
由 1), 因 om 的 系数 为 0, 所 以 e... a, 的 系数 全 为 0， 


Вр а kilns 
ki oka п Вы 
i L 4 pa 


1434. 求 向 量 组 а = (1, —2,2,3),а = (— 2,4, — 1,3), 
0 二 (一 1,2,0,3) ,2 二 (0,6,2,3),as 二 (2, 一 6,3,4) 的 一 个 极 大 无 


关 组 . 
解 ] (初等 变换 法 ) 以 0,05 +934, ›0;5 X 3] fE $E ВЕ A X Ай 
行 初等 行 变换 化 为 阶梯 型 矩阵 B: 
1-2 =i 0 2 1—2 ~l 0 2 
—2 4 2 6 —6 0 3 2 2 一 ] 
А= — =B. 
2, =] 0 2 3 0 0 et ==] 
3 3 3 3 4 0 0 0 0 0 


H B nj ,ау,а;,ауа, 0599450 + Q, y Gs š Q) s Gs > as 均 为 原 向 量 组 的 极 
大 无 关 组 . 

注 用 这 种 方法 可 以 找 向 量 间 的 全 部 极 大 无 关 组 . 

#2 FADARE 4 的 4 阶 子 式 均 为 0, 而 3 阶 子 式 


1 —1 0 
— 2 6|=—12⁄0, 
2 0 2 


所 以 mao 为 一 极 大 无 关 组 ， 

Жз (和 逐一 扩充 法 ) 因 ауз©®0, ТД а, 线性 无 关 , 又 因 оза, 对 
应 俩 量 不 成 比例 , 故 wm ,es RELE. El aaa 线性 相关 (这 可 
由 asaza, PERIERE AR 3 阶 子 式 为 0 看 出 ), 所 以 о, 不 收 
№. 再 观察 wm ,azya, 由 于 avazyo ЕНЕ РЕЖ ЗЕ ЗЕ з 阶 子 


672 第 十 九 章 ”线性 空间 


式 , 所 以 ara, e, 线性 无 关 , 又 因 araa as 线性 相关 ,所 以 mm， 
а, e, 为 -一 极 大 无 关 组 . 

1435. 证 明 :向 量 组 的 任何 一 个 线性 无 关 组 都 可 以 扩充 成 一 
个 极 大 线性 无 关 组 . 

证 设 w 维 向 量 组 (1 ) 中 一 个 线性 无 关 组 ( 卫 ):o аза, 
如 果 ( 工 ) 中 每 个 向 量 可 经 CE) 线性 表 出 , 则 (CI 工 ) 为 (I) 的 一 个 极 
大 无 关 组 ,否则 至 少 有 一 个 向 量 aE€ (1 ) 不 能 自 ( 1 ) 线 性 表 出 ， 
将 e 添 到 (和 ) 中 成 为 向 量 组 (下 ), 则 (下 ) 中 向 量 是 线性 无 关 的 ， 
这 样 继续 下 去 ,经 过 有 限 步 (不 大 于 交 后 ,向 有 量 组 (下 ) 即 可 扩充 为 
(1 ) 的 - :个 极 大 无 关 组 . 

1436. BEH а az， san 线性 无 关 ,o saan 8,У ZË 
性 相关 . 证 明 : 或 者 8 与 7 中 至 少 有 -一 个 可 由 ,as，,… ,0 线性 表 
出 ,或 者 ayaz ant 与 ara, ,0ms7 等 价 ， 

证 因 aist sAm BT 线性 相关 ,所 以 存在 不 全 为 零 的 数 А\, 
天使 

Ret 十 ka 二 B82 二 c=0. 
显然 ,b,c 不 全 为 0, 否则 与 和 ，… ,an 线性 无 关 矛 盾 . 4 550 ,с = 0 
时 ,8 可 由 а, ,ww 线性 表 出 ; 当 上 = 二 0,c 关 0 时 ,Y 可 由 a... e, 
线性 表 出 ; 当 4&8 关 0,c 关 898 时 ,PP 可 由 四 ,ay 线性 表 出 ,7 可 由 
ауу, z, 线性 表 出 ,因而 ,а,,.8 Б а,б a, Y 等 价 . 

1437. Ё а;,а,, а. ЄР" HRES, Ao, Aas,…, Аа, 
RETES 0А) =п. 其 中 4 是 数 域 EÉ n> n рр. 

证 5 8= (0,4, :--,0,). 因 a ，…,a, BEE, ABIE 
0. 

必要 性 ” 设 Aas, Да, 线性 无 关 , 即 

[CAm ,~ Аа„) | = [| А<ау, ,0,) [= [АВ = A| [8120.4 
ЯРДА [550, ERCA) =n. 

РЕ ИСА) = п, А |520, ART 
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(Aa s Aa) |= (АВ = |4 |18150. 
所 以 Aa, Даз, "~", Да, 线性 无 关 - 

1438. BEH ma ,ex 的 秩 为 ,在 其 中 任 取 m ZF Fl 
1 o; ,а1,, +" Qin ЖЖ (ос, a... Qin ШЕ + т—5. 

证 H aisan sain RA t, АРЕ — 18 K X. 28 B Cë + 
个 向 量 ) 扩 充 为 a,…,a 的 一 个 极 大 无 关 组 ( 含 r 个 向 量 ). 因此 
扩充 的 线性 无 关 疝 量 的 个 数 为 > 一 上 因 mw 除 向 量 组 ca ，…， 
ain 外 ,还 有 * 一 个 商量, 因此 ,一 8 一 产 , 即 ft 之 7 十 一 s$. 

1439. RA nti 个 人 及 供 他 们 读 的 种 小 册子 ;假定 每 人 至 
少 读 了 一 本 , 则 这 z 十 1 个 人 中 必 存 在 甲 、 乙 两 组 人 , 甲 组 人 读 过 的 
小 册子 的 种 类 与 乙 组 人 读 过 的 小 册子 的 种 类 相同 . 

证 将 这 nt 种 小 册子 依次 编号 , 设 第 i 个 人 为 ai, 于 是 

а= (ai Gi, ai) i=l, 2 nn 十 1 ,其 中 
一 0” RER ARN юлт 

1， ”表示 第 : 人 读 过 第 了 种 小 册子 . 

由 于 十 1 个 维 向 量 必 线 性 相关 ,所 以 a oz "за, ВЕН 

Ж. 中 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 ГИ. 
kjai tka А БА, тау = 0. (1) 

因 а, 的 分 量 非 0 即 І. ЯТ 有 GG 二 1,…,n 十 1) 中 必 有 正 有 人 负 ， 
RHOD P k =0 的 项 ,不 失 一 般 性 , 设 А.-т kD Osko С 
0 0+5 +1). 再 将 负 项 移 至 等 号 右边 ,于 是 (1) 式 为 

В= а + а = kaqa hama (2) 
其 中 8= r Tr sn) 0220, ја 1,2605. 

令 甲 组 人 为 mw 2,8 А asi ,a4 

当 zx 之 0 时 ,说 明 甲 . 乙 两 组 人 中 都 有 人 读 过 第 ; 种 小 册子 . 
当 zi 一 0 时 ,说 明 甲 . 乙 两 组 人 无 人 读 过 第 了 种 小 册子 . 总 之 , 甲 、 
乙 两 组 人 读 过 的 小 册子 的 种 类 相间 . 


2 
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=. 基 、 维 数 与 坐标 

1440. 什么 叫做 线性 空间 的 基 与 维 数 ? 

答 ШЕ Р 上 的 线性 空间 V 有 ?个 线性 无 关 的 向 量 a 
xs， 而且 了 中 每 个 癌 量 都 可 由 它们 线性 表 出 ,那么 称 这 组 朵 
量 为 了 的 一 组 基 ( 基 底 ), Ш аа, "а, 生成 (或 张 成 7 线性 空 
H V. aata, 为 下 的 一 组 生成 元 . 基 中 所 含 向 量 的 个 数 n 称 
为 V 的 维 数 , 记 作 dimV =n RIEV) =n. У 为 n 维 线性 空间 . 

ШЖ V 中 有 任意 多 个 线性 元 关 的 向 量 ,那么 称 V 为 无 限 维 线 
性 室 间 , 记 为 dmV =œ. WR V = (0), BE Z 8 V 是 零 维 的 , 记 为 
dimV = 0. | 
+ а 线性 空间 的 基 , 实 际 上 就 是 Y 的 一 个 极 大 线性 无 

D 一 个 线性 空间 有 一 组 基 o o a, А (а), lAl 
天 0 时 , 令 А== (с, сд, Н сү, не ,с„ 为 4 ЈА Е, % 8, = 
Caaan) (т=1.2,+®,п), ЕҢ Ж 1418 条 知 PF.,… ,PB, 也 是 
V 的 一 组 基 . 由 此 可 知 V 的 基 不 是 唯一 的 . 

D 两 组 基 之 间 是 互相 等 价 的 ,因为 向 量 组 的 两 个 极 大 线性 无 
关 组 是 互相 等 价 的 . 

1441. 几 类 重要 的 线性 空间 的 维 数 与 基 是 什么 ? 

E 1) 数 域 尸 看 成 自身 上 的 线性 空间 , 则 1 是 它 的 一 组 基 ， 
dimP=1. 

2) 复数 域 C 看 成 实数 域 R 上 的 线性 空间 ,1,i 是 C 的 一 组 
基 ,dimC 一 2， i 

3) 实数 域 尺 看 成 有 理 数 域 Q@ 上 线性 空间 , 则 ding = ос. Ф 
实 上 ,1,r,m:,… 是 组 性 无 关 的 ， 因为 如 果 ] m" 线性 相关 
的 话 , 那 么 7 是 代数 数 了 ,而 x 是 超越 数 . 故 对 .- 切 自然 数 ”向 
RH lrer 都 线性 无 关 , 由 的 任意 性 , 故 dim R = оо. 

4) 全 体 正 实数 R, EX aDh=ab,k ° аа, RtH R EW 


= 基 , 维 数 与 生 标 675 


) 维 线性 空间 . 任何 -个 非 零 向 量 都 是 其 -- 组 基 . 因 1 是 其 零 疝 
量 , 取 定 BE Rt,82Z1,V aC Rt (0521), H a= p = орз a * 8, 
RI a 可 由 8 线性 表 出 ,所 以 基 1 67. 

5) 数 域 PP 上 的 全 体 有 元 数组 构成 的 线性 空间 P” Жон ЯЕ, 
є = (1, О, ..,0) ,е, = (0, 1,0,+.6,0),* "эк== (0, + .,0, 1) 是 其 一 组 
Æ. 

6) п 元 齐 次 线性 方程 组 АХ=0 (А H mX n ЖЕЕ, (А)= 
的 解 空 间 是 x 一 r 维 的 ,其 基础 解 系 是 它 上 上 的 一 组 基 ， 

7) 元 素 属 于 数 域 P BJ m > x EREE PRERE mn. 
以 ERRE ÍR j 列 元 素 为 1, 其 余 元 素 为 0 { тхо 矩阵 ,网 

Е,, (== 1,2,9" mj 1,2," п) 

为 Рт) — 32. | 

8) 实数 域 上 全 体 ЗЕ EKHE БЕ Ж) НУ £ Fk ЖЕ [a] Е 
TOLD ЕЕ 10 п) Ж. 

9) 实数 域 上 全 体 n БЕН БЕЛЕ pR. AI ERTE Z BA ЕЙ Ж 
"тс. E,— E, 5<;< j<n) AAt. 

10) ZAR F £ k z 8 F = жанна S Rn Es 


"чл Еул) R 3 . 


11) 全 体形 如 [yy | ЄР?" ВЕ (X, 为 rXr РЕ 


成 的 线性 空间 , 因 零 块 有 r Cn — r) 3 ВТМ ВНЕ ЭЕ [Н] О ЖЕ Ж 
п к(п к). E, G<r,jS<rii2>r,j=1,2, ,nn) 为 一 组 要. 

12) ЖЖ ACP "НА trA=0 (А Й ОНЯ РЕНО 
БРЕ Н] ПЕ SE RL (п? — н) + (0-1) п —1, К, К — E Ен, 
1 一 1,2,… 和 为 一 组 基 . 

13) ЖЖ л 的 一 元 多 项 式 的 全 体 加 上 零 多 项 式 构成 的 线 
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性 空间 PJ 的 维 数 是 n BL lrer H-A. 

14) 线性 空间 W— (f(z)| f(z)€ R(z2, Н /(1)=0} e @ 
Ж п—1. Hel antl el 是 W E. 

15) EER P E m 元 n 次 齐 次 多 项 式 
fruit әл) = 5; аьа rss m. (В 为 正 整 数 ) 


hrs =n 


和 等 多 项 式 构 成 的 线性 空间 的 维 数 是 
Cn 二 1)Cnt2)*… tn 十 zm 一 1) 
(m—1)! i 
mirin СОЈА п) 35. 事实 上 ,上 述 向 量 组 线性 无 


关 是 显然 的 , 它 的 个 数 实 际 上 是 从 m 种 元 素 中 每 次 取 Кос 
有 重复 的 组 合 数 , 妇 (zi 十 zi 十 … 十 Tw)" 展开 后 不 同类 的 项 数 ， 


1 十 2) 二 7m 一 1) 
C “Сега rt ани Ст 二 1 I sans ай 


16) 分 量 属于 复数 域 的 全 体 ”元 数组 构成 实数 域 丸 上 的 线性 
空间 的 维 数 是 2n e = (1,0, 0)，8 一 (0, 1 0 0) en 一 (0， 
Юр G0, 0) 9 СО, 7, 06,0), СО, 6,1) 为 一 组 
EC 为 虚数 单位 )， 

17) 线性 空间 Y 中 个 向 量 生成 的 子 空间 L(y,… ,an) 的 维 
. 数 等 于 a，… ,en ВУК, о, ,as 的 仔 一 个 极 大 光 关 组 都 是 La, 
50,0.) 0—2. 

1442. V 为 矩阵 4 的 实 系 数 多 项 式 的 爹 体 构成 的 线性 空 
bu. R V 的 维 数 及 一 组 基 , 其 中 


1 0 0 
4 Е mg) == ——m 


о вш 7 
0 0 w 


解 因为 0 一 二 3: 


2 ? aa 一 1 ,所 以 
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15 п==3Ё; 
= w, n=3k-+1; 


a, n=3k+2. 
从 而 
1 0 0] |: п == ЗЁ{ 
A2=]0 a ?| Аз=Е, А"= A, n=3k+1; 
0 0 w |А, n=3k+2. 


设 k Ak Atk E=0,13 
kit ko+k:=0, 
wk takk = 0, u 
wk Hoke + h; = 0. 


因 系 数 行列 式 不 为 零 , 所 以 方程 组 (1 只 有 零 解 :局 一 已 一 太一 0. 
说 明 EA A 线性 无 关 . 由 于 4 的 实 系 数 多 项 式 F(4) 是 E.A, 
А? 的 线性 组 合 , 所 以 V 的 维 数 是 3.E, A,A 是 V 的 一 组 基 . 

1443. V ЖШ EE A 的 实 系 数 多 项 式 的 全 体 构 成 的 线性 空 
闻 , 求 其 维 数 和 一 组 基 ,其 中 


а, 0 
а; 
А= : t aza, (2252), a, € R. 
0 a, 
Ж ЖЪЕХГЕ ҖЕ А, 
at о 
Q; 


A: = .. ERE Tk At +b, AL 1) 


0 а, 


AEE, EREKSI, 
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Poria 1 一 1， 
ko ki ТУ? Ё,_| r 1= $, 
| ++#үа„-+ + + a a; (5 
есе и? 
(2) 式 的 系数 行列 式 D 是 范 德 蒙 行列 式 , 故 
D= |] ‹ау—а,)550. 


所 以 方程 组 有 了 唯一 解 如 ,久光 -这 就 证 明了 (1)- 
8 
ko” HRAT tk 1141 一 0， (3) 

(3) 式 为 (2) 式 右 端 为 零 的 情形 . TF |D]20,5F U RA E.L, 
二 起 二 … 二 名, 二 0; 说 明 忆 ,4,…、A"-! 线 性 无 关 . 

由 于 4 的 实 系数 多 项 式 f(4) 是 上 ,A ,A?,…,A"-! 的 线性 组 
合 , 所 以 dim V =n, E, A,A, 4 为 一 组 基 ， 

1444. 闭 区 间 Ce .563 上 的 连续 实 值 水 数 的 全 体 构成 的 线性 空 
H] CL[a, 刀 是 无 限 维 的 . 

证 因为 对 于 任意 的 正 整数 ,1,x, zx?， r ECla bh ER 
性 无 关 的 ,所 以 Cra ,的 是 无 限 维 的 . 

1445. V 为 全 体 与 4 可 交换 的 矩阵 构成 的 数 域 RR 上 的 线性 


1 0 O 
空间 , 求 其 维 数 和 - -组 基 , 其 中 4 一 |0 
3 1 2] 
Ж, ж, шу 
W Шо B= <. z z| W AB- BA f nmorao, 
Ty Xy tə 
£= L ta H Tos r = 3—05 Hra X £st Zaa Ts r, 这 五 


个 自由 未 知 量 依次 令 为 1,0,0,0,0;0,1,0,0,050,0,1,0,0;0,0， 
0,1,0;0,0,0,0,1, 可 得 到 V 中 五 个 线性 无 关 的 矩阵 : 
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[1 0 о 0 10 
В бб Ер о o|, 
bea ag 0 to 一 3 0 

ооо 0 оо 
s= 1 0 о, Bo 1 ol, 
—1 0 0] 0 —1 0 
0 0 O 
В;=|0 0 ol 
É i 


bn b: 0 
现 对 任意 BEV, A B= ba bz 0 
Oy ӧз by 
В=ь.В, +5,,В, +bn Bs + beB, +b Bs. 
所 以 dim V =5, В,,8,, В,,В,, В; 为 一 组 基 . 

1446. ЖУ 为 数 域 P 上 的 线性 空间 ,V 为 从 V PIER mT 
元 素 组 成 的 疝 量 (ooz, co) 的 集合 . 

1) 按 向 量 的 加 法 和 数 缘 运算 ,Y 为 P 上 的 线性 空间 ; 

2) 4 V 是 无 限 维 时 ,V 也 是 无 限 维 ; 

D HV An RY 的 维 数 和 一 组 基 . 

证 1) “0==(0,…,0)EV, А.У 非 空 . 另外 ,Y 关于 加 法 和 数 
乘 运算 封闭 , 且 满 足 定义 中 的 8 条 规则 ,所 以 站 是 域 已 上 的 线性 
空间 . | 

2) 33 V EARE R A bin 为 V 的 n 个 线性 无 关 的 
ERE л =(8,,0,--,0) G= 1,2,-- n), Йә, 9, 线性 天 
关 . 由 的 任意 性 知 ,V 有 任意 个 线性 无 关 的 向 量 , 即 站 是 无 限 维 
的 . 

3) 4 dimV =n, B| #19 dimV = mn. 

事实 上 , 设 s.s ss E, 为 了 的 一 组 基 . 令 7 = Се, ,0, 0)， 


' 易 得 
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= 00,0) 7 = {0,8), ;=1,2,- n, WIDE >x n + 
向 量 均线 性 无 关 . 
V а== (airar am) E V | а= Я 
所 以 
Сау ,oa tran) = (УА А X>, e kS 5 


i= гт 1 


= Ñ kale 0.0) Dsl0s eye 0 十 …- 
2, 


t=] 


я 5 20.00," ©) 


> kahi: T Staat = Yana 


即 а 可 由 这 mn 个 向 量 т, Сата j=l т) ak Hi, rr 

TE V 的 一 组 基 ,dimYV = mn. | 
1447. 1,(ж—а),(х—а)',=.,(х—а)* Ca 天 0) 是 线性 空 

їн] Perl, 的 一 组 基 . 
证 (1,(=—а), ~ 


' 
1 э 


Мм 


{x 一 a 1}={1s 并 x “TA, 


i 
其 中 А= .. - H 1,z,z2,... i Rk Р(х], 的 一 组 基 ， 


0 1 
141 二 1 关 0, 由 第 1418 条 ,1, (rz 一 ac) (х--а)" :线性 无 关 , 所 
以 是 P 的 另 一 组 基 . 
1448. 什么 叫做 向 量 的 坐标 ? 
答 I V 是 数 域 P 上 4 维 线 性 空间 ,ay,…,a, 为 V 的 一 组 
基 . 设 BEV, 则 


6; 
В = ёа Hha, + А Ë. a. == (а, | : | ' 
Ë 
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P ktk) 9 B ТЕА ana, 下 的 坐标 . 

Ж Е-е 8, Аж КЕЕ 2 Л]. 

D 同一 个 有 8, 当 基 &,… ,a НЕЛЕ ЕТ, А ЕК Л а]. Е 
如 V 的 一 组 基 为 a;,as,a;; 令 

В= а + За, 十 5as， 
那么 8 在 基 ayaz:a 下 的 坐标 为 (1,3,5) ,而 8 在 yasyayr 下 的 举 
标 为 (1,5,3)， 

(Ф 这 里 的 坐标 概念 是 解析 几何 中 坐标 概念 的 推广 . 在 平面 
解析 几何 中 ,相当 于 取 基 el 二 (1,0) ,es 二 (0,1), 在 空间 解析 几何 
E TRIE = (1.0.0),%— (0,1,0),7,—= (0,0,1). 而 代数 
中 是 把 它们 抽象 化 ,并 把 上 述 情 形 作为 特例 .VY 中 的 基 a ,…,e, 相 
当 于 建立 -- 个 坐标 系 .有 的 坐标 (有 有)E PP 相当 于 有 在 党 
标 系 a,… ,a, 下 的 坐标 ， 

1449. ТРАЦИ EE? 

答 AREF 维 线性 空间 V 的 两 组 基 之 闻 的 变换 
公式 .下面 给 出 定义 ， 

ота, 与 Ba 8, 9 У 的 两 组 其 ,那么 

В.х= (ау, aca  #=1,2,з®п. (1) 
其 中 


а 
ау; 
c = М , акЄ Р, k=l, 2, e,n. 


pa 
把 (1) 式 改写 为 
(Br В,) = (a 0) А. (2) 
其 中 A= (а,,), (c = e, € P, WARE aa ЖД, 
e a 的 过 滤 算 阵 , 并 称 (2) 为 基 变 换 公 式 . 
Ф 心 由 第 1418 条 知 |4| 取 0, 即 4 为 可 递 矩阵 , 
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@ 由 (2) 式 知 
《ao 一 《人 4， (3) 

BDA 1389388... 8, Fl асе, 的 过 渡 矩 阵 ， 

(9) Жа, z, 到 Ж ИШҮ: ре А, H 92 iH t$ 4 B, 
ТЕЖ ao 下 的 坐标 (17? 即 可 . 

1450. 什么 吓 坐 标 变换 公式 ? 

Ж ба, 0, 与 户 ,…,p, 为 线性 空间 V 的 两 组 基 , 由 基 
ayy san 到 基 Bise pn MIIE RE А. 向 量 了 在 基 оа, 下 
坐标 为 (zi,…,z。), 设 Y 在 基 8,5,0, КЕЙН Су, езу, BB 


Z 
2} 
| o 
Ta 
公式 (1) 称 为 坐标 变换 公 
1451. йаа, š SE V AE. 
1) =e s p= ta pa Saa ' Te, 也 是 站 的 一 组 
Ж; 
2) 当 向 量 a 在 mw ,…… a, 下 的 坐标 为 (n,n 一 1,… ,2,1) 时 , 求 а 
ЖЕ Аз, ТВА. | 
证 1) [N 2900... .8.)= (а, a.) A, Н 


1 ... i 
0 1 


|А|=1. H 1418 条 知 8,,…,p, 线性 无 关 ,从 而 为 了 的 :- 组 基 . 
`2) W а F В, ---, B, 下 坐标 为 (x)，… эл» 由 坐标 变换 公 SIRAN 


A= 
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ll 


K 2—1 0 1 
ч п— 1 п— ] 
x; > zld | 下 
. 1=A = Lj p= 
i 2 2 
А 0 1 1 
Е 1 1 


1452. 1) 多项式 
f,(z)= (z=—a)(r—a,)--*(r—a- (ra (z—a,) (1, 
2 ,.n) 
是 РСх), 的 一 组 基 ,其 中 aa GAE 

2) Жаа‘ sa, 是 全 体 КВА, ЖНА 1,z,- zU 158] 


基 Sirdis У, ЧЕЖЕ. 
u 1) 设 
АТА, Th. f.=0, (1) 
令 z 一 ai 代入 (1) ,得 falai) = fala) = ў, (ај) = 0, Ў (аз) 


0, 所 以 А = 0. IEE, ,2y Я a... а, 代入 (1) ,可 得 已 三 如 一 … 一 
k,=0. 因此 万 ,…, 态 线性 无 关 , 从 而 是 POA 的 一 组 基 . 

2) 因为 aar за, 是 全 体 n 次 单位 根 1,Е,Е2, el, 
所 以 
ж*—1=(х—а,)(т—а;)++(х—а„)=(х—1)(х—&)#+(хжх—Е"7}). 


故 


h= etl grtet ta, 
1 
f= 


Do ........................ ан офи 


f= 01 setr ета а). 


ха, ЕЕ 


TE ET 9) Л a ‚Ў, 的 过 渡 和 矩阵 为 
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1 € E 
1 1 1 … 1 
1453. 在 Pr, 中 , 求 由 基 1 十 zz 十 zzz 到 基 1,z 一 zz 
十 x ІЯ Е. 
解 ” 因 为 1,x,x? 5 РСх]; 的 基 , 所 以 
1 0 O 
посао 1 u (1) 


0 1 1 
于 是 
1 00 
1 —1 1 


(1.z.z22)=(1+z,r+z',z2)A l= 二 rr Yr) 


(2) 
又 
| 1 0 0 
(1,z=—x2,z=+z2)=(1,z,z2)| 0 1 | аон (3) 
a = 
将 (2) 代 入 (3) 得 
(1,2—2,5) = (14х24, хәА\В 
А 1 0 0 
е 1 中 
1 一 2 0 
1 0 0 
suc- ~: 1 онлаин. 
—2 0 


1 
1454. 已 知 
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&€=(1,1,1,1), ` m= (1,2,3,.1), 
&=(1,1,—1,— 1), P= (2,1,0,1), 
s=(1,—1,1,—1), m= (1,—1,0,—1), 
g=(1,—1,—1,1), 加 二 (2,1,1, 一 2)， 


分 别 是 P 的 两 组 基 , 求 由 8; #| G= 1,2,3,4) BJ PH НЕЕ. 并 求 
6 一 (1 ,一 1,0,1) 关 于 基 1,1,7, 的 坐标 . 

Ж Е 2, (1,0,0,0),8,= (0,1,0,0),0,= (0,0,1,0),@, 
== (0,0,0, DÆ P‘ 的 基 . H 9; #1] є;(15=1,2,3,4) ВУЛ SE EE 4 以 
KH 5 3] :0с==1,2,3,4) ВЕ B 分 别 为 


1 1 1 1 12 1 2 
1 1-1 —1 2 1 —1 1 
А= ` = 
1 —1 1 —1 30 0 1 
1 —1 —1 1) 11-1 —2 


由 到 (1 二 1,2,3,4) 的 过 渡 和 矩阵 为 A-18=C， 
т 4 — 2 
— 2 1 4 
1 о 3 4 
—3 2 1 —2 
%® 23 T3E7nG=1,2,3,4)8J E R 0 хоодуот), M) 


1 
= 4-1р 
C=A“ `B 4 


1] 1 1 
T3 в — 1 L: 2 [ 
T, 0 4] 5 
Fi 1 Sal 
1455. 求 一 非 零 向 量 x, 使 它 在 下 列 基 下 有 相同 的 坐标 : 
є\==(1.0,0,0), = (2,1,--1,1), 
є,= (0,1,0,0), 17. = (0,3,1,0), 
єз== (0,0,1,0), 7:==(5,3,2,1), 


=,= (0,0,0,1). 7,=(6›,6,1,3). 
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解 设 а FEAM МЕКЕ Tzs £3 z4). 即 


+, 
| = 
а==(&|ү,є;,&,,&,) = (7 Pas Ras) 
23 
24 
因 
Ch aq) = С&\›&;›з,›&) A= Сез ›62 663,64) Е 
RAMMER 
21 Tı 
23 534 +; А 
T3 T3 
x, si 
移 项 得 
21 
To 
(A— Е) =0. 
T3 
24 
| 1 
经 计算 ,| A 一 E|=0, 且 有 一 个 3 阶 子 式 | 一 1 
1 


(1) 


о = tc © 
= N о сл 
 к- Qn = 


(2) 


2 3 
1 1| 关 0. 所 以 
9 1 


一 clc 关 0) 代 入 (2), 得 


жү-Е2®,-++3х;=6еє, 
| —x> + zr,+ r, =c. 


Yı +r, = c. 
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КЕНАН А. (аууу лаза) = (сусу. 一 c). 所 以 ,对 任意 cÆ0, 
非 零 向 量 a= (C00, 一 c) 在 该 两 组 基 下 有 相同 的 坐标 . 


四 、 线性 子 空间 

1456. 什么 叫做 线性 子 空间 ? 

Ж 设 人 凡是 数 域 己 上 线性 空间 的 一 个 非 空子 集 , 如 果 W 
对 于 的 两 种 运算 (加 法 和 数量 乘法 ) 也 构成 线性 空间 , 则 称 W 
为 V 的 一 个 线性 子 空间 ,简称 子 空间 . 

1457. 什么 叫做 V 的 平凡 子 空间 ? ` 

答 v 中 仅 含 单个 零 向 量 的 子 空间 称 为 零 子 空间 ,7 本 身 也 
是 V 的 一 个 子 空间 ,这 两 个 子 空间 称 为 V 的 平凡 子 空间 .V RF 
凡 子 空间 外 的 子 空间 (如 果 存 在 的 话 ), 称 为 V 的 非 平 凡 子 空间 . 

1458. 什么 叫做 生成 子 空间 ? 

E V 中 任意 zx 个 向 量 的 所 有 可 能 的 线性 组 合 

(аууз зо) = (ha H +Ë, a [EEP,i=1,2,.,m} 
构成 V 的 一 个 子 空间 , 称 为 由 wm ，,… ,a 张 成 (或 生成 ?的 子 空间 . 

Ж ”这 一 记号 非常 重要 . RV Ел Ф, A VEL, 6, 
an) MI ay 为 了 的 一 组 基 . 

1459. 怎样 判别 子 空 间 ? 

E БУЖУН ЕТ. Ш 为 V 的 子 空间 的 充 
分 必要 条 件 是 : 玉 对 于 的 两 种 运算 是 封闭 的 , 即 

1° V e,8€ W 都 有 a 二 PEW; 

2° YaEW,Y kKEP, 都 有 ka€EW. 

条 件 1° 与 2? 可 以 合并 为 -条 :YN a,8EW KV ,krEP 都 有 a 十 
k,8€ W. 

1460. ”生成 子 空间 有 哪些 主要 结论 ? 

E DLs ,a,) 一 L(B,…,B,) 的 充分 必要 条 件 是 а, 
a, 5 8... . 8, З. | 
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2) 了 (al sa, HLB PB) =L a ,dB 8). 
3) 了 (el „а,) 0 = ffe), a.) 
4) n ERZE V 的 子 空间 的 一 组 基 必 可 扩充 为 了 的 一 组 


1461. 常见 的 子 空 间 有 哪些 ? 

答 常见 的 子 空间 有 : 

1) V 的 两 个 平凡 于 空间 . 

2) 全 体 实 函数 组 成 的 线性 空间 中 ,由 所 有 实 系数 多 项 式 组 成 
一 个 子 空间 、 

3) Perl, 是 线性 空间 PIK n 维 子 空间 . 

4) 线性 变换 z:V 一 >V 的 值 域 cy 是 Y 的 子 空间 . 设 线 性 变 
换 在 某 一 组 基 下 和 矩阵 为 4, 则 其 维 数 等 于 秩 (4),o 的 核 o-1(0) 是 
V 的 子 空间 ,其 维 数 等 于 dimV 一 秩 A. 

5) 线性 变换 o VV 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 的 全 体 添 
上 零 向 量 是 V 的 特征 子 空间 , 记 作 Vi. 车 ату =n, 设 6 在 某 一 
组 基 下 的 矩阵 为 4, 则 ату, =п – (АЕ — А). 

6) 数 域 P 上 元 齐 次 线性 方程 组 AX 二 0 的 解 空间 W Ж P 
的 子 空间 ,dimW =x—# А. 

1462 [а P”* 中 全 体 对 称 和 矩阵 组 成 集合 为 W, ,全体 反 对 称 
和 矩阵 组 成 集合 为 W,, 全 体 上 三 角 答 阵 组 成 的 集合 为 WV;, 全 体 迹 为 
0 的 矩阵 组 成 的 集合 为 W, MW, WW W, 都 是 P"x" 的 子 空 
间 , 且 维 数 分 别 为 


ат, = "чр Я dimiy,= л(п—1) , 


2 
qimw,= 72D, Ший noq. 


Ш 见 第 1441 条 . 
1463. 1) Wi={ Cayea) | 20,0 Р" н 1 维 子 


шас 
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空间 ; 


2) МИ {| Gr z.) | Хі Р" n—1 维 子 空间 ; 


i = | 


3) W,= (zz 一 Tri 十 和 (一 1,2 pz 一 2)) 是 
Р" #2 维 子 空间 . | 

证 容易 验证 Wi,W,,W, 都 是 Р" 的 子 空间 . | 

1 = 0 v0 a= (1,0, 00) s, 
oa 一 (1 0, 0, 一 1), 那 么 ey" @,- ,ЄЎЇ,. 容易 知道 它们 线性 
无 关 . ER Sead EW а Б Tr, 0. С, 
En) = a Ё, a, (24+ Ёа е — kni) o 
则 =, о — za pkai — r. УЙ ИЕ 8 Б] а", 
a ЕФ, В а, a. A W. 的 一 组 基 . FELA ат, = т 1. 

2) а= (2, —1,0,:,0), a= (3,0, —1,0,::,0), ra, = 
(1,0,++,0,—1). 容易 验证 它们 线性 无 关 . 

任 取 BSCE at z.) € W,, M z, -2zr,+ anr = 0. 令 

Саун) Аа He Hnn 
= (24,3, п Ау), 

W k= arr 和 ol 一 一 Ta BP В 可 由 wm, …，a RAER, 
“rran A W, 的 一 组 基 , 所 以 dimW,=x—1. 


3) A ар (x To Ts Ta T.) ;其 中 Tit2 = Lip Fr 1 二 1， 


*. n — 2, H r=1,z,=0. 


a = (Суу, yz," y.) PEP ya = yay 一 1 2 一 2， 
但 yi=0.y;=1. 容易 验证 aya, 线性 无 关 ， 
{ЕҢ B= (ту, z.) EW,，, Ziz ү, ¿=1,* ,n—2. 
令 
(ж\,®;,***,®„) =k a t koa 
= х tky yki ko ys h z, + ko ys) 
= (у... k iz H Ë,yy ›Йул„-}1-Ёуу„), 
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所 以 ki = zi rk = zz + Д] 

z;= z) +z, =Ë, + Ë; 

kiza БА уз = h (zi T>.) БА, (у |у) = k 十 去 
继续 下 去 , 同 理 可 证 x)= 和 zj 十 和 (j= 二 3,…,n). BB 30 Э EE osa 
线性 表 出 . М dimW;=2. _ 

1464. 设 4 是 数 域 Ен. 

1) 2 = (/(A) |70) Є РСх7)}, ййтй/,=2(4„(4)),& 
中 d (DA 4 Т Ср я TREAT); 

2) $ №, = (В|АВ= ВА, ВЄР"")}, RJ Jt 3k Уа H К 
方程 组 АВ=ВА KH ДФ B= (z)... В п ЖКН. 

ш 1) 8 24,(4)) = т, ШЕ, А-А" ЄР) НЕЕ 
的 . НУ f(A4)EW,, 因 为 | 

fOQ)=qQ)4,(Q) rO), ЖР (А) =R rA Am. 
JËEZ,fCA)=r(A)C€ L(E, A, e, A). KWS LCE, A, +, 
A”-1), dimW, =m. 

2) {5% 1445 条 可 知 . 

Ж 实际 上 可 以 证 明 

ату, =r — R (AQE—EQA' ). 

因为 XEW,, 则 AX 一 XA 二 0, 有 (A@E 一 E@4') 久 =0, 这 是 齐 
次 线性 方程 组 ,所 以 ату, =л*— # (AG E— EG A'). 

1465. а-а, 是 教 域 己 上 线性 空间 Y 的 = 个 向 景 ,其 
PRH ғ, ШЙ ДЕ ka tetka 0 的 (二 ,的 全 体 构成 Р" 的 
n—r 维 子 空间 . 

证 令 斌 = (C6,) a 十 … ,十 a, 一 0} ,容易 验证 它 是 
Р" 的 子 空间 . 

EV 中 取 一 组 基 0,,-:: , 8, Ш 

(a, ,а„) = (3,5,8) ДА. (1) 
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由 第 1419 ЖЕ СА) = (а, + "*" + €, } =y, {B 


Ë, ki 
көө) : Е : |тоо 
А, ЗАА 


HP r= (ktk). 因此 由 (2) 知 dimW =x— ФЕ А=я—. 
1466 1 6 … 是 数 戌 P 上 线性 空间 VV 的 一 组 基 , aC 


a 
Per Fk A=r,a= (c. sss Ca) Є Р", 11] W = се Аба, 
Cn) =0) Æ V я—т 维 子 空间 . 
证 1) 先 证 WW 是 V 的 子 空间 . RE 68 W X W 3JE2= ОХЕ 
cc 一 (0 ORN oy. 


c) Ге 
ТЕҢ | i И :|є, 2 
A 2, 
c, ау. 
4. =0, A| {| =0. 
Cn d, 
V kok Р, 
Ci а! 
као : | +b, : | 
ë а, 


1, 
А а, 
ТЫ kB Hk YEWA TW АРУ 的 子 空间 . 
2) їй Ar=0 的 解 空间 为 W, , ДД 
dimW =dimW,=xz— Ж} A=n—r. 
1467. 设 线性 空间 V 的 两 组 基 为 Є. "Е, ffl agttt a. V 中 


Cl Cl 


Al k| £ : 


4, 
+, | : = 0. 


а, 


| =A 


C, Cr 
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关于 两 组 基 下 的 坐标 完全 相同 的 向 量 的 全 体 记 为 下 , 则 WW 是 V 


的 子 空间 ,并 求 其 维 数 ， | 
Ш 1) 0 XJ {рН ЖЕЛЕ НА, ОЄ W Вр W EE. fE 
а а 
取 ео) |е) lew, 
2, 4, 
b, b, 
ЖО] ІЕЕ ЕМ, 
b, б, 


ү b, k, € P , WI Аа, +8 ТЕРА Н Ж РА A Cha kbit ha, 
+Ё,5„). 于 是 ka + k,8€ W ,BIl W 为 V 的 子 空间 . 
2) В CGO sE) = (а, yo)4 ,其 中 А ЕЕ, Hj 


+, Tı 
Y = (a, a.) ee Jew 
г, i Ea 
Xl Жу 
е) : | -| : | 
En <, 
тү 21 
ени) (<> (E—A)| і | 一 0 
25 т, 
所 以 ати =n— $k (E— A). 


因 
《an yo 一 (ee 一 (oil 一 《aa 
=(a, a, )(E— А), 
(ар E sett 50, —Е,) = (а, a,)(E— А), 
则 由 第 1418 条 知 秩 { 五 一 4) 一 秩 {a 一 sa 一 所 , 故 


dimW =n— В (а; — є, y". 10an —E,}- 
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五 、 线性 子 空间 的 交 、 和 

1468. 什么 叫做 交 空 间 ? 

£ ЖУБЫ Р 已 上 的 线性 空间 ,CE 站 都 是 了 的 子 空 
її ИГУ, 也 是 了 的 子 空间 ,并 称 它 为 V.,QQ C T) 69 38 2Ë ja] . 

Ж O RRV CEV Р]. 

@ 子 空间 的 交 是 线性 空间 的 一 种 运算 . 

1469. 了 于 空间 的 交 有 哪些 性 质 ? 

答 1) 适合 交换 律 :VV 一 V. 门 V1; 

2) EGAS: (У, ПУ) ПУ: =V П СУ, ПУЗ): 


Р А 
3) А,В 分 别 为 mXn 与 Xn ер. [5]. Ú ViVa V, 45 


别 为 Az=0,B8zr 二 0,Cz=0 的 解 空间 , 则 Vs;=V 站 Vy. 

1470. 什么 叫做 和 空间 ? 

E ” 子 空 间 的 和 是 线性 空间 的 第 二 种 运算 . i VV 都 是 下 
的 子 空间 , 则 

(e=a+a,|a, € Va €C V,) 

EEV 的 子 空间 , 记 为 У, У. 

一 般 地 , 设 V,…,V, Ж ЖУ 的 子 空 间 , 它 们 的 和 空间 定义 为 

Vit Vte НУ, = (аа +a t tanlan €C V,,i—=1.,2,1 nh. 

+ Q VI VvV,SV,CV,+V.,,V,I D V,CV,CV,+V,. 

© 设 W EREZZE, H WSV AEI), M WENK» 

@ У СИ, VOW, W RREZE, V, РУСИ. 

1471. 子 空间 的 和 具有 什么 性 质 ? 

Ж 1) У,+У,=1,+У,; 

2) (VHV +V =V, +V +V); 

3) 下 面 三 条 等 价 

G) VEV, Gi) У, ПУ, = У, (0) V, +V,=V,, 
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其 中 VV: 都 是 7 的 子 空间 . 
4) іт Сот," о JEL BIS a, Ду, 8,0). 
5) У, +1, 是 包含 Vi,V 的 最 小 子 空间 . 
1472. RV V: 是 线性 空间 VV 的 两 个 有 限 维 子 空间 , 则 
dim(V,+V,)+dim(V, NV =dimV, +dimV,. (1) 
Ж 四 公式 (1) 称 为 维 数 公式 ， 
®© dim(V, +V,)<dimV,+-dimV,. 
@ iat vos S1dimV;,, 
га 1 im] 
D 设 ” 维 线性 空间 站 的 两 个 子 空间 的 和 的 维 数 大 于 n, DN 
4а (У,ПУ,;>0, Bl V,,V, 必 会 有 非 零 的 公共 向 量 . 
1473. 除了 上 述 第 1472 条 的 维 数 公式 外 ,还 有 哪些 维 数 公 
式 ? 怎样 证 明 ? 
E MER 1472 条 的 维 数 公式 为 公式 1 ,那么 还 有 维 数 公式 
1 : 设 z 是 * 维 线性 空间 站 的 一 个 线性 变换 , 则 
ато) Бато !(0)=dimV =n. (2) 
下 证 (2) 式 . iZ ато (0) =ғ, Ж a 1(0) 的 一 组 基 eer， 
并 扩大 为 了 的 一 组 基 和 eye e, U] обе 1). "~ a (e, 6 
Ж, Н oV=L(o(e al). W dimoV=xn—r. 
BRAR i W E V 的 子 空间 ,ao PE n RZN V 的 线 
性 变换 , 则 
dimaW +dim le {O NW) =dimW. (3) 
下 证 (3) 式 . 设 dimW =r, біт (0. (0) NW) =s, Д a0) 
站 三 的 -- 组 基 а, a. КО W 的 一 组 基 nagne 
a, WAME oW) = Llalla) gla)) ,上 且 aaa) ,oa, 线性 无 
X, 5k dime W =r—s. 
АКМ. У.И, anD ARZA V 的 子 空间 , 则 
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DdimVi=dim( >, V) +dim (V ПУ) + ССИ, +V) NV) 
i=l i= 1 


m-- 1 
十 … 十 dim( (X VO ПУ»). (4) 
i=l 


用 数学 归纳 法 来 证 明 (4) 式 . 当 m=? 时 , (4) 式 成 立 ， 归纳 
假设 结论 对 mw 一 1 成 立 , 即 
2 dimV,=dim( >; V+ 


dim(V NV tdim( (COWVINMV, 1).. 65) ` 
《5) 式 两 端 同 加 dimV ,并 注意 下 式 
dim( Siy) +dimV„=dim( $, V;)+dim( DIANA Т 
即 可 证 (4)? 式 成 立 ， 
1474. 设 V, ,V, 是 V 的 两 个 子 空间 , 则 
V,UV,=V,+V,<—=V,CV, 或 了 CT 
必要 性 ”用 反 证 法 ， 若 V SV, EVV А eC V,,& 
EV BEV n PEV, A У=а+ 8, N YEV +V,. {8 УСУ, Н УЕ 
Va Am EV ЈУ,. FA. 
+ 由 此 可 知 两 个 子 空间 的 并 不 一 定 是 线性 空间 . {8 У, 0. 
V, 是 子 空 间 , 必 然 有 VUV,==V У. 事实 上 ,因为 УСУ, + 
V,,V,—V,+V,,B r V,UV,C<=V,+V,. ЖЖ, у а= В+УЄ У, + 
Va HP ВЄУ,,УЄУ,, /. 8,761, ЏУ,, X У, ЈУ, Ef = 8], ^а 
EV UV, 
1475. iZ Vi’ V,, V, 是 线性 空间 Y 的 三 个 子 空间 ,公式 
У.С, НУ) =V ПУ, У, ПУ, 是否 成 立 ? 
F PERZ. 比如 设 V 是 平面 上 上 向量 的 全 体 ,V,V,,V， 
是 三 条 互 不 重合 的 直线 上 的 向 量 集合 , 则 V, (V,+V.;)=V,f1V, 


696 第 十 九 章 ”线性 空间 


+V,[1V;. 

1476. ViVa V, 为 了 的 三 个 子 k 

空间 , 若 了 :SPi, 则 Уз 
У.П СУ, РУ, = ПУ, РУ, ПУ. (1) O 

Ж EESHA. Уаєу,[‹У,+ 
V|) Mj a€ Vi a= 8+ 其 中 BEV YE 图 19-1 
Va Ñ VEV W BEV Y=a— BEV МТ ВЄҮ, ПУ,,7Є V, N 
Уз. 所 以 aE VNV У ПУЗ. 

EASE. YaCV ПУ, У, NV M а=, А pE 
VNAV YEV ПУ,. И BEV YEV BEV: YEV, i а=28+7 
EV a= 8+УЄУ, +V; В e€ V,[1(V,+V.). 

注 НҮ, У, НЕ, Ч УСУ, 时 ,也 有 (1)? 式 成 立 . 

1477. 求解 下 列 问 题 ， 

1) 所 有 终点 在 一 个 平面 上 的 向 量 是 否 构成 R: 的 -一 个 子 空 
间 ? 

2) 设 过 原点 的 三 条 直线 41 ,l,l 分别 构成 R: 的 子 空间 V, 
Va Va ТЈ V, КУ, Vi HV БУ, 可 以 构成 哪些 类 型 的 子 空间 ? 

答 1) 如 果 这 个 平面 过 原点 , 则 可 构成 R: 的 一 个 二 维 子 空 
E. 否则 由 于 加 法 不 封闭 TAARTEN. 

D щу ЖеМ.У, НУУ, Фуд д, 
不 重合 时 V tV: 为 二 维 子 空间 , 即 过 和 ,六 的 一 个 平面 . 

3) 当 三 直线 重合 , 则 V. +V: +V =V, 是 一 维 子 空 间 ; 当 三 直 
线 共 面 ,但 不 全 重合 时 , 则 Vi 十 V, 十 Vs 构成 二 维 子 空间 ; 当 三 直 
线 不 共 面 时 , 则 VHV +V =R 是 三 维 空 间 . 

1478. BVV: 是 维 线性 空间 V 的 两 个 子 空间 ,并 且 满 
Ж dim(V, +V,)=dim(V,f1V,)+ 1,TEBRH ; 

1) V,CV, sk У,СҮ,; 

2) {У +V V QV} = (V,,V.). | (2) 
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证 1) &dimV,=r+r,.dimV,=r,,dim(V, NV) =m, 
则 由 题 设 有 тет. 

D 当 rm BF, 2 V ПУ,СУ,, И и, YV, .V S V,. 

ii) 34 r, =m+1 时 ;让 二 六 十 Vy A VDV 

2) 34 V,C V, HV ПУ, =V ,V,+V,=V,, ЖС) Й, 37. 当 
VEV, В, ПУ, =V; V РУ, =V (ORRERA. 

1479. ЖУ, 是 R" 的 一 个 非 平 凡 子 空间 ,Y EV EA а 
0,2, a 的 每 个 分 量 均 不 为 零 证明 :dimV; 一 1. 

证 用 反 证 法 . 若 ту, 551, Д У, 550 得 ату, >21. 于 是 
存在 «== (ау, ›а„) B= btb) ,它们 对 应 分 量 不 成 比例 . 设 


А 一 一 aa = ———= р 


їр c. 今 7 一 4 一 CO 一 (0，… Oray ch, x," E)E у, 这 与 V, 


的 定义 矛盾 . 

1480. BVV ,VV 是 线性 空间 V 的 * 个 非 平凡 子 空间 ， 
则 在 中 至 少 有 一 个 向 量 a 不 属于 ViVe V, 中 任何 一 个 . 

证 当 s=2 时 , Vi V, 为 非 平 凡 子 空间 , 故 存 在 xcET. 若 “ 
ЄУ,, ШЕЛ У: E аєу,,. NA BEV E PEV, MW h gÉ 1. 
# PEV A at pEV YV Nt atpEV NH B€ V, Ж xE 
Vi ft a € V, 矛盾 .类似 可 证 a+ B€ V,. 所 以 当 * 一 2 结论 成 立 . 

归纳 假设 结论 对 上 个 非 平凡 子 空 间 成 立 , 即 在 V 中 存在 向 量 
a 使 aEViGi==1,… ,8), 现 设 非 平 凡 子 裤 间 V, ау, а. ДА 
EIE oCV WAE LEV RIV REP, АЕ ha 十 PE 
Vin EXT P 中 不 同 的 如 ,sha 十 8,Rz2 十 8 不 属于 同一 个 У, 
і). 1, (за 3) —– (оа В) = (А, –ё,)аЄ У, , Щас У, №5 
«ЄҮ;, FE Ж P t k+1 КАНАН Д.Д. Д А1 
A i Bt hat piat By dat Blat 8, 因为 对 于 每 个 V,G= 
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1,"…, 此 ) ,至 多 包含 其 中 一 个 向 量 ,也 就 是 说 上 面 十 1 个 向 量 中 至 
少 有 一 个 不 属于 V... ,Vs 中 任何 一 个 , 且 它 也 不 篇 于 Vir ,这 个 
АТЖ. 于 是 证 明了 结论 对 十 1 个 非 平 筷 子 空间 上 成立 ， 

1481. 设 Vi, V, Ein 维 线性 空间 密 哆 个 非 平 凡 子 空 
а]. 证 明 : 必 存在 Y 的 一 组 基 wm ,…,a., 这 组 枯 不 属于 六,…,V; 中 
的 任何 一 个 . 

证 由 第 1480 条 知 ,存在 aEV 但 aEV(i=1,…,s)- 令 
L(a,)=V,,, | ВН Ж 1480 条 结 论 ,存在 asEV, 但 arEVi(i=1， 
ess Hl a, СУ, a .`-ау,а„ ЭБЗЕ. А У, = Сау ,a,) , V, . 28 
V 的 非 平 凡 子 空间 . 引用 上 述 结论 ,存在 aEV,aEVi(i=1,2， 
ees +27, Н аз У, Ж ar, a, , a, 线性 无 关 . 再 令 Vus Llasa, 
a) RERE, FE о, € V а, € V,G =1,2,:. ,5 十 (nn 一 2)) 
Н а,» 01 线性 无 关 . RES Vera-n = Lla eoa D A V 
非 平凡 子 空间 ,由 上 述 结论 存在 @,EVi(i=1,…,s 十 (n 一 1)) 且 
а, усе a, 线性 无 关 , 作 为 V 的 一 组 基 , 并 且 满 足 aen EV 
V, 

1482. Ё АЄР"“,ВЄ Р", Р" 的 子 空间 W= (Baz | ABe = 
0), Ж а= Crits) Д іти = Fk B— Pk CAB). 
СЕ 设 方程 组 Ва 0 的 解 子 空间 为 V,, 方 程 组 АВа=0 [0%] 

PUY Va СВ) =r, САВ) =s, FE dimV,=x—r= p, 
dimV,=zn—s=q- BT V,V,, Ж азза, МУ 的-- 组 基 , 并 扩 
充 成 V, 的 基 :o ,… » Apr p+ 9420 于 是 向 量 组 Бау». ~, Ве, 线 
性 无 关 . 事实 上 , 设 | | | 
kp- Be, + +Ë Ba =0, 


Rp В(#, е, Б ka) = 0. 
所 以 ЛЫ Ж-А 
所 以 kpi +": Hiag kiate +, 


由 于 Al 90р" Q, 线性 无 闫 -所以 pti 二 上 ,+ =-= k,=0. 
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5 W= LC Ва,, e, Ва,, Ba, "+, Ва,), П Ba, = Ba, = + = Ва, 
一 0， 

EFLA W = L( Ba, |, Ва). WE dimW=qg— p= (n—s)—(n—r) 
=r—s=#k B—#k(AB2. 

1483. Z m X n EE A BJ Ж S r, AX—= 0 HERRA А, 
25 ‚В„— & В= (8, pour а 25 É B'X=0 的 解 空 间 为 W Hi 

1) dimW = A; 

2) 设 A S= Yn) B) И /.(У,,--„7У„). 

证 DAX A8=0 G=1,2; .n—r), t AB=0, m В A 
=0,B' Y; =0 G=1,2,-- m). AA B Æ nx n—+ 53 F£ , B S (n— 
г) Хп 矩阵 ,那么 

dimW =x—#Ë B=n— (mr) =r= & A. 
D В'А'=В' Yn) =0, t B'y,=0 G=1,2, m). 
秩 {7;,… Yn) = А = Аг, л. И (У, 6,7). 
1484. P" 的 任 一 子 空间 至 少 是 一 个 元 齐 次 线性 方程 组 的 


、 解 空间 . 


证 i% W # Pr 的 任 -… 子 空间 . 
1) # W= {0}), 则 WW 是 齐 次 方程 组 kX=0 的 解 空间 . 
2) 车 W 关 {0), 设 由 mW==r, 取 a,…wa; 为 仇 的 一 组 基 . 令 A 
= (а, за), А 0 nx r EFFE. К A =r, i АХ = 0н] 35 RH Ж 
Б Beha > B= (BiB). Н 1483 ЖШ W H B'X=0 


的 解 空间 . 
1485. ШУ 为 二 维 线 性 空间 , 则 V 的 -> 维 子 空间 有 无 穷 多 
个 ;其 中 0<<r< xn， 


证 iasa, ЖУ 的 一 组 基 . 令 
V= Llasag he.) REZ. (1) 
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1 
(ор, » sarya 1-а, ) == (ау, ***,&,,й,„) 1 . (2) 
1 
Š 
1 
因为 秩 | || = 一 由 第 1418 RAIE (азата 十 ha,) = 


Ë 
т. ату, =. 

FHE bk, kiki EZA Vn Ук. S Ваа, -ка,,ВыЄҮһ› 

但 BEViz' 否 则 ， 
Ba Shat e 1,0, 14,8 
а.о, tT Ra) 5 
Па + tiia + Ч„—1)а,+ О, — kan = 0, 
WA 1, 61, 10,1, = 1,6,2, М kko 5. 

1486. 设 V 为 nn 维 线性 空间 , 则 VV 的 任意 一 个 非 平 凡 子 空 
间 都 是 若干 个 n 一 1 维 子 空间 的 交 . 

Ш i W k V BJ — 4 EFATE Bj іту =m, 0<m<n. 
取 a sa 为 W 的 一 组 基 , 再 扩大 为 V 的 一 乌 基 a,… ,a, ,1， 
“+ Жү. ВЕ 4 

Wi= (аз, yaar Йу, ге Уб B B...) ELl, 2 n—m. 
ЙІ ати, 1, B N W= Lla а) =W. 

1487. 人 太一 了 (ol as) 7 一 工人 (有 ) 都 是 立 的 两 个 子 
空间 . asas B B 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 为 Xi ，…,7u， 
则 VHV =L stm). 

证 V,+V, =L(e,,-" a, БЕС, ADS Laahs 

.,8,) 
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= СУ, , amd 

注 这 给 出 求 和 空间 的 一 组 基 的 方法 ， 

1488. Ë У,=/(а,а,,о,),У;=/.СЁ,,8,),Ж V, +V, Ж 
与 维 数 ,其 中 

a= (1,1,0,0),а = (1,0,1,1),a,= (1,1,1,1), 
Ё, = (0,0,1,1),8,= (0,1,1,0). 

Җ Vi 二 V,=L(a az, a 8,8), аа ,о3, 8..8: 的 极 大 线 
HEXA а 0, pip: 由 第 1487 条 知 oy a, ,pp 为 了: 十 :的 
-一 组 基 , 且 атш‹У,+У,)=4. 

1489. 设 ww 与 由 ,8 是 产 (as 维 列 向 量 ) 的 两 组 线 
性 无 关 的 向 量 . 令 ` 

Vi= Lla sta, ) У, = 1, , 6, В,). 
再 设 齐 次 线性 方程 组 АХ =0 的 解 空间 为 W, 其 中 A= (а-а, 
Bitt ә”, Ш ату, 1 V,)=dimW. 
证 AA AH nxte RE, А 
dimW 一 5 十 :一 秩 A=s4t— fklea stra, 8,57. B.) 
=dimV +dimV,—dim(V,+V,)=dim(V,[1V.). 

Ж ORP 中 两 个 线性 子 空间 V, 与 了 的 交 的 维 数 时 ,可 
先 分 别 找 出 V. 与 V, 的 两 组 基 al,… ,a 与 A... 2, 然后 按 第 
1489 Ж ЕЖЕ 4 并 求 秩 A 即 可 得 出 . 

@ 求 NV 的 一 组 天 时 , 先 分 别 各 取 V V 的 一 组 基 а, 
=a, 与 В, 8, 再 求 出 齐 次 方程 组 

nat + xa, Буй, + + y 8,= 0 (1) 
的 一 个 基础 解 系 . ВК (ау, оа, B t В) =, С1) р ЖЕШ Ж Ж 
№: 


= Сац» *** 41, ,Pu bass sbin) . 


Dn == (E 7,02, „Фф, т.777, бы ), 
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H rh м=р. 


Y,=anaa + +ay,a,, 
Yn = ama H Fama, 
则 
УПИ, = 07, , 6,0). (4) 


下 面 证 明 (4) 式 .Y SEV ПУ, W) EEV, SEV 
那么 = ka tHe tka = h PHH hhe 
kyat +Ë, d,— (hBi tH A-1,8,)=0. (5) 
Т Н (6,5, 1 1) 5С Ў hoto Ia 为 (1) 
的 基础 解 系 , 从 而 
H =u T +u, s. (6) 
k= tan usa, 
: Ё,2= шау, E mtm 
则 = 0+ + ka 
= (мар Te иа) + (uay + фила.) 
== и (ап + Баџа,) +=" Ба, (ао + +a,,a,) 
=u е EL У) 
即 得 У, ПУ, (У, Yn) 
BZN OEL, y.) 2) y,€ (а, va) 一 Ti 一 1， 
от. 所 以 SEV 由 于 (2) 为 (1) 的 基础 解 系 , 则 
а1% + tarsa, Hn h tH e bh 
所 以 У, =аца + daya = — (bn B + + 5,B,) C V,. 
类 似 可 证 y... Yn EV A DEVa PTA ó € V, NV: JE BD 
L + y, V, ANTV 
@ 设 V i= L(ea ran V =L 8, PO 8 Р" 的 两 个 子 空 
E. Ж Vj 门 V; 的 基 与 维 数 时 ,必须 先 求 出 上,……av 的 一 个 极 大 线 
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性 无 关 组 a ，… ,a , 青 求 8,… , 8. 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 B. ，…， 
B, „90 
Vi=L(a, at) 一 

再 按 避 的 办 法 进行 . 

© 设 了 是 一 般 线性 空间 (不 一 定 为 P"). V S Lla, 
a) 7 一 工 (9 pO A V 的 两 个 子 空间 ,和 且 dimV,=s,.dimV,=:, 
需求 VAY: 的 基 与 维 数 . оК V AAE aA t’ 
У, MI 

Caa a A= (ay a 7.) A. 
ЖН А = (ejst, C. EIC) 
1 ра 77 brate 


0 Dasa 1 үз бузу: 
再 求 АХ=0 у “Е Ж: 
== (бау, rab bu), 


wwe. оае воа а»ааав ача аан ааз вна 


Nm = (аы, G... b. "b, 2). 


> 


Y,=anq += +a,a,, 
Улама H ама, 
则 V У =E Yn) H ату, ПИ т. _ 
1490. ЖУ, =. (2,0,9), У, = LCB , 8,) НЧ) ЖП ЕЗЙ] ЗЕ] 
维 数 ,其 中 
[кй з. ,一 2)， 
a 一 (3.1,1,1)， 
кж 


| 有 一 (2,5， 一 56, 一 5)， 
\8,=(—1.2,—7.3). 
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W “``V.+V,—L(e saas Phe) „П (а ,а,,а,, 8,8) = 
4. а,,а,,а,, 8, АКЛ, А а, ,о,,аз, 8, Ж У, +V, 的 
一 组 基 . dim(V, +V) =4. 

AA aaa, AA , 0, ЗЯ V V Ж, YEV NY = 
kia 420 заз =L p1 12,8, ED 

kıa ёза за, — 80, —1,8,= 0. (1) 
按 分 量 展开 为 
| kit 3k — k — 2{,--4,=0, 
— 2k 4, — 51 — 22,=0, 
—&, +Ë №, +61, +71, 0, 
一 2& БА, — k, 54, — 32, = 0. 
由 于 (2) 的 系数 矩阵 的 子 式 


(2) 


—2 —1 —3 

所 以 系数 矩阵 的 秩 为 42) 的 基础 解 系 的 向 量 个 数 为 5 一 4-=1, 即 
dim(V,[1V,)=1.V, ПУ, 中 任 一 非 稚 向量 均 是 一 组 基 . 在 (2) 中 ， 
S h=1, 0f /.=0. Ж A EV ПУ, 且 为 Vimnv: 的 一 组 基 . 

1491. 设 f(zy,…,z) 是 秩 为 的 nn 元 半 正 定 二 次 型 .证 明 ; 
Ar 一 0 的 全 部 实数 解构 成 А" 上 的 nr 维 子 空间 V, 

证 设 A4 为 二 次 型 了 对 应 的 实 对 称 和 矩阵 . 令 W 为 AX=0 的 
解 空 间 . 因 А PEER EEE EER В. 4=B'B. 下 
Е V =W. 

实际 上 ,Y X EW, Д] АХ„=0,Ж А Х„А' X =0, XE V, Вр 
WCV,. 

KRZ,X,€ V,,JEZ Х'„АХ,=0,0=Х'„(В'В)›Х,= 
(ВХ, (ВХ,), г. BXo=0, B' BX, =0, B} АХ, = 0, X, € W, JK Bl 
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VEW. i У, = и, 18 V, Ж R° 的 子 空间 ,其 次 ,有 
ату, =ату = я – Ф A= x—Tr. 
1492. 设 了 (ani,… z.) Н н НК. ШЕВА. A А" 上 的 


а |sD8R-F 38] V, 存在 (s 3959338 РЕ Соу) 


ЄЎ, ;有 Fixit 2.) = 0. 

证 B Fr,…zo) 的 正 惯 性 指数 为 p, 负 惯性 指数 为 g,p 十 
q=n,b—q=s, WA O P| Е Е Р.У = PX, X Ë Y= 《yi,…， 
yp K= (zi u z, E | 


fx 2.) = уу уб 6 уб» (1) 
K USS = _ ГРъР<91 
2 ба ls|)= y G |р q|)=- (e+q 12—91) = зы: 


下 面 对 < 证 明 结 论 成 立 , 类 似 可 证 pg 
ifi iA 
ET RE EE на 显然 ， 
———— — a 


> 9 个 
si 二 1: 力 ) 线 性 无 关 , 从 而 
《om a )= P (gy, "°: ,=,). (2) 
ly Q, 也 线性 无 关 ， 


下 面 证 明 Za，…a) 即 为 所 求 的 子 空间 . 
y X € Llas 2), X =a, tt ids 
Ү, =PX; =¿ Pa, + +I, Ра == + + +1,є, 


= (i slashin , L, 0, 0). (3) 
+ qf 
将 (3) 代 入 (1), 有 
f=X;AX,=l+-- 0. 


所 以 工 (ai a BEA ATR- 
1493. 设 实 二 次 型 rz 的 矩阵 是 满 秩 的 ,又 当 Ti+] 
= 50 х, 0 В}, A50 Н 2k 二 n, 则 了 的 符号 差 s 满足 1s| 寺 一 
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Zk. | . : 
证 由 第 1492 条 知 存 在 ,使 Y (zz)ETr=0, 且 


ату, = > (n— tsj). 
再 令 W= {Су wt 0 0) |TER,i=1,2,.,k}. 由 假设 


知 ИСУ, , A = питу, =} (n — lsi), PREA jsi Sn 28. - 


六 、 直 和 
1494. ”什么 叫做 直 和 ? 
F WV. V, 为 线性 空间 六 的 :个 子 空间 ,如 果 满 足 . 
D V=V+V,+---+V,; 
2) V e€ V,4 а= а tat Ta, = 8, + 8,+--- + В., 
RA а= B B z. B CV. G—=1,2,. , 则 称 了 是 了 7，…， 
 V.BJ Bl iA V= eDV. | 
+ 把 2) 称 为 了 中 任意 向 量 表示 法 唯一 . 
1495. WSV У, ee tV, P V G=, 2s) 086 
性 空间 V 的 和子 空 间 , 则 下 面 5 Жа: 
1) W 中 向 量 表示 法 唯一 ; 
2) 零 向 量 表示 法 唯一 ， 


DVN 2 v;={0) (г=1.2,+—,5Эз < HÜ 
4) dimW = Узе . - (2) 
5) Ёа, t Qiy ,为 了 Cr 一 1， 2,• …,5) 的 一 组 基 , 则 它们 的 并 成 

为 W 的 -- 组 基 . | | 
证 1)=2) @#. 


2223) MER FFT k, ШР ш }, 则 存在 非 
零 向 量 EVN Жу. 从 而 
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аЄУ,,а= 8, + 80. TB +8, 
所 以 Bite кВа atn Hee AH az 0. 这 与 零 
向 量 表 示 法 唯一 矛盾 . 
3) 二 4) 因为 
i—1 
VN VEVN OV,= 10), 
i=t J: 
由 第 1473 条 维 数 公式 叉 即 可 证 (2). 
4)=5) 因为 У, = [ба er G; ),йшау,;=т(1=1,2,°*,5)›, 
W=V,+- HV, = Llan et ay 24 2, 2, (3) 


由 4) 的 假设 dimW = Sdim V =r 十 … 十 ,而 (3) 式 右 端 生成 的 
向 量 的 总 数 为 rttr A 


а ,. ‘ir ‚”** sl sO 


为 克 的 一 组 基 . 

5)=>1) {ER oor (=1,2,…,s) 为 V, 的 一 组 基 . WI 
arst rain taa теза, 0 ИИ 的 一 组 基 . 

用 反 证 法 . 车 aEW 表示 法 不 唯一 , 即 

a= +--+Ë8=Y,+-- TY, Н B.,7 C V,G—=1,.2,-.,.s), 
则 存在 ,有 8, 7,, s Biri =Y, i fH 8,=7,,3E2Z 


k—1 k—i 
0з#8,—7,= 2; (7,— AYEVN Žv, 
有 -了 
此 即 dim(V, П DV) >0. 
由 第 1473 条 知 

3 t $ £—1 
22 dimV, =dim( DVD+ Hdim, N Уу, 
= == =] 


` 
У 


了 一 于 
+--+dim( Y, N X 1V,) 
i=1 
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А А5 
атаи. анас: шу) 


s=] 
+e +dim( V, 51 V,) >dimW. 
{= 1 


+ O 4s=2 hi}, W=V tV: W ЕШЛИ: 

1) W 中间 量 表示 法 唯一 ; | 

2) ЖЫЦ; 

3) У. ПУ; = (0); 

4) dimW =ату, +dimV;; 

5) ор." a, 与 Ду, е, У, S V, 的 一 组 基 , 则 wm ,…， 
e, B... A, 为 W В] — Ж. 

D 在 解 题 中 常用 的 是 3) 和 4). 

@ 1 А +h, 设 两 条 过 原点 不 重合 的 直线 所 生成 的 两 个 _ 维 
TZEA V V 2 R= У,@У,. 

1496. 设 了 的 一 组 基 为 asa Д 

1) У= (ау, ,0 OL 0 ); 

2) У==1.(а,, + ,a Lla a Фал, a) 

3) У == /.(а DBL D Lla). 

证 1) ЖУ =La, sa) 

= Lle sta, HLCA) 
dimV =n=r+(n—r) 
=dimL la sesa, ) +dimf.(a.. + ,а,), 

所 以 V=L¿(a,, a Lla sa) 

2)、3) 同 理 可 证 . TER, 

Ж D RV=L(a a)i n RHEE RAA dF l 
任何 地 方 断 开 , 不 管 分 多 少 段 ,都 是 直 和 . 

@ i д, се, № aee a, 的 任 一 排列 ,那么 

у= (а, ‚а, OL 0). 
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1497. 什么 叫做 补 空间 ? 

Б 设 V 是 线性 空间 V 的 子 空间 , 若 存在 Y 的 子 空间 了 :， 
Е V =V OV , ШЕУ, 为 了 :的 一 个 补 空间 (或 称 余 子 空间 )， 

Ж 同一 个 子 空间 矿 ,可 能 存在 无 穷 多 个 补 空 间 . 比如 在 R° 
中 ,过 原点 的 一 条 直线 上 向 量 构 成 R 的 子 空间 三 ,那么 过 原点 与 
直线 V, 相交 的 任意 一 条 直线 (只 要 与 了 不 重合 ) 上 的 向 量 构成 的 
子 空间 V, 都 是 的 补 空间 . 显然 ,这 样 的 V, 有 无 穷 多 个 ， 

只 有 在 两 种 情况 下 补 空间 是 唯一 的 : 当 Vi 一 V 时 , 补 空间 只 
能 是 零 空间 ; 当 VV,=10} 时 , 补 空间 为 V. 

1498. 任 一 线性 空间 的 补 空间 是 否 存 在 ? 

答 ЖЮ. БУ, 是 = 维 线性 空间 7 的 子 空间 , 若 V, 是 平凡 
子 空间 , 则 第 1497 条 的 注 已 说 明 其 补 空间 是 存在 的 . 车 ату, = 
r,0<r< n, ME Vi 的 一 组 基 a,…,a, 再 扩大 为 V 的 一 组 基 
Pn 
于 是 V = Llasa = L(a, , 5 yo) 电工 (ec y". a.) 

=V Llasa), 

则 V= [Са уз за, ) 5 У, 的 补 空 间 . 

1499. ЖУ Еп Е ару 的 一 个 非 平 世 子 空 间 , 则 W 
# V 中 的 补 空间 有 无 穷 光 个 . 

证 设 dm=r(0<r<a), 取 三 的 一 组 基 wa: 并 扩充 
W V 0-84 aatan pate ‚8„.,. È 

V,=L(ka,+ Bis Brst Br), 
可 以 证 明 astroa ka, tpi #,›*°* 2, ,是 线性 无 关 的 ,并 且 当 kA 
k, B$, Va EV i kik € Р). 4 | 
kiate tka, h (ka +B Hb + +L 8. =0 (1) 
Rg 
Ала + t (k Hkh e 1 B Hlp t L B... =0, (2) 

H Taj e. B... B. ВЕЖ, PH (2) ЖЖ НО, АТИН 
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Ë =: =k =l =з ={„_,<—0. Ња, б, a. ka, + B.B... a Bar 
E. V 的 一 组 基 . VV = ФУ, 

Щ & 2k, BF, Н kia + 8, € V, за, + B, € У, fB Аа, + PE 
У, ,否则 , 若 kat REV, Wikia t 8) — Cka, t 8 )= (h ka 
E Vi=>a, € V, Ж Б WAV, = (0) 79. h k fJ I£ tE, BN 8 25 
i. | iss 

1500. $ W,= [AEP] A = А}, И, = (A € Р" | A! = 
— A} ШЕН. И, , W: # Ж PA 28], B PW OW, 

证 AA 0EW W РИ WW, B.Y AAC Wi, k, 
€ P, (kA +А,А,)' =k, A +E A =k A +А,А,. 所 以 kA +k,A; 
EW bW, 为 P"*" 的 子 空间 . 

闻 理 ,Y As AE Was t Ro ЄР, (АА, +H kA D = — kA 
k Ar =— (k A1 十 有 Az) ;所 以 RA 十 上 AsEWisW; A PARTE 
а]. 

再 证 P =W AW.. 显然 有 Wi 十 Ws 三 P"”", 反 之 ,任意 BE 


pe p=2tE 8. B ,而 5 ew AR <= EW, R BEW, 
+W, Ер PSW, + W,. y Pr =, +W, 由 第 1441 条 知 
бт Рет пеат, = ОЕ), dim = 1) ,所 以 dimP”*" 


=dimW,+dimü,, Вр эе asna 
1501. АЕР ER n NERE 4 一 4) ,证明 : 
二 VV,, 其 中 
=(X€ P'|AX=0),V,=(X€P"',|AX=X;. 

证 Y a€ P", a= Aa— (Аа —a). H F А Аа) = А?@= Аа, 
АСАа—а) = А?а — Аа= Aa 一 Aa 二 0,; 所 以 АеЄ V,, Az—a6€ V,. F 
是 P'=V,+V,, X {ER ac V NV В асу, Н a€ V,.# Аа=0 
В 4a 一 wa 所 以 a=0>V ПИ, = (01>P*=V,QV,. ， 
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1502. 设 线性 空间 p'=V OV, HP VV 为 P" 的 两 个 非 
平凡 子 空间 . 证明: 一定 存在 唯 -- 的 器 等 矩阵 АС 4 一 4) ,使 六 
=AP',V:= {XEP'|AX=0}. 

证 ЇЙ У,=:,0<г<ля„Й У, Snt Ф ar," a, Ж V, ËJ 
一 组 基 ,ao Ж V, 的 一 组 基 ,; 则 о,,+=,а,,а„,,,о„ № P” 
的 一 组 基 . Н ВЕ Са") = В, (аот ,0,) 一 C, 则 矩阵 (8,C) 
пуй, S A= (В,0) В,С)‘. 8 Ж,А,(В,0ЄР"“". FJ: A(B,C) 
=(B.0)>(AB,AC)= (В,0) > АВ =B, АС =0> А? = АС(В,0) 
(В,С) 1) = А(В.0) (В,С) = (АВ,0) (В,С) ‘= (B,Q) (B, 
С) :一 4. 所 以 4 ВАЕ. 

J AB= (Aqa, Аа,) = B= (оу, ,а,) 

= Aa=a(t=1,",£), 

wo AC= (Aa, | Аа, )=0, 

<| Aa=0 G=¿+1,- ,n). 

„ APF” SALCA a. )= (Ао, Aa) = Хауа) 
=V;, 

(X|AX=0)=L¿a,_,, "e, )=V,. 

THEHR 4 是 唯一 的 . Ú 5 AEE ACS A), fE V. = 
AP”, V= {z| Aiz=0). Ë ae ЖУ» AJEA ha 二 0 G=: 
+1,- a.) APS А; (аа) = (Аат, Ауа). A dimV, 
=t, hk Asa, Аа, RELXHA V, Е. 设 由 基 ау, s,Q 到 基 
Ауа, ‚Аа, 的 过 渡 和 矩阵 是 了 ,再 由 ASA 得 

Aitaa) = Ca T, 
Aila sy a) = (Ca, 0 T. 
所 以 
T’ =T= Ауа =a; lil,- t). 
因此 А,а,= Аа, (1=1,2,‹--,п), В} А, =A. RBR ЕЕ 4 是 
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唯一 的 . | 
1503. ВУ, 5 V, 分别 是 齐 次 线性 方程 组 z, + z, + а, 
一 0 与 z, —=z;— = r WREE ШШ Р"= У,ФУ,. 


证 BAV 是 2 一 1 维 子 空间 ,V; 是 1 维 子 空间 .a 一 (一 1， 
130,0) oz 一 (一 1,0,1, 00) ao у= (—1,0,+-,1)' ДУ, 
的 一 组 基 ,ow 王 (1,1,…，,1) R V, 的 一 组 基 . 因为 mm ,aiyav 线 
性 无 关 , 所 以 它们 是 P 的 一 组 基 . | 

2. Р'"=У,@У,. 

1504. 8 (х). glr) Є Рх], Н (/(т),к(т))=1,АЄ 
Р". РСА) (А) х = 0, (А)г= 0, (А) г=0 的 解 空 间 分 别 为 
W,V,,V,, Ш W=V,@V,. 

证 `*°/‹А\#(\А”=ев(А)/ СА)... V. V: 都 是 V 的 子 空间 . 
由 了 (Zz) 与 Ех) Н.Ж MELDA w(x) 与 v(x) 使 

f(z)u(z)+g(z)u(z=)=1=f(A)u(A)+zg(CAoCA)= E. 

V аЄ И, Вр fF(A)g(A)a=0, 
а= а= Р А)иСА)а+вСА)ЪСА)а=ау аз, (1) 
其 中 a= /(А)и( Ajara = (А) (А)а. 
g(A)a=u(A)g(A)/(A)yea=u(CA)(fC(CA)g(A)ya)==0, 
. aC V, ` 
同 理 , f£CA)a,=0, а € V,=>WCV,+V,. 

НТ V VEW, У, РУ,СИ, ИЕ W=V,+V,. 

ҤЕ € V, V,.Ell /(А)е=0 H g(A)a=0, (1) a= 
ОУ, ПУ, = {0}=>»/ =V,G5V,. 

1505. RERE A,B,C, DEP™ ,两 两 可 交换 , 且 满 足 4C 十 
BD= E. 证 明 ; 方 程 组 ABX=0 的 解 子 空间 了 是 BX=0 5 4X 一 
0 的 解 子 空 间 V 与 V, 的 直 和 .这 里 X= (z, sra). 

证 Y aEV, 因 为 

a= Еа= (АС+ BD)ea= ACa+ BDe=a 4-а, (1) 


t ЕКЕ 2 [8] | 713 


Жр а, = АСа,а, = BDa ,3F48 АВа=0. 
和 ,B,C,D 两 两 可 交换 ,于 是 
Ba, = BCACa) =C(ABa)=0=a € Vi, 
Aa, = A(BDa)= D( ABa)= 0=>a,€ V,. 
AHE V =V, +V. 
XII асу, AV: Ё Ba=0 Н Аа=0. 601) H ae 一 0, 所 以 
y nV.,=!0r>V=V,GV,. 


+. 欧 氏 空间 

1506. 什么 叫做 欧 氏 空间 ? 

答 设 V 是 实数 域 R 上 的 一 个 线性 空间 ,如 果 Y a;,BEV, 定 
义 了 一 个 二 元 实 函 数 , 记 作 (a,B8), Ca,8)ER 称 为 内 积 且 满足 

1) (a,P)= (p,a); | | 

2) (ka, 8) =kle, A); 

3) (a+ BË,7)=(a,7)+ (8.7); 

4) (a,a)220,34 НИХ a= 0 If, Ga ,a)=0, 
其 中 a,8,7 是 V 中 任意 向 量 , 为 任意 实数 , 则 称 V Ала 
(Euclid) Z W ,简称 欧 氏 空间 . 

1507. 常见 的 欣 氏 空间 有 哪些 ? 

答 常见 的 有 下 面 三 个 : i 

1) ТЕ R= {lrn z, |>, € R) BN RE ЖЯ Ж 

Ca P= ryt try HH nYa (1) 

其 中 а= (xi, z.) | B= Q )ER", 则 R" E: R F BJ EK IX Z= 
[8]. 

类 似 地 ， 可 得 到 向 量 欧 氏 空间 

R= {inar {x ER). 

2) 设 C[a, 纪 为 定义 在 fa, 可 上 所 有 连续 实 函 数 所 成 的 线性 

空间 ,内 积 定义 为 
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ifan 1 ogada (2) 


其 中 70), glr) ЄС[а,6], MI Cla bl} R EÉJEKS Z [8]. 
D 设 А" HH n X m ERR RETE, РУ ЕЕ X Ж 
(А,В) =вА'В, (3) 
其 中 4,BE А", WJ RO” A R ВБК Е 2 [8]. 
1508 同一 个 线性 空间 ,是 否 只 有 唯一 的 方法 定义 内 积 ? 
答 不 是 . 比如 在 R' 中 ,< 一 (zi Te 有 一 人 
R", 规 定 | 
(ay 一 有 zi 十 … 十 zys)， 其 中 为 正 实数 ， 
则 (a,B) 也 是 一 种 内 积 ,由 的 任意 性 ,可 以 定义 无 穷 多 种 内 积 . 
不 同 的 内 积 构 成 不 同 的 欧 氏 空间 . 
1509. 欧 氏 空间 的 内 积 有 哪些 主要 性 质 ? 
Ж 1) (2,28) =2(а,82); 
2) (а,В+У) = (а, 8) + (а, У); 
3) (24,0) = (0,8) =0; 
4) Ë Ер." E, 为 V 的 一 组 基 ， 
a= 1+5 Бл, P= 二 二 YE: 
MJ (2,8) ==: Ау, ЖЕН r =i) y = (уу, y.) s 
(61,6) ++. (EEn) 
了 ee | 


Се.,21) — CEE) 


1510. ”什么 叫做 向 量 的 长 度 ? 


lal. | 
Ж 0101 =0:0 11 >20, асу, В #0 OKEJ] 
ВОГ Е АИ pq 5k. 


1511. а | 一作 | jail ,аЄУ, ЄР. 


E 设 V 为 欧 氏 空间 ,a EV, 称 VV fara} 为 a 的 长 度 , 沁 为 


` P=. =й. 


ч 
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1512. 当 a20 дреса 

Ж “这 种 方法 称 为 将 "单位 化 | 

1513. |(а,8) |< lal + 181.9 а, gE.. 
3⁄4 H {у 34 a= kB(k € 也) 时 等 导 成 立 . 

Жж © 这 性质 称 为 柯 西 一 布 滥 柯 夫 斯 基 (Cauchy- 
ByHAKOBCKI9) 不 等 式 . 

@ a 与 8 线性 无 关 时 ,| (а, 8) < Hal + 181. 

@ V a,,b,€ R (=1,2,. ,7); 则 


laba, KV а Баз e V M+ +B. 


DY f(z),g(z)€ С[а,ь], W | 
| | fea | [са] š [селе]. 


1514. 什么 叫 夹 角 ? 
答 V 是 欧 氏 空间 , 非 零 向 量 <,B 的 夹 角 (a,P) 规 定 为 


(e,B)= arccos Те. ЙӘ” 0< (а, 8) <ля. 


1515. 什么 叫 正 交 ? 
答 SPA ыле, # (а, 8) =0, Шауа 
LWA a В. 
Ж Ф001 ау a€V. 
© ща, 都 是 非 等 向 量 ， «18468,80 7- 
Э a а«=>е=0. 
1516. 1) «+81 < lal 121: 
2) 4 el дв, 1 а=, |= 112+ 181°; 
3) М.а |а; (156 ў, 152,55 от), Wl) 
Аа +e, || ?== | а || 24 а, || 2. 
注 2) 称 为 勾 股 定理 . 3) 称 为 推广 的 勾 股 定理 ， 
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1517. ТАШУ C Gram) ВЕ? 

Ж karoa, 为 = 维 欧 氏 空间 的 一 组 向 量 , 令 а, = las 
aj) (#„ўу=1,2, т), A= (a), АВ В zy，… ,a 的 格拉 
姆 矩阵 , 记 为 Glay,… ,an). | 

1518. ФЖАШЖЖЯ BE? 

Ж 设 V 是 n 维 欧 氏 空间 ,61,…,s, 为 了 的 一 组 基 , 称 Сб, 
… En) ЖЖ el,…,e, 的 放量 矩阵 . | 

+ @ 基 不 同 则 度量 矩阵 不 同 . 

D 当 G(s,… ,е,) УЗН РЕН, Вр (є, 6) = 00:35), В є, 
eee, 为 了 的 一 组 正 交 基 . 

@ 当 Gle, se) =E Bt, Ш є,,- e, 为 7 的 一 组 标准 正 
Ж Е. | 

1519. 设 АЄЕЛ"“",\ a= (rr, En)  8= (уу, бе, ys) HE 
明 .R" IIFAR (а, p) = = АВ 构成 欧 氏 空间 的 充分 必要 条 件 是 4 
为 正定 矩阵 Ë 

Ш ” 先 证 充分 性 . 设 4 为 正定 矩阵 , 则 4 为 实 对 称 阵 得 

(2, 8) =а А2 = (а АВ) = @'A'a= p Аа=(#,а), 
(да, 8) = (да) АВ= (а А8) = kla, 8), 
CaF, Y) = («+ AY АУ а 47 十 H АЎ = (a,7) + (8,5). 
当 а520 村 , (а,а) =a Аа= (х, z.) HEE LKE, ДК >o. 
当 且 仅 当 а=0,/=0. 所 以 ,R" 构成 欧 氏 空间 . 
再 证 必要 性 . 设 А" 关于 题 设 的 内 积 构成 欧 氏 空间 , 取 
a,=(0,--, 10,09,00 а (0,5, 1 0)7， 
G) (Jj) 
则 (0;,а;) =a; Аа; =а,;, (аза) =a Aa =a. | 

s (а) = (asa), Л.а =a, A J ERRIRE. 2 flra 
zr) 二 XX AX HP X = Gri, r.) Mj f HEZA. V as 天 0,(a， 
а) = 4a>0:… 了 为 正定 二 次 型 . 4 为 正定 和 矩阵. 
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1520. 在 К 中 按 通 常 的 内 积 定义 , 求 两 个 单位 向 量 , 使 其 与 
三 个 向 量 а= (2,1,4,0),8= (0—1, —1,2,2),7=(3,2,5,4)1Е%. 
解 ЖАТК А у Ur strs tg a) ЧЫ а, pY EZ, ТМ 


是 方程 组 
2 1 4 Оі 
É —1 2 i 22| =0. 
2 5 glz I | 
алии = (10,—12,—2, 1),|]|=\/' 249, Pf 
ЕНИ ke ССТ Е УЕ sh Ё. 
1 9 ET 1 为 所 求 
1521. ”在 实 线性 空间 CE 一 1,1]j 中 定义 内 积 
fry gr) = | fG + gada 
构成 欧 氏 空间 , 求 A=, f(x) 二 z+, 了 tz) 二 1 一 zx 所 构成 的 三 
角形 的 三 个 内 前 ， 
Ж ТО 50=0,0.7)=2,0.50= 5, 


| Л, | = y (ЛЛ =V 2 ， II f {| = Ї 7, | =V, 


万， 户 ) 一 arccos mI rgo, 
(一 р, f3} ==—arc cos Ta r= s. 


1522. ЖИ DÆ n 阶 正定 矩阵 ,在 R" PELAR, 8) 
二 a АВ, Ж а= (zi, z.) B= (уу-у, 

DRAR є, (1,0, --- 50), --- уе, = (0,0, +, 1) ЕШШ 
阵 ; 
2) 写 出 这 个 欧 氏 空间 的 柯 西 一 布 涅 柯 夫 斯 基 不 等 式 . 
W 他 (є;,є;) =a G(ey, t g,)= A. 
2) laS Hal + [#1], 
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ба 8) l= |а' AB |= 5 Хато, 


i=] ј=1 ` 


[а | =V (а,а) —( X ана), 


i=) j=l 


Гай 0-07 3) Уза), 
故 | > > анлау, =( > Pasaz)? ?> ( 5 Sayy)? 
1523. i Gy s CQ, "уа, ЖЕКЕ 空 何 V W —#R3£, A= (a;,) K 
它 的 度量 矩阵 , 则 
1) ү о.ВЄҮ, (а, 8) =2' АҮ. Ж Z= (mi, zs" xr.) У = 
Сузу зу) ТУ а, 在 该 基 下 坐标 ， 
2) A 为 正定 矩阵 . 


фе? г 8= Djan 
(a, p) = (аа, Xa) = D D rya) 


= ° Darg pAr 
2) V a€ V,a £0," (а,а)>0,... КЖ! (а,а)=7' А220, В 
为 正定 二 次 型 , 故 4 ЕЛИНИ. | 
1524. 证明:1) я KREA PAE ЖЕК) ЗР БЕН РЕТГЕ] 


290 о> 
2) 任何 有 限 维 欧 氏 空间 都 存在 标准 正 交 基 ， 

证 D asa, 及 Borth 为 欧 氏 空间 V HNH, A= 
(ao), B= OD DAA ТЕЕ ВЕ [Б.С 为 wma 到 Brr В, 
АУЕ Е ВЕ, ЈУ а, БЄУ, а, ВЕЖ asa 下 的 坐标 为 CX 与 
СҮ ЕФ X= Cri, r.) Y= (уу) ФУ a, 8 R В,. 
esf, БАЈА. 因此 由 第 2522 条 
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ca, 8) = CX) АССҮ)=Х'С' ACY. 


另 一 方面 ， ; (a, B) =X' BY, 

因此 X'C' ACY = X' BY. 

4 X=Y t, Х'САСХ= Х'ВХ, +E САС= В, А 5 B E 
合同 的 . 


2) IPE EL HE RE A 是 正定 的 ,所 以 存在 可 闭 阵 C, 使 C4C= 
E. Ср.) = Caragana C RBA т. 5.7, EE V 
的 一 组 基 , 由 1), 它 的 度量 矩阵 就 是 Е, о, 是 V 的 一 
组 标准 正 交 基 . 

1525. 设 ma san 是 关 维 欧 氏 空间 的 一 组 向 量 , А = 
Cay) saij Can a), WE 8,24 R. {Ж 34 141 关 0 时 ,a yazy…，an 线性 
-证 先 证 充分 性 . Ў aya... a, 线性 无 关 , 将 其 扩充 为 V 
的 一 组 基 myas，…，aryae+l…ya 此 基 的 度量 矩阵 是 正定 的 , 因 
此 其 m Bray: Ef s | A|2>0, 9 | A|=0. 

再 证 必要 性 ， 设 |141| 天 0, 则 aaa 必 线 性 无 关 ， Ж 
线性 相关 , 则 其 中 必 有 一 向 量 (不 妨 设 为 mm) 可 由 其 余 向 量 线性 表 
Ж.В a = ka + БА. +E 

Ca; ra) =&,(аг,а,) Hehn a an) (f=1,2, эз). 
此 即 4 的 第 1 烈 可 由 其 余 ml Ж#Н, AIA =o 
[А [550 #08. 

1526. Ў el ee， ya， 为 n 维 欧 氏 空间 V 的 一 组 标准 正 交 

Ж ›оу,а,, an ЖУ В-ВО ЕЕ Б G Ня 


а; ац а, .* ан | [Е є 

а, 334 a; Arn | | Ez Ez 
= = A 

Am Amy “аы; A mn Er Èn 
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1) б=АА'; 

2) а|,&@;,**,йы ЖУ 的 基 的 充分 必要 条 件 是 m== n, B. G ЖИЕ 
定 和 矩阵 . 

证 Deere ese, 为 标准 正 交 基 , 基 度量 宛 阵 为 单位 罕 阵 ， 
…G 中 第 1 行 .第 j 列 的 元 素 为 

g == (a, , e )= ааба» 

即 4 的 第 i 行 与 4' 的 第 7 列 对 应 元 素 的 乘积 之 和 , 故 G=AA'. 

2) 因为 oaa,…，,an 为 基 的 充分 必要 条 件 是 т=п, На 
关 , 即 А 为 可 道 的 实 n 阶 方 阵 . 而 6G 一 44' 为 正定 矩阵 的 充分 必要 
条 件 是 4 为 可 道 的 实 n 阶 方 阵 . 故 a,,a,, ,om 为 基 的 充分 必要 
ЖЇК Ж теп, B. G 为 正定 矩阵 . 

1527. 设 V 为 n 维 欧 氏 空间 ,证 明 ; 任 意 一 个 阶 正定 矩阵 
都 是 V 中 某 组 基 的 度量 矩阵 ,并 说 明 这 样 的 基 不 唯一 

证 А 5л 阶 正定 矩阵 ; 则 存在 实 满 秩 方 阵 C, 使 得 A 二 C 
C. $ eneoti 为 V 的 标准 正 交 基 ， 
a 7% (a, Gy 9 Ap) = (Es Es E,)C 
则 asaan 也 是 V 的 一 组 基 , T E BS BEF Sk E 5С ЕС=А. 

现 取 eres s z, 为 W 的 男 一 组 标准 正 交 基 , 并 令 (B.…B,) 二 
Cej tee) C 则 В, ‚8, s Ån ENR + ast G; 的 男 一 组 基 , 但 它 
的 度量 矩阵 仍 为 C'C= A. 

1528. de,p) 一 | 一 8 通常 称 为 “与 有 8 的 距离 . 证明: 

а(а,7)=<4(о,8) +4(8,7). 
‚ М dla, = | ~Y || = | а—8+8— У || 
< 12—81 + 118—1 = а, 8) +48,7). 

1529. 设 oa ，…a 是 欧 氏 空间 Y 的 一 组 基 , 证 明 ， 

D PER y€ V fËB(7,Íz)—=0G=—1,2,-- n), 2, 7=0; 

2) 如 果 y. 7 € V 使 对 任意 EV, AO D= Oa) RAN. 
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==7,. : 
证 1) 9 = Ао, + Ао, АНБ СУ, У) 二 上 (Yon ) 十 
+E СУ ,а,) =0, “У = 0. 

2) AREA — У,,а;) = 0 (1 二 1,2,… sn) ВШ YO—7Ys=0,N 
=7,. | 

1530. 什么 叫 施 密 特 (Schmidt 标准 正 交 化 ? 

= Ё asart an 为 V 的 一 个 线性 无 关 向 量 组 . 


1) 正 交 化 . 令 
8,=a,, 
= _ (a, , Ву) 
入 一 az G BO， 
< W CA: _ (a, 8,) зей Cam s Pm) 
Во уй ВВР 0B 
Bp 
1 ж 
ee К? | 
0 2 
使 
‹8,,8,), i=j; 
( i$ p= ` 
В.В | 0 . үр 
2) 再 单位 化 ， GTE g EGL 2m) W E 
CR ' А 
0, 196}. 
这 时 


t + 
пот) `, 
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1531. 求 齐 次 线性 方程 组 
27zi 十 .zz 一 2 十 十 32i 一 0 
F ху. — T; +z,=Q0 
的 解 空间 (作为 5° 的 子 空 间 ) 的 -- 组 标准 更 交 基 . 
# KARAEHE RA 
а,=‹1,0,0,—5,—1), 
[ee ep 
03=(0,0,1,4,1). 


由 第 1530 条 将 其 正 交 化 得 
六 一 (1,0,0, 一 5 一 1)， 


7 i Л 
B=(— 9,1, о, — 99—79), 


8,= 1-07,6,15,1 ,2). 
表单 位 化 得 解 空间 的 一 组 标准 正 交 基 ，: 


7, 一 T ‚0,—5,—1), 
p= (—7,9,0,—1,—2), 
и. 

7 (7,6.15,1,2). 
=з 


1532. 设 了 是 一 =” 维 欧 氏 空间 ,cs 天 0 是 V 的 一 固定 向 量 , 则 

1) У,={х|(х,а)=б,хЄЎ}ДёЁ V 的 一 个 子 空间 ; 

2) dimV,=x—1. 

证 1) 70€Vi ЛУ, 3Е2.У 0,,8,C V.,V R RER, 

(A t kha) =k, (B8,,e)+k,(B,,ay=0, АВА, В.Є У, 
即 知 У, 为 了 的 子 空 间 . 

2) 将 a 扩大 为 V ЕЗ аа-а, аза, У, 
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也 (Cap *, aa TV- 


RZY ВЄУ,,В = о +-А,а, +k ñ, 0= (8,a)=k(a,a), 
—.ё=0.@Є L(e,,* ,а,). V i= Ка, a) dimV =n і. 
1533. ”什么 叫 向 量 与 空间 正 交 ? 空间 与 空间 正 交 ? 
E 1) 设 W 是 欧 氏 空间 V 的 子 空间 ,aEV. 着 (a,8)==0， 
v BEW, 则 称 a 与 W 正 交 , 记 为 aLW. 
2) W V,, V, Ft EX K = l] V 的 两 个 子 空间 ,车 (a,8) 一 0， 
ү аЄ_у,,у BEV ШЕК V, 与 V; 1Е 56.10% Vi LV- 


1534. MEV V, 两 两 正 交 ,那么 和 六 十 … 十 7, 就 是 直 
和 VDD. 


1535. 什么 叫做 正 交 补 ? 
E УУУ, 都 是 欧 氏 空间 V 的 子 空间 ,如 果 满 足 : 
1) V=V,+V;; 
2) V, LV... 

那么 称 V, ЖЯ V, ЕЗ, іа У,у}. 


1536. n 维 欧 氏 空间 的 任意 一 个 子 


TERA EAE 
Ж. 


Ж 设 V AE V B TTE. 
1) # V= (0) W V =V; 
2) ЖУ, =У, W] Vt = (0); 
3) Жа» "за, HV 的 一 组 正 交 基 , 理 扩大 为 Y 的 一 组 正 交 


基 ay Q, G, ууу 7, у 
Му [ау ,an) VES Llana ,*,0,). 
9 W Е п ЖЕК ЕН] V TEE, ДСИ) =}. 


证 УИ, Р W 5 Wii ДЕ o СИ) 
=W. 


1537. 


1538. 1) (V,+V,+=Vt ПУ. 
2) V NVL = Vi +V. 
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证 1) аЄ (У,+У,„)+‹=>е_ | (У, +V) eai V, Н e | V, 
&=>a€ Vr Пу}. 

2) Н 1) (УНУ) = (УР) П (У), ПУ,, 

(Vi БУ) = (У, ГУ, +. 

1539. 欧 氏 空间 Y ВВ 7 = JBE] V, 的 正 交 补 Vi 6 H 55 


` V, 正 交 的 向 量 组 成 . 


证 ЖУ, -BERE asoan EKA V 的 一 组 正 交 共 
Qi Q. аута, М VE = 1, (ауз a .). 2 W=(a€ V |a L 
Vi), РЕ W=Vr. 

AA a LV iG m+1.:: n) PLA Уз CW. 

FE Z,V BE W,.,B= а + Б, | V, ,0= (B,a,)= 
k барза) k = 0. ЖШ А, E E. Аалаа 
+k EVE WEVE, W =V. 

1540. БЖ 8EV 是 向 量 a 在 子 空 间 V, 上 的 内 射影 的 充分 
必要 条 件 是 

—#{<|е—&ё|,у EEY.. 
证 必要 性 BLEV, E a fE V, ЮИ, 
a=8+Y,y€ Vi, 
+Жа—бЄЎЇ,Ү ФЄЎ,,8—ё&ЄЎ,, Айба 2) E. W 
色 股 定理 ， 
|(а— 82+ (8—8) = a8 HE, 
即 le—Ẹl = |e— 8| 128—6. 从 而 la 一 8| 志 la 一 站. 

充分 性 \ҮФЄЎ,,Н |а—2|<1а—&|,86У,. 8 о= 8, + 
y, € V.,y€ Vi 那么 所 是 在 Vi 上 的 内 射影 . 由 必要 性 的 证 明 
知 

la— 8,1% 1а— £l. 
{НЕ 9 |е—#|< |е—%,|., 12—81 = [а— 
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Ух 8 а— 8 与 8. 0 都 正 交 ,从 而 与 Ae 1Е Ж. 由 勾 役 定理 ， 
[а— 8[#= |е— 811-18, — 8 [°, #118, — 8° =0==8, =, Hl 8 а 
在 V, 上 的 内 射影 . i 

1541. 证 明 : 实 系数 线性 方程 组 4X 一 8(4 5 n E Py EE, X 
一 (rz 8 一 (人 07 有 解 的 充分 必要 条 件 是 8 与 方程 
组 4 和 一 0 的 解 空 间 W 正 交 . | 

证 必要 性 设 АХ- ВЖ X. B АХ, = pY 为 А'Х=0 
的 任 一 解 , 即 АУ 0, FEY = У ХАУ Х', САУ) = 
О.М 8 5 W 正 交 . 

充分 性 设 8 与 WW 正 交 , 即 对 Y YEW,(B,Y)=0, 而 (8,Y) 
一 BY 一 0, 可 知 线性 方程 组 | 9 \у=о 与 дуо 是 同 解 的 ,所 以 
[5-е A BDE СА, 4) = # А. 这 说 明 线性 方程 组 4X 一 有 的 


增 广 和 矩阵 与 系数 矩阵 有 相等 的 秩 ,因此 AX = 有 解 . 

1542. Vi V: Æ n EKR ZH V 的 子 空间 , 且 V, 的 维 数 
ЛУТ V: 的 维 数 . 证明:V; 中 必 有 一 非 零 向 量 正 交 于 У, 中 一 切 向 
Е. 

证 设 dm =s, dim V; =t, st. УУ, У, ашу = 
п 5: Ф У = У, ПУ, ШУ, ЖУ 65 f Z B|. ШУК 
дип (У; БУ) <и 19 ат (У, БУЕ) =аіту, +dimV —dim(V, f) 
М) 14 (n—s) ату зи. —.dimV;222—52>>0. VÆ {0}, {ER а 
€ Ү;,а520, «ЄУ,, Н z€ ү. a 与 V, 中 一 切 向 量 正 交 . 

1543. BV E n Ф [Н], а, a, 与 B81,…,B, 为 V 的 
WAR, Н (0... 0.)= (a. a А, ҖЕН A= (о) РЕ. УШ 
下 面 三 个 条 件 中 有 两 个 成 立 , 另 一 个 必然 也 成 立 : 

1) aesa, 为 了 的 标准 正 交 基 ， 

2) Bl,… ,Bs 为 V 的 标准 正 交 基 ， 


726 | 第 十 九 章 ”线性 空间 


.3) А 为 正 交 阵 . 
W 1).2)=3) 
(Bi,8;) = (ана HoH anaa) (аза, +: +а,;а,) 
一 Qia1 аха + Баке, | (1) 
: 1 ;=; 
(18)={ 0 С 由 (1) 式 知 4 ЖЕЛЕ. 
1),3)=2) ”由 А 为 正 交 和 矩阵 , 则 


十 +... + == 1 i=j; 
allij T azaz; а.а; 0 j. 
1, [жш 3 ЖЕ, 
再 由 (1) 式 ,得 (B,P) 一 | 。 即 8\,- 8, 为 标准 正 交 基 . 


2).3)=>1) 因为 (a yt ) 一 (B, ,BB.)A ,41 仍 为 正 交 
矩阵 ,所 以 Qa 为 标准 正 交 基 . 


А, 本 空间 (U 空间 ) 

1544. 什么 叫做 本 空间? 

® 设 V 是 复数 域 C 上 的 一 个 线性 空间 ,Y a BEV EXT 
-个 二 元 复 函 数 , 记 作 (a,8) ,如 果 满 足下 列 条 件 : 

1) la, M= (8,9), (8, а) (8,0), 

2) (ва, В) = (а, 8); 

3) (a+ 8,7) == la Y) + (8,0); 

4) (0,а)220 为 非 负 实数 ; 当 且 仅 当 а=0 Hf, (а, а) =0; 
其 中 a8,Y 是 7 中 任意 向 量 , 为 任意 复数 , 则 称 (a,8) 为 内 积 ,F 
Зу С) 55 [8]. | 

1545. 在 线性 空间 C" 中 , 设 a= (а. a, B= (,, 6,6, 
ab € CG=1,2,-. n), EX 

(а,8) =а; biH +a, b,=a P, (1) 

则 (17) 式 为 内 积 ,C" 是 п 维 西 空间 - 
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1546. 西 空间 的 内 积 有 哪些 主要 性 质 ? 

Ж 1) (e,kDy=E(e, 8); 

2) Ca Bt Y) == (а, 8) (а, У); 

3) (0,0) = (8,0) =0. 

1547. ЯС EHI n REZE Ир елд X q 
使 其 成 为 西 空间 ? 

答 可 以 ,例如 取 下 的 一 组 基 e, e 对 任意 а= є Б 
十 ZE 一 Wi 十 十 ye У, . 

(а, BY= =, yi zo yz i" +z, ук» 

则 可 以 验证 (a,8) 为 内 积 , 从 而 VY 29 E z [Н]. 

+ 显然 不 止 一 种 方法 定义 内 积 . | 

1548. iZ Clr] 为 复数 域 C 上 次 数 小 于 = 的 多 项 式 的 全 体 
再 加 上 有 零 多 项 式 构成 的 线性 空间 ,Y a) go EC] EX: 


Ср 21709607. a) 


ИСР, DAAR, ЉТ Сх], 298 = [8]. 
证 V fsg hEClrh Y kEC, 有 


т 


1) (я) = 3 or 2) OSO) 
= ЭЙ та гз 
2) (f+zg,h)= Улоо 
= Улт ж С.В) + (gsh)s 


3) (kf р) = ар), 


4) (f, f)= DIOTE 
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(f,f)y=0<—fG)fG)=0 G=1,.…,n) 

=== fG) =0 =l., sn) 

«=» /(х)=0 СРС) & КЛР n EAR, E /(х) 

E0, H f(z) 不 可 能 有 个 不 同 的 根 ); 

所 以 《f,g) 是 内 积 ,从 而 Cle], 成 为 酉 空间 . 
1549. 在 西 空间 里 有 没有 长 度 与 正 交 的 概念 ? 
E A 设 V 是 酉 空间 ,定义 VXara) 为 a 的 长 度 , 记 为 a . 
4 (а,8) =0 Е, о Уу 8 1ЕЖ,30 а 2, ЖФ а,8ЄУ. 
1550. ХЕ ЕН] V 中 ,证明 柯 西 不 等 式 : 


{ (а, DiS lall • HAH. (1) 
证 当 B8=0 时 ,(1) 式 显然 成 立 . 下 设 8560. 2 y= a+t8, 其 
中 上 为 复数 , 则 
OSKY, y) = (о,а) tt P Hila 8) +1108, 8). (2) 
 „_ (а,8) 
ё = a, ду" RADR: 
(2,2) CP, a) 
X (а,ау– ҮЙ Пу y 
[а 12. 181° = (а,а) • (8,BXyZ(a,8)Y(8.a)= (о, 8) (а, 8) 
= | (а, 8) |. (3) 
两 边 开 方 即 得 (1) 式 . 


Ж 类似 可 证 (1) 式 当 且 仅 当 a 与 线性 相关 时 成 立 等 号 . 
1551. ikal = |21. Hal. аа! < е1 121. 
1552. 任意 一 组 线性 无 关 的 向 量 可 以 岂 施 密 特 过 程 正 交 化 ， 
并 扩大 为 V 的 一 组 标准 正 交 基 . 
1553. ШС ERREN, C 的 -组 基 为 
«у= (1,0, — 1) ,a == (0,1,0),а; = (24-2,0,1). 
于 施 密 特 方法 把 它们 变 为 一 组 标准 正 交 基 . 
A aa: 已 经 正 交 , 故 今 R =a ,Bs 二 a. 
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(a,,B,) _ (аз, 8,) 


i fa = TRAO ahd? 
= (2+,0,1›—%# а унаа ВЫ 
再 单位 化 


ЕС ЖЕЛЕ 
ACT TO УУ? 


С ОРИ 
е e Or 


тте 0500: 
RI Yis X237: 即 为 所 求 . 
1554. {R Se 6 п EAEE V 的 一 组 基 ra= 2 + 
Бг, В= у, + у.е, AREA 


(1 .0,—1), 


(а, 8) == ту у +=; y, + А, yn (1) 
则 ee А} V ВУИ ЕЗ < ЕЖ асу, A 
а= (a,g, Je +: T CR, En) Ens (2) 


la |2 | tase) [24 Се, є.) [7 |(a,e,)12. (3) 


а= ke 146, t АЕ, (4) 
则 | 
CAs Em) = k, (Е, Е.) =, m= 1,2,5 п. (5) 
将 (5) 代 入 (4) 即 得 (2). 
由 (1)、(4)、(5) 知 


al? = kiki Hkk + À,k, 
= | (æ) | 十 … 十 [Cases) | 
充分 性 ”由 (2) 知 
€ = (6,61) T (ey Er) et (у ,6,)6,, (6) 
由 于 的 表示 法 唯一 ,由 《6) 式 知 
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(ву, =l, Cee)=0 GEL). 
' i 1, i=j 
类 似 地 可 证 (CTP = 0 
ВЖ, е... е, 为 一 组 标准 正 交 基 . 
Ж ”实质 上 (2) 就 是 6，…,e. 为 标准 正 交 基 的 充 训 条件 ， 
2555. 什么 叫做 西 空间 的 正 交 补 ? 
= RV V, 为 下 空间 YY 的 两 个 子 空间 ,满足 
1) V=V,+V;,;; 
2) («.й)=0,\ү аЄ Vy 有 ET; 
ШЕ V, 为 Vi 的 正 交 补 , 记 为 V,= VL 


九 、: 线性 空间 的 同 态 与 同 构 

1556. 什么 叫做 线性 空间 的 同 态 与 同 构 ? 

= БУУЖ НР EBATTA АЈ, mR b VAVA 
一 个 上 映射 a, RA 

1) olat 8)=о‹(е)-+-о(); 

2) olka)=kola), 
其 中 a,8 是 V 中 任意 向 量 ,* ЖР {Е.И ЖИ o ЫШ V У" 
的 同 态 上 映射, 而 称 V A VAS EVV. 

WMR o 是 由 V 到 VV 的 1 一 1 Ж БАЯ CBR XX ЯБА с 
为 同 构 映射 ,而 称 V 和 :六 同 构 , 记 作 иу". 

Ж O mR oeh VAV 的 同 构 映射 , 则 称 V 有 一 个 自 向 
№. 

@ 如 果 V,Y' 都 是 尺 上 两 个 欧 氏 空间 ,o ДЕУ Ж | VRI E 
满足 条 件 1),2) 及 下 面条 件 3), 则 称 o 为 V У НА. 

(8) (с(а),о(В)) = (а, 8). 

1557. n 维 线性 空间 V 在 取 定 一 组 基 后 ,向 量 与 它 的 坐标 之 
间 的 对 应 就 是 由 了 到 Р" 的 一 个 局 构 上 映射 ,因而 ИР", ВЫ P 


A. ”线性 空间 的 辣 态 与 同 构 731 


| 上 的 任意 - -个 二 维 线性 空间 都 与 Р" 同 构 ， 
1558. 同 构 映 射 有 哪些 基本 性 质 ? 
Ж Божу у А ЯТ. Д 
1) 200) =0,0(-—- а) = — аа); 
2) alkia tee tk, a, ) = ёуобо) + А,о(а,) ; 
D V 中 向 量 组 mw，…，c 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 它们 
П оба ),сба,), <" ,oto,) 线 性 相关 ; 
4) а ! 是 同 构 映射 ， 
D 数 域 P 上 两 个 有 限 维 线性 空间 VV,V' 同 构 的 充分 必要 条 件 
是 它们 有 相同 的 维 数 ; 
6) Æa VV, 0: V ,一 Vs 都 是 同 构 映 射 , 则 cei VV, 也 
AB] EBR h. Н Co, a y =o 105; 
D 同 构 的 空间 具有 反 身 性 .对 称 性 与 传递 性 ,因而 数 域 P E 
任意 两 个 n 维 线 性 空间 都 同 构 . | 
1559 У.У. 都 是 数 域 P Б n RTEZ, Н У, 
到 VV, йу — F] 88 BR 9%. 
W ias, a, 及 局 ,局 分 别 是 V V: Ж, у асу, а= 
Ria t Hkn, a Са) = 018,4. -А,8,.ЩУ а,8 =h t 
+a) EV, Y REP, H | 
а(а+ 8) =a Ckit l at + (R. +L )a,) 
-= (khit hP T: СА, + 2,)8, 
=k, P, +" Hkn thh Hnn 
=a(a)-Fo (08), 
alka) = (08,41 +k, Bn) = kala), 
显然 ,a 1—1 В Е аа s HH V, Fj V, 的 一 个 同 构 
映射 . 
1560. ¿iZ V, А БАНЕРА 的 全 体 实 系 数 多 项 式 梅 成 
的 线性 空间 ,V; 为 R 上 的 复数 域 构成 的 线性 空间 ,其 中 
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—] 
| . ИЕНҢ.У,У,. 
1 0 
证 只 须 证 dimYi 一 dimnYV:. 


та ИЕ | | 中 = 一 4， 
0 一 ! 一 1 0 


4=| 上 | =E, А 的 多 项 式 了 (4) 可 由 A,A! 线性 表 出 


一 &。 —Һ 
Ë —E#, 
性 无 关 ,4 ‚А* 为 V, 的 一 组 基 ,因而 dimV = 2. 1,1 为 V, 的 一 组 
Ж, іту, =. 

Ж ату, —=dimV,=2=V,==V,, 

1561. 设 V 是 数 域 P 上 4 维 线性 空间 ,L(V) 为 VY 上 全 体 线 
性 变换 所 成 的 线性 空间 ,证 明 :dim (1,СУ)) =. 

证 RVR aa MY aE ГСУ), alasta) == 
Caa DA h AE P AH LOOS рой 

атп (V )=dimP”*"= р, 

1562. У,,У, 是 两 个 有 限 维 的 欧 氏 空间 , 则 V EV, > 
dimV,=4dimV,. 

1563. HV ЗҮ'Д&РЙЙ п Ж КТЕ 25 ир, n~e, 是 Y 的 一 
组 基 ,e 是 V 到 六 作为 线性 空间 的 同 构 映射 . TE BH ; = 是 欧 氏 空间 
Y 到 VY 的 同 构 映射 的 充分 必要 条 件 是 61,…,e, Бу сб), --- абе.) 
BJ ЖЕ БЕЙНЕ]. 

证 先 证 必要 性 . 设 o 是 欧 氏 空间 VY 到 V' 的 同 构 映射 , 则 
V а, ВЄУ, (а, 8) = (а(о) ,о(8)), Ат 

(є, .є,) = (ale) ,а(є,)), 
Вр se 55 aCe), ,G СЕ ЭУ ЕЕ ЖИЕ]. 
再 证 充分 性 ， 设 ee 与 fewa(e) 的 度量 矩阵 相 


ш A+A =o, | | =о.-һ=ь=о,л,л* 8 
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同 , 即 (co(e)y,akei)) 一 (esi). HHEN а, PEV, A (оса), s (09 = 
(а, 8) п], #39 Е | 


Cala) ya(8)) 一 人 ce( Ў as) (Ў) biei)) 
im] i=] 
= (5) aale), bole)) 
i=] i=1 


= Э Deha ,2(;)), 


i=] j=] 
a н 
= 5 S уа;фубе›єр 
i=] j=1 
" к 


= (la, > 26) 一 (e, 8). 


{==1 i=1 
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一 、 定义 

1564. ”什么 叫 微 线性 映射 与 线性 变换 ? 

Ж 设 V 与 V' 是 数 域 PP 上 的 两 个 线性 空间 ,as 是 V 到 下 的 
映射 ,如 果 o 满足 : 

(1) afa 十 8) =0(а) +o (0) N о, REV; 

(2) alka)=kola), V ec V,V k€ P, 

则 称 a 是 线性 映射 (或 线性 算 子 ). 特别 地 ,V 到 自身 的 线性 映射 称 
为 线性 变换 ,V 到 基 域 P 的 线性 映射 称 为 线性 函数 . 

Ж 条 件 (1)、(2) 等 价 于 下 面 的 条 件 ; 

(3) с(ёа-+І8) =&с(а) +1002), У a BEV, N RIEP. 

1565. 是 否 存 在 V 的 一 个 变换 с, Ий ЕЖЕ О), х 
足 条 件 (2)? 

E 这 样 的 变换 是 存在 的 . 比如 ,P ERR, V = {Cr олоод) | 
LEP}, E altist x)= (z2,0,0), BR ç E V 的 一 个 变换 , Ë Er 
不 适合 条 件 (1)，, 又 不 适合 条 件 (2)， 

1566. 下 列 各 变换 是 咨 是 线性 空间 PLz] 及 Рх]. 的 线性 
变换 ? 

Dolf) =z. (х); 

2) о(Ў (ту) = f(x) Р (ж). 

Ф 1)c 是 PLz] 的 线性 变换 , о 不 是 Pih 的 线性 变换 , 因 
2E Prj {B a(2” 1)= x +z" 1=x"€ P[ z],. | 

2) oa АЖ P] ETE РГх]. 的 线性 变换 , 因 取 f(x)=1， 
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g(z)==,ÍH a(/(z)+g(z))#s(f(z))+a(g(z)). 


二 、 常见 的 线性 变换 

1567. 设 V 是 数 域 P 上 的 线性 空间 . 

1) 规定 cla) 一 a,Y aEVv, 则 是 线性 变换 , 称 为 恒 等 变 换 , 记 
为 Г. 

2) 规定 rta) = 二 0,Y aEV, 则 工 是 线性 变 模 , 称 为 零 变换 , 记 为 


3) 规定 0, (а) = ka, Y aEV ,其 中 有 EP 为 常数 , 则 ov 是 线性 
Ей, ЭЖЕШ. 

Ж 当 k=1 时 ,0 就 是 恒 等 变 换 , 当 =0 时 ,o 就 是 零 变换 . 

1568. Æ P(r] Pirlo #8 

D[f(z)J= 7 (х) Y fix) E PrE fez)€ PEr]) 

是 一 个 线性 变换 ， | 

1569. EAKL bl ЕЕ о C[a ,b], C Et sk 
数 域 RR 上 的 线性 空间 . 积分 

л) | fdt N f(z)€ C[a,b] 


是 Cf[a,58] 上 一 个 线性 变换 
1570. 直面 所 定义 的 变换 ,哪些 是 线性 的 ,哪些 不 是 ? 
1) 在 线性 空间 V ,6(2) = 4-а, AP aey 是 一 固定 的 向 


2) 在 线性 空间 P, o) =a, AP аеєу 是 一 固定 的 向 量 ，; 
3) ЖР Ha 223523) = (LT — Lrs 2 ms, mi) 

4) Æ P[zj] 中 ,eo(f(x))= 了 f(z 十 1); 

D 把 复数 域 C 看 作 复数 域 [的 线性 空间 ,oC&)=E， 

6) Æ P*<"rh,Ë(A)= А’; 

D 在 PP, o(X)=BXC, HF B,C€ PpP"** 是 两 个 固定 的 矩 
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т соз@ —sin@ñlí z): 
И - [55 | [5], 
9) ЕР" 中 , 取 a,… a.€ Р, 
oT s Ln) = RT 十 "+ 十 QT: 
Ж 1) 当 a=0 时 ,a 是 恒 等 变 换 . 当 ac 天 0 时 ,c(0) 一 sx 天 0,c 
不 是 线性 变换 . 
2) 当 e==0 时 ,o 是 零 变 换 . 当 a0 时 ,ol0)=a 关 0,0 RER 
性 变换 . 
3) 是 . 
4) 是 . 
5) ЖЖ. 比如 , 取 a=, k= Д] T a a 所 以 
alka) Æko (a). 
6) Ж. 7) Ж. 8) Ж. 9) E. 
1571. 设 V 是 数 域 P 上 一 维 线性 空间 , 则 4o 是 V 的 线性 变 
换 的 充 要 条 件 是 :Y a € V ,都 有 ola) 二 ca, 其 中 c 是 P 中 的 一 个 定 
数 . 
证 取 V 的 一 组 基 二 , 则 у= L (2). 
必要 性 设 ov 是 V 的 线性 变换 ,so(&)EV, 令 ды 则 Y < 
€ V,z=k%,cs(a)=s(&8)=Eka(8)=kcË= kË = са. 
充分 性 Ya ВСУ, у k. IC P ARRE 
о(Ва+48) =с(ва +18) = асое +-1сВ = kaL ie, 
所 以 о 是 V 的 线性 变换 . 
1572. 在 线性 空间 Pp, AE 
e(X)=AX—-— XB,X€ P>", 
其 中 A,BE P"*" 为 两 个 已 知 n MER. о 是 不 是 Px" 的 线性 变换 ? 
EO 易 证 = 是 疡 “的 线性 变换 . 
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1573. 设 “是 线性 空间 T 的 线性 变换 , 则 

1) o(0)=0; 

2) alaf tHe +a,8,)= ao (8, + Ба,о(&,) ; 

3) 4 ë, £, 线性 相关 ,of ,… ,ol&,) 线 性 相关 . 


=. 运算 

1574. 设 0..0, 是 线性 空间 Y 上 的 两 个 线性 变换 . 

1) REC +o,)(a)= s, (a)+ s,(a),V асу, о о, J: V 
的 线性 变换 , 称 其 为 o 与 mm 之 和 ; 

2) Ж lao) (а) =a lala), Y асу, Шоо, № У 的 线性 变 
换 , 称 其 为 o 与 =, 之 积 ; 

3) & k€ Р, Ж (Ё#с)(а)=Е#(а()),ү осу, ko V 26 
性 变换 , 称 其 为 数 关 与 a 之 积 . 

1575. 设 (V) 为 线性 空间 V 上 全 体 线性 变换 , 则 LCV) 关 
于 加 法 满足 : 

1) s i. ау, ELN), о Бо Є10(У); 

结合 律 : (о Бо) Боз =m + (о Баз). Ё о,,9,,0, € L 

a 

3) 存在 零 变 换 0E L(V) ,使 

0 十 5 一 0VY вЄ1ХУ); 

4) 存在 负 变 换 :Y ELV) ЖЕ (— о) (а) = — (0(0)),Ұ a€ 

А: 
(—0) Бс= 0: 

5) 交换 律 каен т.о € LCV). 

Ж LCV) 关于 加 法 构成 加 群 . 

1576. (У) хт УЕ. 

1) оо 

结合 律 : (оло, )сз =e, (00). t rh 6, g, 6 €C L(V)>; 
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3) 两 种 分 配 律 :Y arr ELOV), Ay 
@(ту-Ет,)=еату-Ьат›; 
(ritt o =r atro; 

4) 存在 单位 元 大 ,对 任意 € L(V), E 

Го=60=01,. 

Ж L(V) 关 于 加 法 与 乘法 运算 构成 有 单位 元 的 环 . 

1577. Z(7) 关 于 乘法 是 否 满 足 交 换 律 ? 

管 一 般 不 满足 交换 律 . 比如 ,V = К. с(х,у)=(—у,х), 
r(z,y)=(—z,y), Що,сЄ L(R2). Ң#(1,2)Є Ё?,то(1,2)=т(— 
2.1) == (2,1),0т(1,2) =0(—-1,2) = (—2,—1), І тозот. 

1578. о,тЄІ(У), 4 050,150 时 ,是否 or 关 0? . 

S ”不 一 定 . 比如 在 R: H, 

с(х,у) = (т,0),т(к, у) = (0, y) 
显然 070,740, | 
от(х,у)=е(0,у)›==60,0),\/ Ск, у) Є Rš, 
Вр от = 0. 

1579. -L(V) 关 于 数 乘 与 加 法 满足 ， 

1) L(V) 关 于 加 法 是 加 群 ， 

2) (kf)o=k(lo) Y сЄ1С(\У), 

3) ( 开 十 ZJ 一 RE 十 1 Y e€ L(V),V АМЄР; 

4) klatr)=ke+kr, Y orELC(V),Y ЄР; 

5) 1 о=0с,үсЄ1(у). | 

注 ' L(V) 关于 数 习 与 加 法 是 数 域 P 上 的 线性 空间 . 

. 1580. 什么 叫做 可 逆 线 性 变换 ? 
Ж 设 s€ELCV), 若 存在 cEL(VD) ,使 得 
ттз=тё=1,, . 169; 
До но, Ис o 的 道 变换 
+ Ф 可 以 证 明 满 是 (1} 式 的 z 是 唯一 的 , 故 记 :r=o 


H 
ТП 
ж 
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@ o ути. 
1581. c€ L(V), Е 
Iv, 4 п=0 时; 


аме 当 nn 为 自然 数 时 . 
n 个 


У o 可 六 时 ,规定 
o 一 (0 其 中 由 为 自然 数 . 
1582. 设 o € L(V), J о" • o =t, ("一 og” ,n,m 是 非 
负 整 数 . . 
1583. 什么 叫 线性 变换 的 多 项 式 ? 
E c€ L(V),f(z)=a,z"+*—-a,z--ao (3 g 
Д(ау==а„а”" + Haat aly, 
称 Со) 55 КЕЛЕ a 的 多 项 式 ， 
1584. Ж f(z),g(z=)€ Р[х],% 
АС) = f(z) +g), p(z)= flagir), 
А(в) = (0) +600) = в(0) f(a); 
рбс) = {(0)& (og) glo) fla). 
1585. 在 了 一 及 d: , R F 32 3 $p О... о R Ох 轴 由 
Оу 轴 向 Ох 轴 方 向 旋转 90° 的 变换 ,以 + 表 绕 Oy 轴 由 Oz 轴 向 Oz 
轴 方 向 旋转 90*" 的 变换 ,以 w 表 绕 Oe 轴 由 Oz ЖЕ) Оу 轴 方 向 旋转 
90" 的 变换 , 则 o= t= о = Г, уогзёто, o t = ro, ҖЕ (от)? = 
с?т? Аў з. | : 
W Ve (r,y.z)C R, | оба) = (х, — zy) sa) = 
(жэ——у,—=),о%(е)=(хж,ж,— у) а te) =a, Ш ot= Iy. 
тба) = (=#у, —х),е(а)=(— узлэх), 
从 而 类 似 可 证 а а Г. 
令 P=(1,2,3). 
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本 为 (or)(8) 一 (3,1,2)， Ln 
所 以 er 天 rc， 
因为 (gt) (а) = (— х, — у,ж) = (т207) (0), осто 
A ж (ат)? Су = (2,3,1), 0а np 
(аг)? Er. 
1586. ”在 V=P[zj 中 , 设 o(f(x))= Р (zy СС) = 
хў (х), отто rrp. 
Ш 任 取 f(z)EV, 则 
(oar—ra) (f(r))= (от) (fr) — (го) (f(r)) 
=o(xf (7))—r(f (7)) 
= f(z)+- xf! (r)—zf (z) 
=f(z)=IeCf(=)). 
1587. Ë; z, r 是 V 的 两 个 线性 变换 ， 如 果 cr 一 ro 一 mr ,那么 
or 一 ro 一 Ko 1,121. 
证 可 用 数学 归纳 法 证 得 . _ 
1588. _ 设 o.r 是 其 等 线性 变换 , 即 =a, r =r, И] 
1) (g+r)2=a+r€=b>ar+zrce=0; 
2) (ат) оге ат==0 #1 то=0; 
73) 3⁄4 от=го ВЕ, (ог от)? 04е —от. 


证 1) 因为 
| (atr)? ==(о-+Ет)(в-+Ет) 0° отто 
~ ==G 十 zx 十 [or 十 ta)》， | (1) 
所 以 (ат) 0 те отто 0). 
2) 由 (1) 式 知 | Š 
аг=—та . (2) 


(DARRAR ar 得 огог— —тсот. 所 以 o( 一 ar)r 一 一 (一 or)r， 
一 or 一 car, 故 oz 一 0. 又 由 (2) 得 rc 一 0. тад 
3) ЖИ. 


ar" 


四 ”线性 变换 的 矩阵 741 


1589. 可 逆 变 换 是 双 射 ， 
证 由 第 1604 条 可 得 . 


四 、 线性 变换 的 矩阵 

1590. esne 为 二 维 线性 空间 下 的 一 组 天 ,o,f 是 V ki 
线性 变换 , 则 o=r 的 充 要 条 件 是 : . 

@бє;)==т(&,),41==<1,2,5б6›п 

1591. Zero 8, Улп 维 线性 空间 V AAE, з t a, 是 
V 中 任意 ”个 向 量 , 则 存在 唯一 的 线性 变换 o, fË обе) а, =1, 
ISSN N 

1592. {FA RHET КЕР EE? 

Ж 设 6,…,e, JOR P-E 维 线性 空间 的 一 组 基 ,c 是 
V 的 线性 变换 , 且 


ҮЛТҮ (1) 
O AAL En) a 十 Qn 
则 称 A= Ca). 38 о ТЕЕ e... z. 下 的 矩阵 . 
+ Ф (уд Б% 
оберо) (En Es) А. (2) 
@ 由 (2) 可 知 每 个 线性 变换 都 对 应 一 个 n ЖЕЕ, В 
1591 RA ,在 取 定 一 组 基 后 ,人 (VY) 与 P"x" 是 一 一 对 应 的 . 
D 同一 个 线性 变换 对 不 同 基 而 言 , 对 应 的 矩阵 是 不 同 的 . 
2593. 设 6，…，e 是 数 域 P E + 维 线性 空间 V 的 一 组 基 ， 
cr 是 六 的 线性 变换 .车 - : 
сб, Е) = (er, "° tEn) А,т(в,, sE) == (ee)B, 


| ale) =а,1; + 十 auen， i 


则 
1) Сат) te | ""* sE) = (є1 y rE D LAHEY; 
2). Cor) (OPLE ‚„)= (€, 9.555 5.) АВ); 
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3) Cka) (еу, "+ Е, ) = (бё, E D RA) REP: 
4) 当 НЕ, с Cern En) = Erat En AA 3 
5) Eyles eteen) == EEn E 
6) 0(Kel "+ En) == СЕ," ,Е,)0. 
1594. Hente, Жа, "7а, 是 数 域 P Ен 维 线 性 空间 V 
的 两 组 基 ,o 是 Y 的 线性 变换 ,如 果 
CKEty En) = CEt En А, 
olas" sa,) = (ау, ,0,)В, 
(е, ,@„) == (g... g, yT, 


那么 
1) B=T AT; 
2) 当 = є, te tke k. E P BF, 
kı 
-ee 2 
k, 


1595. Æ P: 中 求 下 列 和 名 线性 变换 在 所 指定 基 下 的 矩阵 . 
1) o E£ m= (—1,1,1),2= (1,0, — у= (0,1,0 ЕЙ 
1 0 1 : 
ewa 1 1 中 Жо «Же = (а, 0, бов 00, 1,0),е; 
1-12 00 
= (0,0,1) ЕЁ ЕЕ; т 
23 olh) = (—5,0,3),00,) = (0, —1,6),00) = (—5,—1, 
9), = (—1,0,2), 9, = (051,1, = (3,1,0) 8 Р 0 — 
ЖЖ. H є = (1,0,0),є;= (0,1, бзен, 0,1), ы 在 基 syegzy 
Ez ТЕЖ RE 


1 0 1 
解 1) К ` 1 | 
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一 1 1 0 


1 =l 


©, Par) == ЖЕ, »Ez Єз) 


故 


— r ==] 
есента 0 1 | 9 


Фк, €> yE3) 


一 1 1 0 1 0 1—1 
ө 1 0 || 1 1 | 0 
1 —1 1 一 1 2 0 1 
=l 1 —2 
-ee 2 2 7 
` 3 0 2 


== 6 0 —5 
2) 因为 с], пот 0 =] | » 


3 6 9 
但 


‚> 


—1 0 3 
women 0 1 | 9 


2 1 0 
ГУА 


| : —1 0 31 
CPE ,&) 一 cfm 下 2 | 0 1 — | 
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— 5 0 一 了 
-ee | 0 —1 —1 


3 .6 9 


sje njo nje 
A= njo njw 
ча] —|— nja 


—5 20 =—20 
= ÇE EzE) £ Е — 5 —2 |. 


27 18 24 

1596. 求 下 列 各 线性 变换 在 所 指定 基 下 的 矩阵 : 

1) [0,ei,esj 是 平面 上 一 直角 坐标 系 ,o 是 平面 上 的 向 量 对 第 
一 和 第 三 象限 分 角 线 的 牌 直 投影 ,z 是 平面 上 的 向 量 对 e, 的 垂直 
投影 , 求 o,r 和 or 在 基 6 ,es БАНЕ; 

2) 在 Р{х]„ 中 , 设 变换 oc 为 oCf(z)) 二 f(z 十 1) 一 f(z), 求 o 


在 基 16 АЕО рур. п w 1) РЕЈ ЕЕ; 


3) 六 个 函数 є, = есоѕёх, Є, = езіпёш, € = zre%cosbz,e,= 


Tesinbz, es 一 22е совт ‚&= T resin 的 所 有 实 系 数 线性 组 
合 构成 实数 域 上 一 个 六 维 线性 空间 , 求 微分 变换 o 在 基 ae 
є 下 的 矩阵 

解 1) A so(e)==ale,)= 


i 
1 
9+ 6, Ж а ТЕ Ж Ej +£; Ff 
17.4 те 
2 2 ] 
В ЕУ A= . I 
1 1 сф) | 
2 2 О ie, È; 
yx т(=1) =0= 0e + 0е,, Ы 


TCE) =£ = 0 +1 ° ё, 
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Ë т TE ei, e, 下 的 矩阵 为 B=[° T 


0 1 
° + 
因此 or 在 基 eye FEJERE АВ= i 
0 — 
2 
2} о(=,) =D, 
ale D =a lr) = (r+) r=] =, 
Pe A Dy ш. 


2! 


Pg DD ‚ 


@(є„—у)==®&„.{› 
Й c 在 基 EnoyEl9 Е, 下 的 和 矩阵 是 
ото... 0 


БЕСЕН 


ооо = 0 
3) aCe) = ae, — ёє,,с(є) = є, + dEr, CCE) = є + ae, — є, z 
(є,) = є, без H aE, s0 LEs ) =E, Haes є, ,0 (6) = є, FOE а, z 
在 基 еу, ---,6, ГЕ ВЕЖ 


a b 1 0 0 O 
— a 0 1 0 O 
0 0 a è 1 0 
0 о ва о 1f 
о о 0 a b 
0 0 0 —b a 
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1597. 全 体 2X2 有 理 和 矩阵 构成 有 理 数 域 上 一 个 线性 空间 
a b 
rr, 取 一 面 定 的 有 理 和 矩阵 а= | И ,在 了 中 定义 
c:X——AX—KXA;V XEV, 
则 
1) о 是 线性 变换 ， 
2) 在 中 中 取 一 个 基 , 写 出 在 这 基 下 的 矩阵 ， 
3) o 一 定 以 0 作为 一 个 特征 根 ; 
Ж 1) 由 第 1572 ЖЯ. | 


о вик Jaf Jet 3, 


melo жува. 


0 
| 0 —& | 
oB=AE—EA=| | = (E, ›Е,,Е,,Е;) ” 
с 


ЭЖ cE, cE; ,cËE,. z 在 此 基 下 的 矩阵 是 
0 — b 0 
—ф а—4 o b 
с 0 d—a —с ` 
0 с — 0 | 

3) Ж|А}=0.Т l 0 | ЕА |0 В, A О ЈЕ о 
一 个 特征 根 . ! 

4) KA glr)=|rE—A| =r [r — (а—4)%— 4b], PLL 
(a—d)'-+4bc2e 0 时 ,特征 根 0 的 重 数 为 2; 当 (a 一 d)? 十 4bc 一 0 
时 ,特征 根 0 的 重 数 为 4， 


А= 


~an мамы 


- 


Ч ЕЛЕН ВЕ 747 


с] [1 1 
1598. 1 а= | == 0 
1 3 0 
组 基 . Жа ,а, о 改造 为 正 交 基 esere 设 线性 变换 o 在 基 а, 
| 0 0 O 
0 1 k а: ЖЖ enee, 下 的 和 矩阵 . 
0 0 0 
解 ” 因 为 由 a.na 作成 的 3 阶 行列 式 不 等 于 0, 所 以 asa, 
о, 线性 无 关 ,从 而 是 R° 的 -组 基 . 
将 w ,oas ЕС. 


1 
sma- 
1 


, 则 aaa E R? 的 一 - 


sQ; -一 


а›,@з 下 矩阵 为 


* 


кире бабы. +... 
es = 0, (ee) l 20 Faz, 
= ба; se) (а; ,е›) _ 4 1 
ез = 0; (е; ‚ез? Cere) 3 a+ 2 а +a, 
因为 
4 
1 2 3 
(еу sezsa) = (ау,а,,а;) 0 1 l 3 
2 l. 
0 0 1 
PILA а ТЕ Ж е, sezes 下 的 矩阵 为 
1 2 3 1 2 =ч 0 2 1 
1 
1 0 I 0 11=10 1 =. 
0 1 2 0. 1 p | 2 
оо о 
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1599. ТЕ ШР F n 阶 和 矩阵 所 成 的 线性 空间 Y 中 取 定 方 阵 
A.,B,C.,D,WJ о(Х) = АХВ+СХ+Хр 是 V 的 线性 变换 ,并 且 当 
C=D=0 时 ,o R š <— | AB130. 

Ш V, CP, X YEV, 25 

a(kX+IY)=AGX+IY)B+CGX+IY)+ G&X+¿IY)D 

= а(х) +i (Y), 
7.0 是 线性 变换 . 

щ C= D=0 Bf ,c(X)= AXB. 

充分 性 [АВ] 50 В, А,В 可 道 , 令 r(X)=A :XB-1, 
则 ar=ro= Iy. ʻo nf. 

必要 性 15 o P| mi, Д] oo =o o= ly. EEV, E=00' 
(Е) 二 Ao-!1(EE)yB, 两 边 取 行列 式 知 1A1 关 0,1B| 关 0, |AB| 50. 

1600. 在 Pi 中 定义 二 个 线性 变换 如 下 : 

(O X)= АХ, ge(X)-=XA, olX)—=AXA, Y XEP'”’, 


b 1 0 0 1 
др А=|“ Ters pp | |к®%=| | 


0 © 0 
P N | вао н? 
1 0 0 1 
1) 分 别 求 myczyas ТЕ Eu Ens E, E, РЕЈ EF; 
2) Ж о, —20, ТЕ Eu EEn, Ern КЕЖЕ; 
3) ж сі {Е En, Ei; @ En , E,, БАЈЕ Ё. 
解 1) 因为 


a [1 O а 0 | 
| | 图 | 上 ?9 
c € 


0 
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0 
a bro 1 a 
(89 ЦА | — (Eu Ess, En En) ali 
ё 
| [| 
а bO 0 。， 
6) [ ИЕ | = EnEn EnEn) al’ 
02 
r O` 
(E zje bro 0 з эл Ú 
а, а= КЕ | = CBr Ens En) © ， 
sd) 
所 以 
ra 0 Ё Di 
0 a 0 | 
s (Ea, Es ЕЁ, En) = (En EEn, Ez) | . 
c 0 а 0 
0 d о d 
类 似 地 ， 
rA 07 
nEn EnEn k= (En EnEn Es) | |, 
10 A 
а? ac ab bc] 
‚ |аф ad b ва! 
ga СЕ, Eu kar Fz) = (En +E; Еу, Ер)! „ | 
бас с ad cd 
Pa cd bd A 


2) (g — 2o) (ЕЁ, ,Els Ens En) 
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一 & 一 2 b 0 
—2с а—24 0 b 
= (Ens E E. Е»;) К sas. сәр 
0 д> ` age 20 
3) al 在 En, E, E, En ГЕЕВ 
a 0 $ QË 
Ё a 0 è 
c о d 0 
осо а 


1601. 设 si ,ezyes 是 数 域 Р 上 三 维 线性 空间 V 的 一 组 基 ， 


а а, а}; 
а(еү,&;,ё;) = (EEE)| аһ 4 a|, ‹1) 


4л Az Q33 
1) o 在 基 є;,6,.6 下 的 矩阵 4; 
2) 5 在 基 E] sÅE23E3 下 的 短 阵 Bk{AA0)EP:; 
3) о 在 基 si 十 etayes ГЖ С. 
解 ” 由 (1) 式 知 


- OCE) = (Е;,Е;,Е,) =) 
g(g,)= (=...) ofe 9 


olgl )= (E; +E2 +€; үч + 
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йз аур Әз 
所 以 А=|аз аһ anl- 
аз 4р ац 


an #а аз 


2) B= 2 an FPI 
йз Ёар ay 
án Far 
3) t alert Er) = (6 HEr EzE) urranna] , 
an Fas 
412 
позовна , 
аз; 


ls 
alE,) = 《el 十 szyes ,£3) 2; — a| 


аз 
an Fa 412 413 
ж — — 一 一 — 
(一 | a; ja, а; asas 223 一 013| . 
аз as; 432 ауз 


1602. йе P 上 线性 空间 Y 的 线性 变换 ,mm a. Є 
V 且 线 性 无 关 , 那 么 © PAoa), ,ola,) 线 性 无 关 . 

ШЕ ”必要 性 hola )+ e +, (а,) =0, k: EP, U olka 
+H +А,а,) 二 0. 由 于 oa 9}. л.да tetka = 0. H aa 
线性 无 关 知 太一 … 二 到 二 0 

充分 性 уоёа,йЄ\/,Д{  а(а)=в(#),18 a —= zre) +. + zr.a,, B 
= убу + + уа, ri, y € P, Щ отба) = лаба) + = aal an) G 
(A= yala) + + ydlan). "7 оба), оба, PR FE X: , 7. z, == 
yi 一 1 2 因此 a 二 8, 从 而 o 是 单 射 . 

+ 1603. 设 g(r) 二 ar: 十 br 十 cE P[xj,o 是 PLzj 的 微分 变 
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Ф, 0) = 122—5, R f(c)(g(=)). 
解 ” 因 为 =at 20—516), ВЕ 
J(oe)(g(z=))=o' g(r))+20(g(r)) — SgCr) 
=—B5saz2+ (4a—5b)z-+ (2a + 2b—5c). 

1604. Š = E n ERHET V 的 线性 变换 , 则 下 面 的 二 个 

条 件 等 价 : 
.1) go 是 可 逆 的 ;2) a 是 单 射 ;3) о 是 满 射 . 

证 1)=2). 第 1589 条 已 证 . 

2)>3). 取 的 … 组 基 wm,…，,o, 由 于 是 单 射 , 因 而 知 
абау), ata) 也 是 的 一 组 基 .Y aC V, 

а= аба) + + Ё,аба,) =a lka tH e tkan) =0(8), 
其 中 ВСУ, оі. 

31) 取 定 Y 的 一 组 基 о.е, о„, WEE 8, € V , 818 
908.) =аз= 1,2, h F sna, 线性 无 关 , 可 证 Diea pn 
也 线性 无 关 , 并 为 V 的 一 组 基 ， 

V а= 2;а, j +b a, € V :定义 
re) =k B+ +k0,, H еба) =i =n. 
Y YEV, 7=0P teeth =s H + San 
tro) =rih ab + rla ln =la d t eria) 
=} bt e Ha 
Вр ro 二 Iy. 同 理 可 证 or 二 Jy， 所 以 c рай. 

Ж ”在 元 限 维 线性 空间 中 ,结论 不 成 立 . 例如 在 PLxJ 中 ,定义 
а(х) Saf) ,rtf(X)) 二 (zx).o 是 单 射 ,但 不 是 满 射 ,因为 1 
ARR: т 是 满 射 ,但 不 是 单 射 . 

1605. 设 C 为 复数 域 ,a 为 线性 空间 С" 上 的 任 一 线性 变换 ， 
S, | S, 为 上 的 任意 两 个 子 室 间 ,e(9S， П5,) =2<5,) 0<5,)? 

E У аЄос(5, NSD WEE LES NS: 48 a—c (0). IN 8 
С 5,,8Є S, W o(08)€ o (SY, a (0)€Co(S,)y.o(0)€ NaS), 
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Вр аЄеа(5,)[]о05,). 从 而 005, NASD SES NaS). 
但 没有 反 包 含 . 如 在 C h, + 
$,={(а,0,а)|аЄС},58,=={(0,Ь,0)]5ЄС), 
BA Si 和 S, 均 为 C Та], В 5,.05.= (0). 规定 
с: (Zuze 21) —> (0z Har trs 0), о R: C: 的 一 个 线性 变换 . 
因为 
2605, 0,5) = {0},005,) =005:) = 5,, ЫД 
005,2 NaS 5005, AS). 
1606. Шон P ЖЕЗ B] V 的 线性 变换 , 若 ola) 
天 0 但 (ec 一 0,aET, 那 么 cea)，…:ot Co) 线性 无 关 当 为 自 
证 ”用 反 证 法 . 设 а,о(а), + ,о* 1 线性 相 关 , 则 存在 不 全 
为 零 的 数 bshs EP 19 
| loat hala)t ра Са) ==0. 
设 і, 是 第 一 个 不 等 于 零 的 系数 ， 即 = == р = 0,1: 0, il 
а (0) +l t ба) + 1, за (а) = 0. № с^, 8 
¿r Са) Бала Са) Бла 0 0(а) = 0. HT e Ca)= 0, Tü 
=0 {Н e !(@)550,.'.4,=—=0. 与 假设 矛盾 . 故 aola), 
和 Ia) 线性 无 关 ， 
1607. ТЕ Рн, 
а b) а ЁГ 1 а b Г sa ү 
a == ‚т = , 
(4 а) | | | р M Lo 21 
HP 5,2,а,№,с.аЄрР, Ш o,r 是 Pi“? 上 的 线性 变换 ,并 求 og 十 fr,ar 
№ го. 
E 由 定义 易 知 osr Ж РОБЕ. 


G + j f = - | Кат a— 6 | 
rag =g = 1 s 
4 а Е: cpa еа ЦСе 


` a b sa sa | a b sa + sP 0 
с |=| созу |=| |. 
є 4 td 一 经 с d 0 te—td 
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1608. 二 维 线 性 空间 中 ,线性 变换 д, 对 基 Qı =(1,2),а,= 
2, 1 的 矩阵 是 | ， Б в, 对 基 8 = (1,1),8,= (1,2510 Ж В 


3 3 
|, M + 求 с, +0; 对 д! В. Ва Е Gyd; 对 а ûz ЕЖ ЕЕ. 


1 2 3 
解 aasa) база), i GC pa) =(,,8,) ү | 


2 4 
о Я 0 3 
Caa) = (i PT, 即 | ， | -| |: “T=|) К. 


1. 2 
а үе 


5 6 
=ne 2 Š | 
Б 


5 
Cata) BiB = inh) | 2 __ 
3 
8 
4 
3 


9 
= (fis) È = 


3 3 5 4 
паба а) баат | ， казао L 


1 21[5 4 7 8 
= (gg) (а 9) = (а «| || | =‹ , | | 
人 


1609. 设立 是 实数 域 R 上 三 维 线性 空间 ,eyesve ЖУП - 
组 基 ,a. 是 了 上 线性 变换 ， 
абе) =є, ale) =E FHE, о(є,) =E HEHE. 
1) ЖҰТ НИЛУ с ! 在 6,2,6; КЕЕ; 
2) Ж о Е oale), ole), ale) КУЯН. 
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111 
解 1) (е, E21 E43) = (CE) ,Es ,83) 0 1 il, 
0 0 1 


1 1 =: 
Е с! CE; rE E3) = (є sE ,Є;) 0 1 1 


| р 1 
一 (6lyezve3) 0 1 1 + 


з Lo 0 1 
2) og (ole) ‚®бє;),е(є,))== (є, +Єл,Єз) 


117! 
вана 1 ) 
0 0 1 


和 
оолду 1 -il 
; 2% 0 0 1 
1610. 设 V=R 的 一 组 基 为 aa=(1,1,0), а= (1,2,0), 
03= (0,2, —1),а 为 线性 变换 ， Н. ala saa) = С(а,,а»,а,) А, 其 中 


2 0 3 
А=|0 一 2 一 | ‚M a #£ Ж 0, = (1,2,3), 8, = (1,3,5), 
1 —1 4 


8,==(0,2.1) 下 的 坐标 为 (1, 一 2,1), Rolo E B81,PB,,8, 下 的 坐 
标 ， | 
Й Ii parbi) = (ааз ,оз)Т, Й 
110 11 0 
fz 3 ||! 2 К (1) 
3 5 1 


0 0 —1j 
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—6 =] 一 二 
由 (1) 式 求 出 T=| 7 12 4). 又 因为 
3 5 
1 
СЕ > 
1 
所 以 


1 
ole)=0( f ap- 
1 
11: 
=(8,,8, aorar 一 2 
上 


1 
237 3 


= (2,.8,, 83) — 10|. 


2 
115 3 


1611. o 是 数 域 P En 维 线性 空间 站 LOREEK, mE о 
ЖЕЕ #8 ТЕРЕНА, MA < 一 上 iv kE Р. 

证 io EVAR aan ТЕНЕУ A, X AE п 
тп ,4(4,,---,„)0 = Caratan) Х, WI DB 也 是 V B! 
一 组 基 . 因而 o 在 8,…，,P. 下 的 矩阵 为 X-14X 一 4, 即 АХ = 
ХА, 4 5—0] 2 рй РЕ. 所 以 ASE, kEP. 从 而 o 
=k .,b € P. : 

1612. Ü n ARETE V 的 线性 变换 o 把 线性 元 关 问 量 
ao ЗЯ A... 8, M c 在 基 6 ,…,s, 下 的 矩阵 为 
BA, REP АЯП В 的 列 分 别 是 向 量 @,…,a, ЖШ 8... 在 基 E, 
erse, 下 的 坐标 . 
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证 由 假设 知 
(ару за) = (Е, ,Е,) А, СД, +9, 8,) = (ee) В. 
HT а, a, 线性 无 关 , 因 此 А 可 道 . 于 是 
(ву, tren) = (ау, A °`, 

因 为 

| оба, ran) = уу Bn) = (ер, tEn В, 
所 以 

еб, ET A 1 CEE BA. 

1613. Ен ЖЕЖ Н ЖЕ л ЕВЕ А, В 使 4B 一 
BA= E. ТЕ V 的 线性 变换 中 ,是 否 也 不 存在 o,rt 使 or 一 re 二 Ty ШЕ? 

E 在 有 限 维 线性 空间 中 不 存在 or 一 ro=1v, 因为 如 果 存 
Ф.Д — 288 e 后 ， 

ELEren) == (gr t E Aa TCE tE) == CEE В. 
由 or 一 ro 二 Ty 可 以 得 出 АВ=ВА=Е. 1. 

但 在 无 限 维 线性 空间 中 可 能 有 or—ro= rl, teim, V= РГ]. 
令 c (f(z))=f'Ə(=),r(f(z))==f(=),fHH Ж 1604 条 的 注 知 or 一 
ra= Ïy. 3 

1614. ТЕ» ШИШ | Sr rR, n WEE A.B 适合 АВ= 
Е, A Ti. я 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 с.г ог l, E 
TUH о PTE? 当 V 是 无 限 维 线性 空间 呢 ? 

Ж 当 V 是 维 线性 空间 时 , 设 o,r 关 于 V BJ 3E — R E BJ yE 
EX A, BMh от= 1; 有 AB= ВА E, JA fi f or=re= Ty, B о 
pA. 3 V 是 无 限 维 线性 空间 时 ,a 未必 可 道 ,比如 ,在 PLz] 中 , 定 
X а (х)) =at Ha, ул” + ахау, (х)) =at H 
aiz 十 … 十 az 十 aor, 易 知 cr 都 是 已 Cz] 上 的 线性 变换 ,并 且 
(от) (Ў (х)) = f(z),or= ly, {B +> I, FPW о 不 可 道 . 

1615. 设 线性 变换 о. R° ——R EE e= (1,0),e |= (0,1) 
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下 的 矩阵 为 | _) `|: Ж e = lk l)e, tke, E= — ke, tikt 


De ,其 中 到 是 月 然 数 , 求 oE se, 下 的 矩阵 ， 


ГК 1 Е —(#—]) —k 
解 设 А=| _| N ‚Н (=, е) == (е; 9] b к 
可 知 о 在 Erê? ТАЈ 8k: 25 
—(k—1) —¿#) ” росу —k 2 1 
в=| k aa A| k кР, |=: 
2 КЕИ д 
Шо ае ВЕЕ вА. 
1616. 设 o 是 复数 域 上 三 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ,o 在 基 
0 21 
u ж 0 К. 
—1 一 3 Q 
o 在 新 基 下 的 矩阵 为 对 角 和 矩阵 , Б НН ЛУ Н) ЖЛЕ ЖН) ЛЕН B£ ©. 
并 验算 QAQ. 
E о ш\АлЕ—А|=А4(2?2-4-14)=05й:А,=0,,=\ 14, 
À, = — lki. 
у= 28, — Ez |263, 
Mi 2 = (3—2 VTD +136, (2+3 V Tiie, 


为 一 (3 十 2 141) t 13e + (2—3 1141), 
жон ài hà RARE EL, IH F oo 是 线性 无 
关 的 , 故 取 它 们 作为 新 基 . 由 E sese 到 Pisao RIIIE E E 

2 3—2\'144 3+2 ш 
—1 13 . 13 
2 2+3\/14# 2—3 ml 
经 验算 有 Q-14Q 一 diag (0,V14i, — 144). 


Q= 
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1617. GI 哈密 尔 顿 ) оп EREZA V 的 线性 
变换 , 若 4 是 o 企 VY 的 某 -- 组 基 下 的 矩阵 ,而 /СА)= |АЕ—А |, 
f (c) = 0. 

Ж D 可 能 存在 次 数 小 十 n 的 多 项 式 ga), t g(o)==0. fJ 
如 ,在 户 中 ,cla.b,c) 二 (ec,0,0) 是 一 线性 变换 , 取 glx)=x:, 则 有 
gla) =Q. 

D 因为 4 有 最 小 多 项 式 d, (A), п 4,44)==0, 由 和 矩阵 与 线性 
变换 的 -一 对 应 ,所 以 d,(o) 二 0. 因此 求 c 的 最 小 多 项 式 与 求 相 
应 的 矩阵 4 的 最 小 多 项 式 一 致 . 

1618. 设 o 是 数 域 P 上 。 维 线性 空间 V 的 线性 变换 , 则 

1) 在 PLzj 中 有 Ж <ал 的 多 项 式 f(x) ,使 f(g)=0; 

2) 当 f(o)=0,glto)=0 时 ,dlo}=0,.d(x)= (f(r), g(r)), 

3) 当 f(a)=0 Hi, a 可 道生 f(z) 的 常数 项 不 为 0. 

证 1) 由 第 1617 条 知 . | 

2) HPE, d(z)= u(z)f(z)+u(z)g(z), T E: 

dlo) =и(0) (0) +о(а)в(0)=0. 
3) (0) =0 6 (А) =0. z t| «5 А 可 道人 > (x) 的 常 


数 项 不 为 0. | 
1619. То ERR P 上 nn 维 线 性 空间 VV 上 的 可 道 线性 变 
换 , П] y 


D = 的 特征 根 全 不 为 0， 

2) 如 果 XEP 是 o 的 特征 根 ,那么 六 是 o~! 的 特征 根 . 

证 将 o 转 化 为 对 应 方 阵 后 讨论 即 得 . 

1620. 设 V EXOR P F n BREZNI V b-p 
性 变换 的 全 体 ,那么 L(V) 是 上 线性 空间 ( 见 1579 条 ) 求 L(V) 
的 一 组 基 及 维 数 . 

.证 BV py Н ee W LODS P" AA-AAA 
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ЖЫ АЯ]. Ez PRAE Eljen AP E, g G pD 
置 的 元 为 1, 其 余 都 为 0 的 n 阶 和 矩阵, 对 每 个 地 ;定义 一 个 线性 变换 
Gij (8. "б En) = (els ,En) ЕЁ, 

ЈИЕ (0, [2.7 1,2, 59,0) 0) L(V) 的 一 组 基 . 所 以 
dimL(V)=dimP"™’=n. 
1621. o,r E n 维 线 性 空间 V 的 两 个 线性 变换 , 则 or 的 
秩 之 ca 的 秩 +r 的 秩 一 六 
证 EV PERAE, i c,z 在 此 基 下 的 矩阵 分 别 为 4， 
В.Д or 在 此 其 下 的 矩阵 为 АВ. ё 
az Ж = FE ( AB)2 3k A+ Pk B—n 
=а 的 秩 十 rt ВФЕ — и. 


五 、 WARR) 

1622. 什么 叫做 线性 变换 的 值 域 与 核 ? 

E 设 了 是 线性 空间 Y 的 -- 个 线性 变换 ,oa 的 全 体 象 组 成 的 

тт olV)== {ola)jaEV} 称 为 o 的 值 域 ( 象 ); 所 有 被 o 变 成 零 向 

景 的 向 量 组 成 的 集合 N= {aEViole)=0}), 称 为 上 的 核 , 记 为 N 
= Кега. 

1623. (У) kers Ж V 的 子 空间 . 

1624. ”什么 叫 和 做 线性 变换 的 秩 和 零度 ? 

Ж ca 的 秩 =dima(C7)io 的 零度 ==dimkero. 

1625. 设 o 是 nn 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ,e,,…,e, 是 了 的 
Ж, H ет(єү,++,в„) = (Etn) А, 

1) (И) = (обе), «+ ,0(Е,)); 

2) a RJ =A 的 秩 . 

1626, 设 ee 为 了 的 一 组 基 ,c 为 V 上 的 一 个 线性 变 
换 ,ofsi…e) 一 (se)4, 秩 4 一 r, 如 果 4=(B ---,В,), Н 
中 瑟 为 4 的 列 向 量 ,B… 瑟 为 到 ,如 .的 一 个 极 大 线性 无 关 
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组 ,那么 oler), eale) H e (V)0 2. 

证 (об), ,е(е„)У = (g, ," ,Е,) А, Н 819 5 8 1418 条 知 
бєл), "5006,23 o(e,). е G (6,0 1—17 Kk: X X B. 再 由 第 
1625 ЖЯ 

oV=Lo(le) talen) == Llo lEn) ste CE). 
1627. 设 o 是 n 维 线性 空间 V 的 线性 变换 , 则 
0 JE +c 的 零度 =dimo(V) 十 dimkero =n=dimV. 

1628. 设 у, ,en 为 线性 空间 V 的 一 组 基 ,o 是 Y 的 线性 变 
Prales En) = (E, nE) А, A=r.n 元 齐 次 方程 组 АХ =0 
的 基础 解 系 为 CU，…,C，-, 令 

P; = CEs t EnC = 1,22, Nr (1) 
W kero =Lh stt ,7 ,). 

Ж VEEL, u)» D 
=k p + БА, 

BEERA aN) = ве, EnC; (е. En) АС; = 0, Д ol€) 
=0, R] EE kero. Ё Lhi 9... E kero. X діт (р, ++) = 
n—r,dimkero =n — dimo V =n— Ë А =н, kere= Ору, 
7._.). 

1629. {R є,,е,є:,є, 是 四 维 线性 空间 V 的 -- 组 基 , 线 性 变换 
5 ERAR РЕВЕ 


1 0 2 1 
=] 2 1 3 
A= ; 
l 2 5 S 
z. ss 2 r 2 


1) Жоо #fE3É p= — 26, t e, s Ga = 36, — E; — E4 9, = E +e, , n, = 
2e, ГЕЈ: ВЕ; 

2› Жону 5180; 

3) 在 = 的 核 中 选 一 组 基 , 把 它 扩充 为 Y 的 一 组 基 , 并 求 о 在 
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这 组 基 下 的 矩阵 ; 
4) 在 o 的 值 域 中 选 -… 组 基 , 把 它 扩 充 成 V 的 一 组 基 , ЖЖ о 
在 这 组 基 下 的 矩阵 . 


1 0 0 O 
—2 зоо 
1) С sHs tzo )= (e y E2 9 E. ‚&{) * 
я Ji s 72373374 19E529E3yE4 RE 
1: =l. 1, ^2 
ËY о ТЕЗЕ р.ә. 下 的 矩阵 是 
| —3 3 2] 
Z ый ОШ. 0 
3 3 3 3 
В=Т-іАТ = ; 
в _16 40 40 
3 3 3 3 
0 1 —7 — 8) 
[` 0 о 0 
一 2 3 о 0 
其 中 区 =| 
С —1 1 0 
1 be 2 а 


2) ÆR Кето. 设 £C kero, Fit E fE £s ese, 下 的 坐标 为 
(xz, Z; "23 sz) o (€ )#E £; Er €s >Ë. 下 的 坐标 为 (0,0,0,0)， 由 АХ' 


=0 AMR Ж.С = С—2,—<-,1,0),С',=(—1,—2,0,1). 令 


Ор = (є|,&;,&;,&,)С|,а»== CE1 s g, €, 8 ,)C, NM) kerc= Llasa). 

ВН (И) = Г.(о (є), ,0(е,)), М dimo(V)=4—2=2, A 
ale) ale 396, ЉТ КУ) = Г, (о(є),о(е,)). 

3) H 2) 3 aso, RE Кето 的 基 , 易 知 Esra 是 了 的 - -组 
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1 0 一 2 一 ! 


е. чеш 0 
Ж, (ei Ers jo a3) = (ee Eg E) 2 Жо &, 
0 0 1 0 
о 0 0 1 
Erra ЕЖЕ SE 
5 2 0 0 
| 9 
в=Т-АТ=|2 і °, 
11 2 0 
2 —2 0 


其 中 = 
о 0 1 0 
бб дф ру 

4) Hi 2) 知 @(є,),9(&›),&з,6{ 是 V 的 一 组 基 . 因为 


1 0 D 0 
Sh 2 00 
&тбє,),Ф(&;),&;,&{) = (6.2 Es E4) 4 
1 2 1 0 
2 2л Ü 232 
所 以 o 在 基 ое) ,9(є,) „з.е, РЕЈ ЕЛЕ: 
э 2 2 1 
9 3 
э? J — 2 
C-=7-147 一 | 2 2 ç 
h 0 0 
0 0 0 
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то оо 

—1 2 0 0 

РЕ | 
iii 1 2 1 O 
2 —2 0 1 


1630. É V= P[ z), ENRE KN F ; 
o (f(z))=<xf' (z=)— flr) N fx) E Plr] 
1) R Кего MoV); 2) V=keroo (lV ). 
W ”1) 易 知 1,7x,…,2"“! 是 VV 4, Н o (1)= <= 0—1 
== — 1,00) 1-—т=0б,о(д')==хл* 2007, 6,001) = 


和 (一 1])2 7-а" = (п 2)", c X: TX ЖИН БЕ 


=] 0 0 0 0 
0 0 O 0 0 
0 0 1 0 0 
А = Ж , 
0 0 O 2 0 


Dh crane... ............ 


| 0 0 0 0 + n—2 
H «(У)=[/,(1,х' зал" ) = aytant t da, z" lla € Р}, 
dim kere=n—dimo (V )=1, FÆ kere= L(z)= (kz|k€ Р}. 

2) 由 1 不 难得 出 kerc 站 cgV) 一 10) ,日 dim (kero +o(V))= 
dim kerc 十 dimaftV 一 2 而 kerc 十 ct(Z) 为 的 子 空间 ,因此 一 
keropeV. 

1631. iZ ¿E Ri 的 线性 变换 , 且 

©(х,у,®)=(хж-+-2у—,у-Ка,х-Ку— 2z). 

求 ce( 民 3)、 

ЖОЛКУ Я e = (1,0,0) ,8,=- (0,1,0),6,=(00,0.1), 
T 00е) = (1,0,1),0(6,) = (2,1,1),0(є,) = (—-1,1,— 2). 而 
ole) ole #236, 0400 o ROWE. C. o (R2)= 1 (о(6),0(е,)) 
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1632. ФР 表示 数 域 P 上 了 四 元 列 空间 , 取 
1 ==] 97 1 
1 J —2 3 
А= ; 
3. —1 8 1 
I 3 —9 7 
XIF EEP, G 000) = Аё, z BT B E 3 ЯП 8 ЈЕ. 

解 “` E А-2, .dino(V)= c BJ Pk == А BJ $E = 2. X. dimo 
(V)+dim ker 2=4, 2. іт kers=2. 

1633. i Р"={(хү,т;,б Z |z €C PI EROR P L 维 行 
空间 ,定义 

CLL Ers tt Ea) = (0 TA) (1) 

1) go 是 P" 的 一 个 线性 变换 ,是 = 0; 

2) Ж kero 和 olV) 的 维 数 ，; 

3) V 是 否 为 kero 十 ol(V) 的 直 和 和 ? 

Ж D 显然 o 是 P" 的 线性 变换 . 对 于 任意 (zyzzy yzo)E 
Po (ri z, )= СО, 0),..0" =0. 

2) V £C Кего,] с(&) = (0, nT Z, 1) = 0.0,0). ,x 
= =лт„_,=0,ё:= (0,---,0,ж„) = E АЙ Кеге= LCE), Ж є, = 
(0, +++,0,1), dim Кего==1. NE dime (V) =x— 1. B. H (1) 
知 (V )= LCE En). 

3) 因为 zx(Y) 门 kera 天 {0}, 故 7 不 等 于 kero 5 a (V) Ë Au. 

1634. j V 的 复数 域 二 以 etyeryesyel 3080 4 维 线性 空间 ， 
5 为 了 上 的 线性 变换 ,o(e) 一 er 一 1,2,3,cfe) 一 es 求 cC7)， 
Кега,с(У) -Кего 及 olV) 们 kera 的 维 数 . 

解 о EFH {eserves se) HIE ВЕЕ 

1 L 


оо O ~ 
о о м о 


766 第 并 十 章 ”线性 变换 


故 dima(V)= $k A=2, dim kers 一 4 一 2 二 2. НЕЙ, o(V)= 
Lelyes) Y ЁЄ (У П Кето, R} == ае, Рае. 00) = асе Hase 
= (e; Ба, )е = 0. „а Һа = 0,Ё=а (ее). H| aV) П Кего == 
Lle, — e). {Х| X е —e: 0. ВТШ йип (2 (У) Г Кего) == 1. аіт(о (У? 
+ Ккега) = діто(У) Бапа Ккего – dim (a (У) (| Кето) =2 +2 — 1 = 
3. 

1635. iz zz 是 线性 空间 Y 上 的 线性 变换 ,县 =s, =r, 
则 

1) а(У)=т(У)‹<==от=т,та=а; 

2) Кето = Кегг<=>0г-=07,то=т. 

证 1) 必要 性 Масу, r(a)€r(V). 因为 c(V) 一 r(V)， 
所 以 存在 BC V {E т(а)=о(8). 从 而 

(от) (2) = 0о(т(2) ) =0(0(08)) =0(08) =т(а). 
由 a 的 任意 性 知 or 二 rz 类 似 地 ,rc 一 5. 

充分 性 Ш оге г, то=0, Y о(а) Єс(У) 有 af(a) = (то) (а) 
Єт), В o V )CSr(V). ЖН, (У) Соу. /.о(У)=т(У). 

2) 必要 性 үаєу, о (а) =а(а), В о(0(0) о) =0, УЖ 
с(а) —аЄ Кегс = кетт. 从 而 т(0(0) — а) = 0. & (го) (а) =т(а. 
由 a 的 任意 性 知 ro=r. 类 似 地 ,or 一 <. 

充分 性 V аЄ kerc, H ola)=0 Ж т(а) = (те)(@)==т(о(а)) 
=т(0)=0.,.веЄ kerc, || КегсС kerr. ж WM ҢЫ, кегтС kers. p 
kers = Кегт. j | 

1636. 设 WW, 是 x 维 线性 空间 V 的 两 个 于 空间 ,县 其 维 
KMA n. WI ZE V 的 线性 变换 ,使 kera 二 Wj,a(V) =W. 

证 iZ dimW,=., MJ dimW,=n—s=m. ТЕ W. 中 任 取 :组 
基 а, за, ВЕ W, 中 取 一 组 基 Bi ,归并 将 其 扩充 为 Ү 的 基 
д, . LET: AT AN Т: 用 б 表示 由 以 下 条 件 所 确定 的 线性 变换 ; 

alB = =al P = 0ra B) а," n) 5 am: 
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首先 ,显然 VSL an) =. 其 次 由 于 6. 8. Ж 
W, ШЖ ..М/,=1,0 3. p, kere. 

男 一 方面 ,Y a€ kere, і a= b B + E.B tH k. B. + 
А.В. сСа) = 0,49 

о(а) = 0,8 БА, 2, А,Б, д) =й, уау Б а, 0. 
”由 wm ,ao 22% 218 А, „== ==, 0. БЇ a=k P, +: РА, 
EW, keroCCW ,上 Кего= W. 

1637. i n REZA V 有 两 个 子 空间 V 和 V, tE kere = 
VNAV APELO), METE co ELO), {8 V. Ckerc,,V, 
С кеге, H о + e,= a. 

证 “因为 kerz= 0} 时 结论 是 明显 的 ,所 以 无 妨 假定 стозе 
(0), Е sa, 是 kero 的 基 , 将 它 分 别 扩充 为 w， 和 V, 的 基 
和 0 由 维 数 公式 知 0 … a， 
Births Viat REEK 故 可 扩充 为 VY 的 基 wm 5 а... 
В.У," ,7,,ду, 02 М рР-Е5-Е{+е=п. 

作 а\,о,,{й 


0, aC V,. 
Sabes: olaj, aE {7 }, 
Lata, аЄ КОКА" 

0, e€ VV, 
Ы! ala), ає!8,,--.,8,. 
` | аба), aE {дүе ,б,}. 


H] о.о, 即 为 所 求 . 

1638. 设 o 是 有 限 维 线性 宗 间 的 线性 变换 ,W ЖУ 6 f 
空间 , 则 dimo(W 十 dim (кеге (И) =“. 

证 1 ат (Кеги) = о (30), ати 一 S$, 取 kero 门 W 的 
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-- 组 基 aan E RA W 的 基 atanan ya аба, ) = 
ео (Amn) = 0, И = (оу, Omana 0) 
оС) = Llalla), Ga) 60а), .0(а,)) 
= #,(2(0, 63), G(a,)). (1) 
I knya lan D 1" 1,0 Са,) = 0, Ш alkan ted = ` 
O,Ë, iG. 1 F o t ba, Є Кете (| И, А.а, ат Ао, а + + 
inan =0. 由 唯一 性 知 £, А, Д 066 01 0, В| оСа, 1)» 
… fo) 线性 无 关 ,. (1) Н 
dima(W))=s— m= dimW --dim (kere ПИ), 
Вр 
dima Иг) іт (kero) W )=dimW. 
1639. ЖЕЖ Р ЕНЕНЕ А рУ, Vist Vn Vatis 
HE V,=V,,.,= (0), ЕШ 
| о; ViVi’ =0, l, mn 


M Ж. Кего; =a (V) ,i 二 0,1,… ,x 一 1, 则 
Dy ~—1). dimV,= 0. 
i = | 
证 由 维 数 公 式 得 
dimV, = іг kerc,--dima, (У) = діт kere; +dim kera,,. 
Ж i=1,2, sn 


dimV , =dim kers, +dim Кего,, 


dimV;=dim Кего, +dim kera;, 


dimV,=dim ГАРК Kera ,1. 
EERE PRERA D AI, P 
. У) (—1)'dimV,= (— ldim kera, + ( —1)"dime, (У). 


í = 1 


| 由 于 білу, = біт kers, +- діт kera , У, = {0}, Ж kera, = {0}, 
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dim Кего =0. 再 由 o VSV, = (0) Я ато, (У) =0, AEA 
У) (—1)'dimV;=0. 
1640. 在 线性 空间 РГ=], (22109, 
1) 求 微分 运算 o 的 特征 值 ; 
2) o 在 任何 一 组 其 下 的 矩阵 都 不 可 能 是 对 角 和 矩阵 . | 
解 1) 在 P [=>], 中 取 一 -组 基 ， Td pe 在 此 基 
下 的 矩阵 是 


[0 0 
0 0 
A= massesesessoeoossnsnss y 
0 0 0 … 1 
ооо. 0 


因为 4 的 特征 值 入 ==… 一 入 二 0, 它 也 是 o 的 特征 值 . 
2)4 是 车 当 块 , 故 4 不 可 能 与 对 角 和 矩阵 相似 . 所 以 o 在 任何 
基 下 的 矩阵 都 不 可 能 是 对 角 和 矩阵 . | 
1641. 设 esiysl 是 四 维 线性 空间 Y 的 一 组 基 , 线性 变换 
o 在 这 组 基 下 的 矩阵 是 


5 — 2 “=й 8 
3 — 1 3 2 
А= 1 9 5 |» 
3 Z то? 
一 10 3 11 ==] 


1) Жоо ТЕЗЕ pe tHe Het EN = 2e, +H 3E H E Ma — Ез, = 
є, 下 的 矩阵 ; 

2) Ж о 的 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 . 

W 1) В Ch + a 9) = (81828 a 8.7, ЖЕР 
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1 2 0 0 
T= 1 3 0 O ‚ 
1 1 1 O 
1 0 0 12: 
PEL о Æ nihoho ГЕЈЕ РЕ. 
0-0 6 =5 
0 0 一 5 4 
в=Т\АТ= 7 3 
2 2 
0 0 Өз, 2 


2) г A~B, 2. |АБЕ—А|=|АЕ— B| =zQ—1DGQ— +). Ж о 


的 特征 值 为 一 2 一 om=1, =+. В s H F А = А =0 BJ 
组 线性 无 关 特 征 向 景 为 名 一 2 十 3e 十 6， = eerte c 的 
属于 a= 的 一 个 线性 无 关 特 征 向 量 为 ё = Зе е, ез – 26, рос 的 
属于 一 去 的 一 个 线性 无 关 特 征 向 量 为 各 二 一 4 一 26s 二 ss 十 6ee. 

1642. 设 o 是 数 域 P E z 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ,Wi， 
W, 是 V 的 子 空 间 ,并 H. V=W DW, Ш 

s AANV =s (W )@o(W.). 

证 必要 性 “oo 是 满 射 ,olV) 二 V. TEV n€ V, DA # ë 
EV, Eog у= И, ФИ, =, +2,,2 ECW REW.. F 
是 =a) =o) toli) oF E 0(И,),0(,) €C o (W,), л. УС 
СИ) АСИ). Ri oWO СИ СИ ERRAI, i V— a (W,)+ 
оси, ). | 

V 76СИ) Пои), HT е Я, RAE- éC V ,使 
0 = 006) 000, NeW ), а (2) Сои, ) Н a(€) € e(W,), EB £ € 
W, H #€ W,. .EW ПИ, = (0), 7, = 0. 从 而 900) ==9(0) 
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一 0. W V= W OW). 

Е INA a (V)Da(W,)+ o (W.)=V,X e (V)SV 所 以 
1 (У) = V. hk o ДЕЙИМ. 再 由 第 1604 ЖЖП o 有 逆 变换 . 

1643. RV H n Ж ҮЕЛЕЇН].є. б,в, 为 V 的 基 ,V = (Co), 
а) la € VY, с (абе). сє.) ДУУ A 
同 构 映射 ,其 中 工 (V) 为 V 的 一 切线 性 变换 的 全 体 . 

证 p ERE LOS V 的 映射 ,YY (B81,"… ,8.)EV, 由 于 存在 
唯一 的 线性 变换 о, fE обе) =p i=l, 2an BI ф(о) = Cale), 
enale = Ao A) a ДЕ LOOR V В. М. 其 
次 , 设 о,тЄ СУ), 

Ba 十 rr 一 (十 zy)gsl (or)e,) 
== (обу), "+ ,0(е,)) H (z(g,), T(E))— pa) g(r). 

KM pke) = фбс). ap E LON R V BJ 8. 

1644. ito E V 的 线性 变换 , 则 

1) a(V)Cckero&<—>a2=0; 

2) КегосКего?СКегоС--.; 

3) 900) 2200) ER RD 

证 D 充分 性 Ус) Є0(у).о(0(2)) =07 (4) = 0-0. 2. 
с(&) Є kere, й olV С Кего. 

必要 性 YEV, U e (V)C kero, 2, с (7) € kero. 故 
в*(їу==аб(тб))==0,,.о°%<=0. 

2) V £C Кего'.Д| с (2) =0, р38 eE 000 (6)) =0(0) = 
0... £C keret! @ Кеге'ССКегт ls 一 1 2 

3) у (€ (У), A= оор) Є асу). ласи) 
ау), =2,3,---, а) Ов (У) а (уә)... 

1645. 设 o 是 数 域 P 上 线性 空间 V 的 个 线性 变换 ,f(x) 
和 gx)E P[z],k(z)= f(z)g(r), W 

1) ker(f(o))+-ker(g(o))ker(A(o)): 
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2) 21⁄ (f (z), g(=z))=- 1 В, ker (f (c))GDker (g (z)) = 
ker(A(o)). 

证 1) V аЄкег(/(9)) +Ккег(2(с)), Д а=а +a, Фа € 
ker (7 (0)),а, € ker(g(a)). 7. (00) ) (а) =0, (6(0)) (0) 0. + 
是 | 

(ACa)) Са) = (hg la) + Chla) Ca) 
=(f(a)g(o))(a ) + (/(o)g(a))(a,y= 0, 

й a€ Кег(А(0)). h kerf(o))+ker(g(6e))Cker(h(o)). 

2) 和 (f(T) glr) = 二 1 ,存在 w(x) ,vtr)E P[z> |, 

ulod frd +обх)дбх) =l u(r vlr) E PEz]. 

所 以 и(0) (0) tua) gto) = v. (1) 

V 8€ Кег(А (с) ), СА (0) 8) =0. 由 (1) 式 得 

B= (ибо) fia) (8) + (о (о) (0)) (8) = 8, + 8,, (2) 

Жн А, = Gu (0) 7 (0)) (8), 8, = (0 (о) (0) ) (8). "(в (0)) (8 ) = 
(2 (а)и (0) (0) ) (8) = (и(с)А(с)) (2) 0, < 8, Є ker(g(a)). [F] 
Ë, 8.Є Кег(/(0)). 由 (2) 式 ，BE ker(f(e))+ker(g(o)) ,所 以 
Кег(А (а) ) С кет (а) ) -Кег(д(0)). 

得 由 1) 得 ker(h(o))=ker(f(o))-+-ker(g(ce)). 

V & Є ker(f(6))Íf)ker(g(o)) MEC CE = (g(c))(8)=0. 
HC), E= (« (0) fE + (o (o)g(oc))(8)= 0,“ Кег(А (0)) = 


Кег{ /(0))ФКег(р(о)). 
1646. Ж 4 是 ”= 维 线 性 空间 V 的 线性 变换 关于 某 一 基 的 
短 阵 , 则 


秩 4 一 秩 AV [=al V Okere. 
证 必要 性 设 6,…,é 是 V 的 一 组 基 ,o ХРА Е 
‚ Ж 4, 则 关于 此 基 的 矩阵 为 A2. р о(И) = (обе). ,ao(s,)) 
== LCa leipoa (1,)), 8 обе). ‚а (ei,) 为 oakV) 的 一 组 基 . 于 
E СУ) = Llo (en ,9 (ei,)). 
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设 秩 A = #& А, W dima’ (V ) = то (V ) so (e; ), "а (е, ) 
H PVE- Y аЄо(У) N kero, M z€ c (У), а= азоб) + + 
acle) ЗА 0=ala) =a" (e ) +e tag (є; ). Ai aena, 
= 0,  е==0, oV) П Кего:= {0},  е(У)-+Кеге 为 直 和 . 又 因为 
dim (a (V) +kera) =dimo (V) +dim kers = n, ff ИД V =a (V) 
kerc. 
充分 性 ” 设 了 =c(Y) 申 kerc 任 取 aC a (V), 有 8EY ,使 
a=0o( f) M 8=s(8,)+r,rC kero,8,€ Л, FÆ а= 008) =e), 
Вр a= (ADEPON). BR VCV), ИШ 
(У) = (V), АТТ Ф A=dima(V)=dimo (У) = fk А2. 
1647. Bo 是 线性 空间 Y 上 的 线性 变换 ,如果 吓 一 5, 那 么 了 
= g (V )GDkero, 
证 由 第 1646 条 可 得 . 
1648. 设 o 是 维 线性 空间 V 的 线性 变换 , 则 存在 正 整数 
,使 得 kerot= kerot! , HIJ- 07 221 的 整数 ,全 有 kero: =kera* "1 
证 Ж Кеге= {0}, о ERI о пуй. ARI (0) = Кето = 
kerg = <- = kero = kerot! = -e = kerd ™ = e 
若 kero (0), ДІН 35 1644 条 知 
0<dim Кето атп ker’ edim kero™ <и. (1) 
由 于 不 超过 ?的 正 整 数 只 有 ? 个, 故 由 51) 知 必 存 在 正 整 数 Sn, 
使 | 
dim kerst == іт kero 11, (2) 
由 于 dimot (V) + dim kerot =dimo (У) іт kerot! =n. 故 由 
(2)18 dim (V )=dim t! (У). {Н о) Оо (V), Br) at СУ) = 
ОУ), в! (Уу=о(о* (У) ) а (оС) ) о (У). Ж} 
得 知 对 -- 切 自然 数 z Н СУ) СУ). H dimot (V) dimk- 
erof = dimot (V) + дт kerotf: 一 2 以 及 keroCkerat+: 得 dim 
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kerə*=dimkerca**: , kk kerat=keratt', t1 的 整数 ， 


Ж. 正 交 变换 

1649. {КД OF 2 2 

E Ноја [a| V 上 的 线性 变换 ,日 满足 (ola),o(P)) 
=(a,0),V a BEV о 为 正 交 变换 . 

1650. iZ c Ë n ИЕН V 的 线性 变换 , 则 下 面 的 四 条 
ат. 

1) o 是 正 交 变换 ， 

2) |с(а)|=|ае|,уаєЄ\;,; 

3) WR e... e, 为 V 的 标准 正 交 基 ,那么 oC(e),… ,ale,) 也 
EV 的 标准 正 交 基 ; 

4) o 在 任 一 组 标准 正 交 基 下 的 矩阵 都 是 正 交 矩阵 .. 

1651. одл КЕК АУ 的 线性 变换 ,如 果 o 在 V 的 

-组 标准 正 交 基 下 的 矩阵 为 正 交 和 矩阵 ,那么 它 在 V 的 任 一 组 标准 
Ш БАНЕ ЕЗ ВЕ. 

证 B asee 是 V AEE, Н olete) 一 
Cest EnD А, Ж Н А HEZE ВЕ, AIE обе), sole) tE V 
的 标准 正 交 基 . 

Y a, 8ЄУ,а= е, + 十 ken B= le, HHHH nEn, 
Ш(об(а),е(8)У) Skidi te tkd = (о, 8). El 为 正 交 变换 ,从 而 出 
第 1650 条 即 得 结论 . 

1652. ЖУ 是 款 维 欧 氏 空间 ,aa 为 V 的 标准 正 交 基 ， 
0 是 V 的 线性 变换 ,A= lE o 关 于 这 组 基 的 矩阵 ,于 是 


a == (om) a; í, T= 1 n. 
证 H IRs ra) = (asta A 得 оба, ) 一 Yast i=l, 
k=! 
2 n. 又 an z, 为 标准 正 交 基 , 故 
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(ola) a) = ( > ана,,а, = Уа (оа, = je 


1653. kostn 维 欧 氏 室 2 |н] VV 的 两 个 正 交 变 次 ， 则 

D so 在 Vv 的 任 一 组 基 下 和 矩阵 的 行列 式 吉 等 于 1 或 一 1; 

2) a 是 可 道 变 换 , 旦 c 也 是 正 交 变换 ; 

3) or 是 正 交 变换 ; 

4) og 是 VW 的 日 同 构 映射 . 

证 He V 的 一 组 标准 壬 交 基 61,…,s, 和 且 

OE En) = (Ера "t E. DA TCE En) = (g, 6 ,)B, (1) 
由 (1) 知 4,B 都 是 正 交 和 矩阵 ， 

ЕЖУ аа, i 

《at = ) = СЕ," ,Е,)Т, аа, ,а„) = (ар, а, )С, 
Mi CSTU АТ. л. |C] = {A}. {Н А ЛЕЗ Е, В С (= [А [= 
1 或 一 1. | 

2) HT Auf, ло пй, Н. 

є^\(є,,*-*4&„) == (Е з" ›є,) А !. 

由 于 4” 为 正 交 矩阵 , 故 o HELER. 

3) 因 (or)(s s.s.) = (6,5 g AB, AB 3 F Е, W 
or 是 正 交 变换 . 

4) N о 是正 交 变换 , 故 为 可 逆 变 换 . 因而 о 是 双 射 ,又 保持 加 
М.Е ARZA. E o Æ V АНА. 

Ж JA =A, F о 为 旋转 或 第 一 类 正 交 变换 ; 当 |A|= 
一 时 , 称 z 为 第 一 类 正 交 变换 ， | 

1654. iZ о 是 欧 氏 空间 了 的 一 个 变换 , 若 满足 (c(a),c(6)) 
=(a;8),yY a BEV, с EZE. 

证 ЖИЕ 0(а+ 3) =о(а) -с(8),У a PREV. 因为 

(о(а+ 8) —о(а) 008) ,а(а-- 8) —с(а) —с(8)) 
= (0(2+3),9(а+2)) —2(0(а+ 8) ,00а)) —2(0(а+ 0), 
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e(8))+2(c(a),o(0))+ (оа) ,а(е)) + (oe) ,otB)) 

={a+ B,z+ 8 )—2(aj+B,a)-— 204 B.B )+2(a,B)+ (a,a) 

+p, 8) 

=0, 

所 以 оба 8) —о(а) – (8) = 0. | ocat 8) =а(а) Ко). 

类 似 地 可 证 оба) = kola). 这 样 о 为 线性 变换 ,又 保持 内 积 ， 
故 oz 是 止 交 变换 . 

1655. оп КК ИУ 的 变换 ,ee 为 了 的 一 组 
SME ЖЕ, ЯП ЖЕ (о (е). ole)) 一 (8,6) ,iyJ 一 1,2,"",ns 那 么 a 
是 正 交 变换 ， 

证 Yea pEV, Ij a= ke + h,e, 241,6, H + ҺЕ, ,于 是 


Cola) ЕУ S ГК ЛОТ $ ые ,,)= (а, 8). 


i=] }=1 f=] j=l 


再 由 第 1654 条 知 c 是正 交 变 换 . 
1656. JE сое 
证 设 z 是 欧 氏 空间 V WEZER, REEMA e, BEV, 
则 
(a(ay,o(8)) 
ola) .ola)) * М CatB) ,o (85) 


(а, 8) 
Йө ЕЮ чыр 


(а(0),0(8)) = а, В). 

注 反之 不 成 立 , 即 o 是 欧 氏 空间 V 的 线性 变换 ,如 果 保 持 
KAPE, o 不 --- 定 是 正 交 变换 . 比如 规定 o(a) = За, У aC V, № 
Жо 保持 夹 角 不 变 . 但 lata)1 二 31a| ,长 度 变 了 , 故 o 不 是 正 交 变 
ж. 

1657. 若 在 欧 氏 空间 7 中 ,规定 

а(а, 8) = |a--8|,Y a BEV, 
( 称 dla, B) Ж = E B ARER), M 


cos (sla), o(ĝ)) = 
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1) dla, Sda, PH d PY); 
2) 保持 距离 不 变 的 变换 o 是 正 交 变换 , 
证 1) d(a,y)=|a—7|=la—8+8—7| 
< |а—81+ |8—y|=d(a,BD-++-d(8,7). 
2) Y a, BEV, 5 
Cala) —0<3),0(а) —0(8)) 
== (а(0),0(а)) + (а 8,008) — lala) eiB), 
所 以 
|009) —0(8) |= |а(е)|?-_|ю(8)|"—2(а(@),о()), (1) 
la— 812= |a| +A —2(е, 8), (2) 
ча жы аж 人 
йш ш бу КАЛЕ е ы и [d(a ,0)] = 
ЖИ, [0<5) = 18 PT оо eb 
以 g 是 正 交 变换 . 
1658. 正 交 变换 的 特征 值 只 能 是 士 1. 
证 设 o 是 正 交 变换 ,4 是 o 的 任 -… 特 征 值 ,a 是 相应 的 … 个 
特征 向 景 , 则 oC) 二 Xa. 于 是 
0 a МИШ 
Љ Ж a=, В A= + 1, 
1659.  а,а,,а ERR EN V 的 一 组 标准 正 交 基 , 试 求 正 
交 变 换 o, fE 


o(a) 二 之 a 十 之 LP у= 


A | 
3 3 3 3 3 > 3 
Ж iZ c(e,)= га +H xa, туа, alaaa) = Canta) А, 


则 由 с 为 正 交 变 换 知 


a, 一 Gil 一 
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WA E ЗС ВЕ. h FE SA 
6x + 6z: — 3r, =), 
(e зано 
ША wš 
2 [19 а= T nn= E 二 ;或 r= 二 сЕ 


1 2 1 
MC. 9(2,)— a 3 


因而 o 对 应 ске, 


а + a, 2а 


а; 2 аз 或 ola) = 


32 r “1 & s 
a=} a Ж | Е | 
一 1 2 —2: — 2 2 
1660. 设 了 是 欧 氏 空间 Y 中 的 一 个 单位 向 量 , 定 义 ofe) 一 w 
—2(ў,а\. 


D a 是正 交 变 换 ( 称 为 镜面 反射 )，; 
D щу 为 有 限 维 空间 时 ,o 是 第 二 类 的 正 交 变换 ; 
D 34 V п 维 欧 氏 空间 , 正 交 变换 о 有 特征 根 1, 且 属于 特 
征 根 1 的 特征 子 空间 的 维 数 为 上 -1 时 ,o 为 镜面 反射 . 
证 D 由 于 
olka)—ka—2(7, kajy=kle—2 (7, a) = ko(a), 
с(а+ @8)=‹(а+#)—2(},а-+-#)=а(@)-Еа(#). 
Cala) oA) = (а— 2С}, aN, 8— .2 (7, э В), 
а 为 正 交 变换 . 
2) 设 dimy 一 ”将 ?扩充 为 了 的 一 组 标准 正 交 基 7,7:,…， 
mH | 
в(у=з—2СОуў„з})т}== —1), 
g(9;)=T7—2(79.9.)7= m i= 2. n. 


Ж EXT 779 


„=й 


一 
E o (7,79, . 79.) 一 (9,72... ,| 


Жо 为 第 二 类 的 正 交 变换 . 

D 取 ”一 1 维特 征 子 空间 V, 的 一 组 标准 正 交 基 $y,,…, 力 ,再 
添加 一 个 六 ,使 有 ,为 了 的 标准 正 交 基 . 设 c(7 = kih Hkh 
+з +А,, А 为 实数 ,由 于 六 都 是 了 的 向 量 , 故 о Оу) =, 2, 


kı 0 
JE 

"зуп. о 在 基 hohote sha 下 的 矩阵 为 A= ў s: . 因为 
ka 0 1 


. KELEK, 6,0, 为 标准 正 交 基 , 所 以 A 为 正 交 矩阵 ,从 
m ki=1, k= = k,=0. | 

X V, Anl л ЄУ,, В 7, AS BE E с ВО РУЗЕ 1 
的 特征 向 量 , 故 只 有 名 = 一 1, 即 a=. 这 样 ,对 V Rir. 
向 量 a — аур +a, 5 ++ ал, 5 85 а(а) =0 larh Haa + + 
алы) =а— 200,1), c 为 镜面 反射 . 

1661. 1) 设 a,8 是 欧 氏 空间 V 中 两 个 不 同 的 单位 向 量 , 则 
存在 镜面 反射 so, 使 oC(a)=p， 

2) п 维 欧 氏 空 间 V 中 任 一 正 交 变换 都 可 以 表 成 一 系列 镜面 
反射 的 乘积 . 

证 1) a, B 是 两 个 不 同 的 单位 向 量 ， ет 8)=1,. 
< 一 8 天 0. 镜 面 反 射 定义 为 


at 四) 一 > 一 207,7)7,Y YEV, (1) 
其 中 了 是 待定 单位 向 量 , 由 于 要 求 о(а)= б, h (1588 
а— 2(7,a)7= 8. (2) 


avp 


由 0a #=2(т,а)т WMO a0. 由 (2) 知 ?一 2(ў,а)' 
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—— V . T, 


рә ts nl Е Zan ОЕ 
0= (7, а) = (ga Е Т Өр а В.а) 5 a) l (а.8)), 
所 以 1— (а, DAO. УХ :(а.8) |5 (а,а) • (8.8) =1, л. | (а, 8) 1< 
1. 


а— В 
== E sai t = R 
a P uE (7,7)== 1.5 т BA (1) ТКО 


单位 向 量 , 且 оба) = 8. 

2) Z o 29 n 维 欧 氏 空 间 V 的 任 一 正 交 变换 ,了 到 了 的-- 个 标准 
ТЕЗ е, ,6,, Ш Се), "8, о е,) 406 У 的 一 组 标准 正 
Ж. Ж т, ghe т 就 是 但 等 变换 . 

作 和 镜面 反射 oy (zx) 二 zx 一 2Czrya)8yY XEV, 则 有 о (е) = 
一 &@ 01(8)) 二 EE;,j 二 2,"…,n， ЯКЫ o= 

如 果 єз, E ро), ОН А, RE ¿>= 7,, WJ HH Ei» 1 
是 两 个 不 同 的 单位 辣 量 及 1) 知 ,存在 镜面 反射 о,,{# о (6) =. 

令 ау(Е,)=ё,,у=2,з-з,н. Ф ESj, n Mi o=o, ZË Р 
Б, +. сак Eh ЕВИ БЯ о, : ао (х) = 2 —2(00,9)9, 

一 一 一 . В о) 一刀 , 且 可 验算 有 о = 9. ШЖ 


V 2 ЕС Ут 
ЖЕТЕ, сезе, en ee &, == 


— h hus R] о о,о,_ ү, EF o, 都 是 镜面 反射 . 

1662. Ж п(п2>2) ЕК8 V 中 ,3 是 向 量 的 集合 , 且 其 
中 有 一 1 个 线性 匹 关 向 量 , 非 零 向 量 a 与 S 中 的 每 一 向 量 正 交 ， 
EV ЕН ЕЛЕЙ о 不 改变 5 的 每 一 向 量 ,而 把 a ER a Шо 

证 设 S 的 nm 一 1 个 线性 无 关 的 向 量 为 a,…,a, 1, 并 令 W = 
Llasa) WW 为 V 的 一 个 an 一 1 维 子 空间 , 且 а," ,0,1 为 
其 一 组 基 , 正 交 化 得 W 的 一 组 标准 正 交 基 р-р. 

”又 a 与 5 中 每 一 向 量 正 交 ,从 而 (ea) 一 0, (а) =0,г= 1, 
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2," n—1. 将 & 单位 化 , 且 令 и БЕТ |a Т а] „== = 8. 这 这 样 就 得 到 


V 的 两 组 标准 正 变 基 太 9. i 与 名 
A о HREF, HDAS S 的 每 一 向 量 ,而 把 a 变 成 一 x, 故 
о 09) = Ri =, san ira Oa) = 7, ЕЛА c Æ V 的 一 
HERE IE 22 35 A: 8 КИЕ ЈЕ С.о HEXER. 
1663. 设 oaw M 0,, Bn B n 维 欧 氏 空 间 中 两 个 向 量 
组 , 则 存在 正 交 变换 ,使 Aga:==B,i==1,…,m 的 充 要 条 件 是 
(а;,а,;)==(8;,8,),1,})=1,0,е с m. (1) 
证 ”必要 人 忻 显 然 , 下 证 充分 性 
а," уа, ДЕ а.с 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 
则 
b; - | 
I ` | ^0. 
| (ао) s Са, уа) | 
但 8 8) 一 《asai) ,所 以 
ч ы RRR (E, 857 | 
Ма, : =o, 
| (8. ,81) e (BaB 
于 是 feh 线性 无 关 . | 
ER B.G == 1.1 m), а, = 1103 +Z, 以 及 (1) 式 可 证 
(28 一 站 DB 一 一 各 一 一 一 人 8) 一 0， 
从 而 及 = 一 5 中 十 全 十 48. 这 样 0... pP, А Biste s Bm 的 一 个 极 
大 线性 无 关 组 ， 
O KHa rea 正 交 单位 化 , 即 
£ ж 
(Є, "Е, == (а, yo) 了 ,其 中 | 
0 1, 
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=], К вузе, 为 正 交 单位 向 量 组 
HFR) = (B... BOT 7, 也 是 正 交 单 位 向 
RA. 

分 别 将 ss W peop P 362 V 的 两 组 标准 正 交 基 £, 
тле, Ж, o Pns ШИРЕ ТЕЁ ЕЛЕЕ o, fE ole) = 11, n В 
СД, BDT = Oa) =le), e a lE) = (аба), oa))T 

(Piset p) = Сабау), = ,а(а,)). Й ola) = 8,,:=1,2, 
i 
Y В,. amla tH Hra, s Bela b + lb, 
ala) =110(0)) +t Hala) == ps =l 2, ,m, 


+. 本 变换 

1664. 什么 叫做 西 变换 ? 

E 设 V 是 首 空 间 ,o 是 V ЕЕ, А Е (Са), а 
A=, p) Y a,8EV ,那么 称 o 是 V 的 一 个 酉 变换. 

1665. 设 VV 是 维 酉 空间 ,o 是 V 的 线性 变换 , 则 下 面 的 五 
RF: 

1) o 是 酉 变换 ， 

2) |oa| =a, V <€ V ; 

3) o 在 某 一 组 标准 正 交 基 下 矩阵 为 酉 矩阵 ， 

4) ao 把 任 一 标准 正 交 基 变 为 标准 正 交 基 ; 

5) с ТЕ{&Ё—#Ң%КЛЕ IE 3 ЖЕ КН РЕ ЖЕШ НЕ. 

Ш D2) [К Ж|а(а)|® = (о(а), о(а)) = (a,a)= |а|, fi 
Ы |оа | = [а]. : 

2)=>3). E se 为 Y 的 一 组 标准 正 交 基 ,alel,… ev) 一 
(g. 8 ) А, Cole TE) olete)) = Cere) H CEE) + (є,,є,) + 
Се, зу), MH laca | = |a 8 

(сє,,@є,)-_ Соє,,аЕ,) == (є,,є,) H LEE) 
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H гє, #& є, 得 
Colier) soe) + (оє,,0(іє,)) = (іє, зє,) + (е, зі). 
. i(cg,.de,) —1(0=,,06,) =1(6,.,) —і(Е;,Е,). 
YERI (oeae) = Cere) 又 
| z ЕЗ 1,&= ; 
амак asa, = Соє,,0Е,) = CEE) = оа 
即 A' А=Е,А HEER. 
3)=>4). Beane, 为 下 的 一 组 标准 正 交 基 ,a 在 6，… ,6 


ТЕЖ ВЕУ А. ЯА 
lole) ale) ) = (ays, + H -Еаыш®&„,ау& +: -а,;є,) 
=. 23 1, ¿= Jš 
Sayt tasa 156}, 


В ote),… sole) 为 V ВУ ТЕ 3 3. 
4)=>1). # V 中 了 到 一 组 标准 正 交 基 El "9-Е, (Еруу Е, ) == 
(є, =" ‚Е.А, H f i AN OPER , G lEn) УНЕ ЕСЕ, ВТ A 为 本 


矩阵 - 对 任意 的 a, 8€ V.,z<= > ke,p- {gta),o(8)) = 


CV ete), Уе (g;,)) = УЕЛ, (а, д? Т ‹ Зе, S Le) = 
=l i=] 


jm] i=] i=} 


Slk, 7. (00а) ,008)) = (a, 8). 由 o 的 任意 性 知 o 为 西 变换 . 


5) 二 3)。 显然 . 
3)=>5). Palet, En) = (е, ,є„) А, и: A ННВ, fE 
取 V 的 一 组 标准 正 交 基 atea, H. 
alatta) = (a, ,а„)В, (1) 
(а,,*,а„) == (е, + ,Е,)Х, (2) 
u X ERER, BSX САХ, АВ 为 西 短 阵 . 
1666. ХТ n ЕУ 而 言 ,有 
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1) EFKE А ТЫЕЛ: 

2) 丁 变 换 是 可 道 变 换 , 其 道 也 是 西 变 换 ; 

3) 两 个 西 变换 之 积 是 酉 变换 ，; 

4) 西 变换 在 任 一 组 基 下 的 矩阵 的 行列 式 的 模 等 于 1; 

5) 西 变换 的 特征 值 为 e”. 

证 ”1),2),3) 的 证 明 同 第 1653 Ж. 

4) 设 西 矩阵 为 A, 则 AJ = E. 2. detA * detA = detA • det À 
==]. #k|detA|2-=1,|detA|=1. 

о n EE V 的 线性 变换 , 取 V 的 一 组 标准 止 交 基 
Ersten Н ale pete 56.) = CEt EnD A, 其 中 А 为 本 和 矩阵， 再 任 取 

З а,б ,а„,1ў alata) == (о,ө, В, 2, B:=X AX, 

2. det B= det A. 

D ШТИ ЕНИН 3° 1. 


八 、 对 称 变换 

1667. 什么 岂 拔 对 称 变换 ? 

Ж V 是 =” 维 欧 氏 空间 ,o У 的 线性 变换 ,如 果 满 足 

(аа). В) = (e,o(8)),V a BEV, 

那么 称 c 为 对 称 变换 . 

1668. Ék 是 欧 氏 空间 TY 的 对 称 变换 , 则 

1) oa 在 V 的 标准 正 交 基 6 ，,…,e, ГАЖ ААК EE; 

2) ЧУ, 是 o 的 不 变 子 空间 时 Vi 也 是 . 

证 D оба, en) = (еу, s А, A= (а), А а= 
Cale) sej) = CE; sa (Ej) ) = (a lE) rE) = а, tj=1,2,.,n. 

2) аєу;, ТЕ о(о) EVE у BE 则 c(8) 和 所 以 
(g(a) ,8) 一 (aal0)) 一 0, 由 加 的 任意 性 知 (c(a) C VL. 

1669. ол ФКН] У 的 一 个 线性 变换 ,o 在 基 a, 
ersa, 下 的 矩阵 为 4, 则 о 为 对 称 变换 的 充 要 条 件 是 А'С=СА,Ң 
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中 G 为 四 ,… са, AIIE ME W. 
证 й а=да + tre = уа Б yva 为 下 中 任意 两 
个 向 量 ， мса) У) Уа (а; 25) у, = Х'СУ, 其 中 X=- ria" К 


х.) Y= (узу, y. н 由 条 件 知 g(a) = Ca), =" -,а.) АХ, 
alf) = (a, a AY. ё 
Cola) B) = (АХ) СУ= Х'А'СҮ.(о,0<8)) = Х'ССАЛҮ):= Х'САҮ. 
于 是 o 为 对 称 变 换 的 充 要 杀 件 为 AGGA. 

1670. Ü o É n ЕК а) V 的 一 个 对 称 变换 , 则 看 在 V 
的 一 组 标准 正 交 基 ,o 关于 这 组 楚 的 矩阵 为 diag C, Asstt sÀn). 

1671. Ü c E n ККАН V 的 一 个 线性 变换 , 则 И: 
变换 的 充 绝 杀 件 是 o 有 个 两 两 正 交 的 特征 向 量 . 

证 必要 性 因为 是 对 称 变换 ,所 以 存在 V 的 标准 正 交 基 
Ests Ep {8 о 2 F X 28 ЖЕНЕН RE 3 34 E ВЕ, EBI 

rA у 


анат) КУ | , 
А, 


其 中 ee 为 两 两 正 交 的 特征 向 量 . 
充分 性 Ва, a, 为 go 的 n 个 两 两 正 交 的 特征 向 量 ,而 绒 


o Ca, ) = Àa + А; РЕН i=l, 2ean. 今 с=т! =1, зүп, ДЇ 


,er 28 V 的 一 组 标准 正 交 基 . 由 于 ае) = т, ‚,т(а;) =- | 


= Де, 1, n, Е а 关于 标准 正 交 基 &，… .. e 的 矩阵 为 实 对 
ЯР ВЕ ЛАТ З РЕКА РЕ, а с 是 对 称 变换 ， 

1672. 设 o 是 n 维 欧 氏 空间 V 的 -- 个 线性 变换 , 芒 = 满足 下 
列 三 个 条 件 中 的 任意 两 个 , 则 它 必 然 满 足 第 三 个 ， 

1) o BEZEK: 

2) o 是 对 称 变换 ; 
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证 1),2)5=>3). 设 @,…,es R V 的 一 组 标准 正 交 基 ,o Ж 
PXH ЖЕГУ kE PE bt А.Ш о ТЕН НЯН РЕ А. 因 o 是 正 交 
变换 , 2. А ДЕЗЕ Е.В AA = 了 又 o 是 对 称 变换 , л. АА. 
因而 A= АА= А'А= 1, & at= y. 

1),3)=>2). 因为 cc 是 正 交 变换 ,而 且 =l. V EEV, 
Cal), p= (её), (т) )=(«(ё),а%())=(ё,еб})). 

2),3)=>1). YEV, TÆ) e) =E, ea) 
(2,7). 

1673. 1) 证 明 两 个 对 称 变换 的 和 还 是 … 个 对 称 变换 ; 

2) 两 个 对 称 变换 的 积 是 否 为 对 称 变换 ? 

D 找 出 两 个 对 称 变换 的 积 是 对 称 变换 的 充 要 条 件 . 

证 设 crz 是 7 的 对 称 变换 , 则 Y a,8EY， 

((c+r)(Xa),8)= (а(а) +т(а), 8) = (о(а), 2) + (Са), 8) 
== (а,048)) + la, rA) =la, tot rT (8)). 
“.o 十 t 是 对 称 变 换 . | 

两 个 对 称 变换 的 积 不 一 定 是 对 称 变换 , 但 不 难 证 明 两 个 对 称 
变换 的 积 仍 是 对 称 变换 的 充 要 条 件 为 vr 一 rc- 

1674. 设 o 是 欧 代 空间 V 的 对 称 变换 , 则 (V) ker a 的 
ПА | ; 

VE R ker о HEE ar, a, У B€ o (V), W| 8= cs(a), 
аЄ V. "2 (8,а,) = (c(e),z,) = (а,а(а;)) = (а,0) = 0, “. 8 Кето, 
BE (Кега)і ,а(У)< (Кега)-. 

其 次 ,dimakV )=n— dim Кего, апр (Кего) 7 =z—dim kera， 
故 (У) = (его). | 

1675. ik o Æ V AXI RÆ, ШАТ G€ V.Cc(e),a)220 
<— c ЗНА ФН ERER. | 

证 o 是 对 称 变换 ,o XF V 的 一 个 标准 正 交 基 eese, ВЈ 
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РЕ 4 一 (oj) 是 实 对 称 矩阵 . Y a= r, L re, € V Ш 
Cola), a) = (rale) + HEE) ху у-{ T r,e,)= Х' АХ. 
由 此 可 知 , (a (a) ,a) 20<—— X' AX20<—— A E E E FA 
的 特征 值 全 是 非 负 实数 所 ->c 的 特征 根 全 是 非 负 实数 . 

1676. сп ЕКЕ EE V 的 一 个 对 称 变换 ,加 Жо 的 一 
个 特征 根 , 则 до 的 代数 重 数 等 于 特征 子 空间 V, 的 维 数 . 

证 ”由 于 实 对 称 和 矩阵 可 对 角 化 ,因此 几何 重 数 等 于 代数 重 数 ， 
故而 结论 成 立 . 


九 、 反对 称 变换 
1677. 什么 叫 反 对 称 变换 ? 
答 KREK V 的 一 个 线性 变换 о 称 为 反对 称 的 ,如 县 有 
Cala), 8) = —Ca,o(8)),V e BENV. 
1678. сж n HARRER V 的 线性 变换 ,那么 
ОБК <= o ERIE Ж Ж T ú ВЕ МЕЕ 
ЕЕ; 
2) ЧУ 是 反对 称 变换 a 的 不 变 子 空间 时 ,VE 也 是 . 
证 证 法 类 似 于 第 1668 Ж. 
1679. 设 o 为 欧 氏 空间 VV 的 一 个 变换 ,如 果 对 V 中 任意 向 
量 xc,68, 都 有 (cf(a),8) 一 一 (aa(8)) ,那么 oa 必 为 反对 称 变换 . 
证 Va, BEV, (ol0) ,08))=— (a,0(8)) 
= — (o'la), B), e (ayo8)) 一 (afa) 8)， 从 而 
(а(а+- 8) ,о(У)) = —– (а 8,0 07)) == — (а, а? (7)) —– (8,02 ty)) 
= (0(а),007)) + (ад) ,olr)) 
= (00а) +908) ar)). 
于 是 (оба 8) —– (оо) +0(8)) „оба 4-8) — (аба) +0 С8))) 
=4(а+ 8) ,0(а418)) — 2000048) ,або) +0(8)) 
+ (0(0) teala} ala) Бод) 
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= (о(а-} 3) ,00а+8)) ~ 20000 В) ,с(а+ 8)) 
+ (оба p) ata 8)) = 0. 
故 с(о-- 8) =0о(а) оС). 类 似 地 о(да) = kao). 

1680. iZ c X n ERRER V 的 一 个 反对 称 变换 ， 
JG 

1) 线性 变换 ot L, 均 为 满 秩 的 ; 

2) 线性 变换 rolo- (оТ) 1139 E 2683830. 

证 取 V 的 一 组 标准 正 父 基 e,…s- 设 c 和 六 在 这 组 基 下 
ВУЖ РЕЖ А ЖП Е. a+ 1, 在 这 组 基 下 的 矩阵 为 A+ E. 

1) 因为 o 为 反对 称 变换 ,所 以 4 БЕН Е. н 4 的 特征 
1Ң АВЕ 2 38 kn А А-А |= |Е-А |550, L A E| =0. 
于 是 一 天 是 满 秩 的 . X CA+ Е)' = А +Е-Е-А,# À-+ E th ` 
PEB 因此 z+ 1, 也 为 满 秩 的 . 

2) т (а) (c+ I) E БЖЖ F 0 fa Bp = (A— E) 
ATE ,容易 验证 С ЖЕЗ ВЕ, А т СЛР. 


+. 338361 | 

1681. РАШКЕ СЛУ 7 

E iZ E ККА [Н] V 的 任 一 线性 变换 ,c 在 V 的 标准 
正 父 基 esoe, FEIR RE 4, 则 称 A' 在 基 6 ,se 下 所 对 应 的 
线性 变换 of 为 a 的 共 辊 (线性 ) 变 换 . 有 时 也 称 z 为 o 的 转 置 变换 ， 

1682. ЇХ є, "--,е, 为 欧 氏 空间 了 的 -- 组 标准 年 交 基 ,o' 是 o 
ВУЛЕ ЛЕ, Сое) е) = (є,,о'(є,)). 

证 因为 

б = Hasene = iS (є; жк. ба = Gik y 


i=] j=l 


en > aa (e, АОСУ, =аы, 
~l 


j=l i=} 
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故 结 论 成 立 . 
1683. iZ c 是 二 维 欧 氏 空 SIV 的 线性 变换 ， 则 的 线性 变 
换 + 蚌 go 的 共 固 变换 的 充 要 条 件 是 对 VV 中 任意 向 量 a,8, 有 
(sc(a),B)= {a,o(B)). (1) 
证 取 Y 的 标准 正 交 基 ay,…，s., 任 取 x,8EyY, 则 
В Е Уе, 


j> 


必要 性 车 г==о' , 则 由 1682 条 知 
(а(а),#У== (оС kje), Уе) = D kd lale) ,e)) 
2=1 ` j=l i j=] 


= Ñ kadilo CE) )= (a,a' (8)). 


í,Jj=1 


充分 性 ”因为 对 BJ 3t ЛЕЖ 只 ,上 面 的 必要 性 已 经 证 明 


Cala), 2) = (Cag (ЗУ). (2) 

和 由 (1) 式 与 (2) 式 得 (a,o' (A) = larih), 8 (а, Co —т)(8)) 
二 0. |N a,8 是 任意 的 , 故 取 p= E, (о г) (6) 0 48 (07 — т) (є) 
=0,у=1,б,ял, ЫЫ а'—т=0,В о =r. 

1684. HARIR 维 欧 氏 空 间 V 上 线性 变换 ofig 
换 , 则 

1) (a')'=o; 

2) (Ас) 一 Ko 为 实数 : 

3) (ol 十 ac =o +a, 

4) (20) 一 Ga 1. 

证 取 标 准 正 交 基 eseten ое.) = (е, 5,6,3 А. 
由 第 阵 的 性 质 可 证 1) ,2),3) ,4). 


790 POTE ATR 


十 一 、 AFTR 

1685. 什么 叫做 释 零 变换 ? 

答 设 ao 是 nn 维 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 ,如 果 存 在 自然 
数 т, E  n—=0,J3E2Z 8 т ЖЕЛЕЛЕР}. 

1686. i c 是 = 维 线性 空间 了 上 的 任 一 线性 变换 , 则 存在 
线性 变换 r,u, 使 得 "一 r 二 ww 其 中 可 以 对 角 化 而 "为 老 零 的 . 

证 设 o 关 于 V 的 基 6,…,s, 的 矩阵 为 4, 由 第 1257 条 可 知 
A=D+N, XH 史 与 对 角 和 矩阵 相似 ,N ERF ER. 

И DA N AFRE е, "66е, 所 对 应 的 线性 变换 分 别 为 + 
A v ДН А= 2+ № 可 得 so 二 rc 十 uv, 并 且 由 D 是 可 对 角 化 的 知 
也 是 可 对 角 化 的 ,由 N ЖЖ ЗЕЛ ЕП о CEREM. 

1687. 1) 有 限 维 线性 空间 V 的 幕 零 变换 的 特征 根 都 是 零 ; 

2) 如果 有 限 维 线性 空间 Y 09 3E22 о 可 以 对 角 化 ,那么 0 
一 定 是 零 变换 . 

证 1) 因为 笑 零 矩阵 的 特征 值 都 是 0. 

2) 若 4 可 以 对 角 化 , 则 存在 可 道 矩阵 全 ,使 得 


А, | 
А, 


由 1A А, = = 4,0, Т'АТ=0,[ ИЖ A= ТоТ! = 0. 
从 而 4 对 应 的 线性 变换 a =0. 
1688. 设 o 为 n 维 线性 空间 V 中 的 寡 零 线性 变换 , 则 在 V 
中 存在 一 组 基 
| 


T-1AT = 


а,,с(а,), + 0%: Ca) o (а, )=0; 
其 中 AN 为 自然 数 , 且 Ni HN, + HN, =n. 
证 ac V, 0%: (а)550, E о (2) =0, ШК «55 
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N.S W=Llasola), =, (a)), R W 是 go 的 不 变 子 空间 , 旦 
dimW = №, ЖИ 为 循环 子 空间 . 下 面 只 要 证 明 可 以 分 解 为 苦 
干 个 循环 子 空间 的 直 和 即 可 ， 
# V 中 取 维 数 最 大 的 循环 子 空 间 为 W . А. 
W=Llaala), = oia) ) ,dimW =m, 
В 2" 10520, а" (а) == 0. 
E т=п. V 就 是 循环 子 空间 . 
E m<n, RES W 交 为 {0} 的 一 切 不 变 子 空间 , 记 其 中 最 
大 维 数 的 不 变 子 空间 为 Ы, 
M=W@H (1) 
下 证 Vy= M. 由 МСУ 知 只 要 证 VC M єп. 
对 V 中 向 量 的 高 度 用 数学 归纳 法 .V 中 高 度 为 0 的 向 量 , H 
有 唯一 零 向 量 0€ M. 
归纳 假定 六 中 高 度 为 上 的 向 量 YEV ,都 有 7YEM. # у 
高 度 为 十 1 的 向 量 8, 下 证 8€ М. 
=P (A) =0^(0(8)), 
即 a(8) 的 高 度 为 ,由 归纳 假定 a EM=WOH, Ti 
ot) 二 十 wy 其 中 EM,aEH. (2) 
A о ADR 
0= Ca) +o Ca). (3) 
由 于 WW 与 吾 均 为 的 不 变 子 空间 ,所 以 om)EW,ot(m)E€E 
H. 而 WW 与 态 是 直 和 和 , 则 由 (3) 式 知 
а*(е,)==а*(а,)=0. 


Ha € W, 
«у= kyat kola) tetkala) (4) 
Яо" “作用 ,并 注意 А15, Ат 1 , J 


Q= (a )= ko] lae). 
{Н 0" 1 (а)50, 7. I =0. 由 (4) 式 得 
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a =g(ka+ БЕ, уа" 2 (a))= (a), ， (5) 
其 中 a= kaj Hkn” a C W. 
由 (1),(5) 两 式 得 с(В) =о(а,) K а, =9(8--0) C H. 


+ 


T=L(8—<,)+ H, (6) 
¥ y€ L(8—a,) а ET, E: tH a, € H , 0] 
e(Yy=loe(8—a,)+ e(a,)=lae, Боба) Є НЕТ, 
即 证 得 工 为 o 的 不 变 子 空间 . 
умт Н H, p-n CHORAM. Ф 3—а,=о,Є Ы, 2. 
=a, a EWAH = М. ИН УСМ. 
D TAH BT, H THATA. 由 于 H 是 与 W 3 1 
{0) 的 最 大 不 变 子 空间 ,所 以 了 站 W 关 {0}. 
令 gETNW,as 关 0; 因 为 a € W ,a, € T', KFA 
а=Ё(8—а,)-Ко, Ж a, € H (7) 
可 证 А50. ЛЕ == 0, | а= € H , X 1 МПА = {0} 6. 所 
以 Ез®0. 由 (7) 式 得 A= (Фа) pa EWHH, VSM. 从 
WH у= ОН. чн W 是 循环 子 空间 , 忌 是 z 的 不 变 子 空间 . ЕН 
FVN H H Ir, K +} H, EATER, H, 是 o @ ЖЛЕ 
子 空间 . ЯК TE, ARF EN VWO OW. Ж 
W, 都 是 循环 子 空 间 . 


+=. 器 等 变换 

1689. 什么 叫做 天 等 变换 ? 

答 ”线性 变换 c 是 帘 等 变换 ,如 果 =o. | 

1690. 设 了 是 二 维 线性 空间 , 则 下 上 任意 线性 变换 必 可 表 
为 一 个 可 闭 线 性 变换 与 一 个 寡 等 变换 的 乘积 . 

证 由 第 1592 条 及 第 1252 条 可 得 . 
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1691. Ü e FE n ҖЕ Ж Т ë |H] V ВЕЧЕ ЛУ. И) 

D o XAI: 

2) о 的 特征 根 只 能 是 0 或 1 

3) 7==Vo 中 7 其 中 Yo 为 的 特征 根 0 的 特征 子 空间 ,VY 为 
s 的 特征 根 1 的 特征 子 空间 . 

证 由 第 1592 条 及 第 1065 条 可 得 . 


+=. xë il 

1692. 什么 叫做 对 合 变换 ? 

E KRP EnEV 的 一 个 线性 变换 叫做 对 合 
变换 ,如 果 到 一 大- 

1693. 设 o 是 V 的 一 个 对 合 变 换 , 则 

1) o 的 特征 根 只 能 是 士 1; 

2) 可 对 角 化 ; 

3) V=V,V -这 里 V, 是 o 的 属于 特征 根 1 的 特征 子 空间 ， 
V-_! 是 o 的 属于 特征 根 一 1 的 特征 子 空间 . 

Ш 由 第 1592 条 及 第 1077 条 可 得 . 


十 四 、 不 变 子 空间 

1694. 什么 叫做 不 变 子 空间 ? 

Ж 设 o 是 线 件 空 间 人 V 的 线性 变换 ,下 是 7 的 子 空 间 , 如 果 
YSEW, 有 ol5)EW, 那 么 称 WW 是 o 的 不 变 子 空间 ,简称 co- 子 空 
іа]. 

1695 ik W EROR P E n ARENE V 的 子 空间 ,zc E: V 
的 线性 变换 , 则 

1) W=—Z.(e 2 E o- |H c(a C W i=l; 


А, 
2) 在 так тан ЯНЕ, вя 


L A, 
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Е V = И, DW... HEF W. 5 о 2 (8,1,6, 53 

3) 当 特 征 多 项 式 IAO =A Ae AAV 要 分 解 为 
不 变 子 空间 的 直 和 了 三 1 由 … 四 风 ., 其 中 

={а|(о—- АМ)" К(а)==0,аЄ\) 

4) (VOR Кето 都 是 o- 子 空间 ; 

5) 当 р(х) Є Р[ = ЈЕ. (а (0)) (У) ,ker(g(o)) 都 是 4- 子 空间 . 

1696. 设 罗 为 o- 子 空间 ,也 是 t+- 子 空间 ,W 是 否 为 
(gt)- 子 空间 ,{or)- 子 空间 ? 

E E 事实 上 ,VY асу, нЕ оба) Є И, с0а) Є И, 
(g+r)(e)=a(a)+r(e)C W ,ik W Elet- f ZE B], 类似 地 可 得 


W 也 是 (er)- 子 空间 . 


1697. # WoW: 都 是 o- 于 空间 ,Wi 十 WW; ,Wi 门 Ws 是 否 也 
是 c- 子 空间 ? 

ж E RL, WW: WOW, 都 是 Y 的 子 空 间 . V a € 
И.И аа +a, a € W,,a, € W,, H| aola) = а(о + a,) =а‹а,) 
+-a(a,). оба) EW ,oa € W,, ао) € W, + W,. MAA W, 
+W, 为 gr- 子 空间 . КНЕ 可 得 W ПИ, 是 o- 子 空间 ， 

1698. ЖИ 0-28], Н оой, 是 否 也 是 o-! 一 子 空 
18]? 

Ж 当 dimyY 一 ”时 ,结论 成 立 .事实 土 , 当 全 ={10) 时 显然 , 当 
W 短 {0} 时 , 任 取 人 W KRE aa RT о, B c ñf 
Жї, ЙК аба) "+" ,об(а,) 3 W 中 :个 线性 无 关 的 向 量 ,从 而 为 WW 的 
基 . 又 由 于 СИС И, k oq),…,ala,) 也 是 zy (W) 的 一 -组 基 , 因 
此 (W)=W. Х,У a € W ER LEW, E olh) =a 于 是 
c l(a)=8€ МУ, В W 也 是 o-!- 子 空间 . 

但 是 ， 对 无 限 维 线性 空 间 来 说 ,结论 不 真 ,如 令 P 为 数 域 ， 


= (Siaz: la; € P, Ha AAB T a: 关 0}. 
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规定 


Saz Sor Death 


t$ az= Sika, „kE P. 
易 证 V 为 无 限 维 线性 空 z. ELV “个 变换 了 如下: 


Сад = Уан 


BA o E: V 的 一 个 可 道 线性 变换 , Н olad =r G (z) = xii 
т=+1,+2,+®. А W = L(Z Zi Z) ;显然 a (W EW, o i(W) 
不 包含 И, o" = z- € W. 

1699. ож К? 的 线性 变换 ,o 在 基 eye 下 的 和 矩阵 为 

2 —5 
4=| ， 2) BOR o WIRKET EN. 

Ж BROM R 是 so- 子 空间 .着 WW 为 o 的 非 平凡 不 变 子 空 
间 , 则 dimW=1, 令 W=L(e), 则 ola) 二 A0, 即 a 为 4 的 特征 向 
量 ,4 为 a 的 实 特 征 值 .但 | 一 4|= 尼 十 1 关 0, 故 上 述 W 不 存在 ， 
即 = 仅 有 两 个 不 变 子 空间 ， 

1700. iZ V = R,[z ЖИКИЛ n B 3: 5: Ка 
Жз, Т ЛУ ЗЕ Н КОЕШ ЕЗЕН. 对 于 f(r)E R.[ >], E X, 
a(f(z))= Р (z) ОР Ох) f(z) 的 微 商 ); 则 

1) 7y 一 o 为 可 逆 线 性 变换 ; 

2) 求 出 线性 变换 c 的 全 部 不 变 子 空间 . 

解 Еа) ао КА 和 的 矩阵 
分 别 为 单位 矩阵 和 
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所 以 线性 变换 Io 关于 上 面 所 取 基 的 征 阵 为 
4! с | 
з= > 


| 
| 1! 


B E-D [йз M i L о атра. 

2) B К„| rl Osm 8 о- РЫ]. И 为 o 的 -个 非 零 
不 变 子 空间 , 则 W 中 必 有 次 数 最 高 的 多 项 式 , 取 其 中 之 一 记 为 了 
Cr): 

Р(х) ак +a, yr etar ta аь50,0<2<п, 
于 是 
а(х) ) = арх F(E lara Hea € W, 
s (/f(m))=Ë(k—l)a rtt (k— 1) 0А —2)а, З 
+2a,C W, 


=] 


FSD =k! azt kt) an € W. 
PLSI Skl aE W. 
由 于 &lar 天 0, 故 由 上 面 最 后 — i$ 1€C W.W Hf S 3 - 式 知 zE 
И, ЖР EBE, И] ЖЧ 
1эжул sr lx:EW. 
由 于 六 zz) 是 W 中 次 数 最 高 的 多 项 式 , 所 以 W = Roill 因此 a 
的 全 部 不 变 子 空间 为 
{0},А.К.[ т],Ку[х].+е.К„_,[х],К„{ хт]. 
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1701. B o ERAP En 维 线 性 空间 V 的 一 个 线性 变换 ， 
H oa Ж УҢ Ж 6,,…,s, 的 矩阵 是 


| 1 
А= s 


求 o 的 所 有 不 变 子 空间 . | 
证 кш Е е-е, 看 成 第 1700 条 的 1,2557, 


= -一 即 可 求 出 ?十 1 个 不 变 子 空间 来 ( 央 为 它们 问 构 )， 

1702. 1) 举例 说 明 某 些 数 域 P 上 的 有 限 维 线性 空间 V 的 
线性 变换 未 必 有 的 关于 a 的 一 维 不 变 子 空间 . 

2) 举例 说 明 实数 域 R 上 的 无 限 维 线性 空间 V 的 线性 变换 т 
RUA V 的 关于 c 的 一 维 不 变 子 空间 . 

3) 设 RLa,6j 蚌 [a,b] 小 任意 阶 可 导 函 数 的 集合 ,对 函数 通常 
的 加 法 、 实 数 与 酒 数 通 常 的 乘法 所 成 的 (实数 域 上 ) 无 限 维 线性 空 
IJ ARE R[a,8j] 的 线性 变换 a( 微 分 寞 换 );a(f(x))= (хт), 
FOER a b JARA - 维 不 变 子 空间 ， 

解 1) 在 R? 中 , 取 a= (1.0),а, = (0,1), 0 а.а, E R° 的 
一 组 基 . 规定 

абат) =аз обо) = --а,,о(аа T ba, )=aa,-- ba). 

яо R ТЕНЕТ. AH oc ГА a,, a, 的 矩阵 是 
| o |: но 的 特征 多 项 式 Са REER o F 
特征 根 . 从 而 o ЕА. 

2) 对 无 限 维 线性 空间 RJK ord = rlr), B Күс] 


”的 线性 变换 ,并 县 当 f(z) 关 0 时, 易 知 fur), zf (7) 线 性 无 关 ， 所 
以 RLx] 中 无 a 的 - 维 不 变 子 空间 . 
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3) FWA R[a,6]']lt о й — # AS 2F T. 2 |a] , КЕНЧЕ 3 BS [BJ Bt 
FD Є, WELE) ER 38 A. Ë оС) = f(x), 
ИП F DSA), Ох) = дех, X E 550, ТД WESLEY) AER) 
为 所 求 “的 一 切 一 维 不 变 子 空间 ， 

1703. 8 о,г 是 线性 空间 V 的 两 个 线性 变换 , 且 or 一 ra, 又 
设 4 为 o 的 特征 根 ,V, 为 o 的 属于 4 的 特征 子 空间 ,; 则 名 是 Я 
空间 ， 

证 УаєЄїў,,# їШст‹а)Є У, # r(a)=0, 则 得 证 ;车 
т(е)з&0,[а(г(а)) = (ат) (а) =т(а(а)) =т(Аа) = А(т(а)). Ш 
rla) X o а ТАА, П то) ЄУ,. У, A +-f >= [H]. 

1704 л Ж |А ДЈЕЛА o 在 基 assa 下 的 
矩阵 为 A. 

А, В 
1) #a=| б H H A ДЕ Ап) Н РЕС W,= 
L a, а.) Ж] a- f 2 |Ë]; 
2) # A= P А 则 д, ЖЕ ПРЕС И, = 
Llort a, o- F Z [Н]; 
A, 0 
3) # a= | | a , 则 4 ЕССЕ <=» w, ,w, Ж 


在 o 之 下 不 变 . 


1705. Boin EKRE У 的 正 交 变换 , 则 e 的 不 变 子 空 
间 的 正 交 补 也 是 о 的 不 变 于 空间 . 


证 设 子 空间 Vi от, Шон У, 的 线性 变换 ,县 是 双 
Я.У ау, TEV LA yC V, Ë оу) ==. 于 是 
(а(а), 2) = (о(о),0(у)) = (а,у)=0, 
即 оба) V, ЕЙТЕ ЗЕ, оба) Ур, Vi R с RE. 
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一 、 线性 函数 

1706. FREK? 

答 设 V 是 数 域 P 上 的 一 个 线性 空间 ,f ЖУ 到 P 的 一 个 映 
MY a PEV, Y REP. П ІДЕ: 

1) f(at+ B)= f(e)+ f(D); 

2) f(ha)= hf la). 
则 称 了 为 VY 上 的 2р. 

+ 类似 于 线性 变换 ,线性 函数 肥 下 述 基 本 性 质 : 

1) 7(0)=0,/(—а@)=— fla); 

2) 4 8= bka tka t E ba, 时 ， 

JER =k ба) БЕ, fo) 二 kf (a,). 

1707. 设 ara, sdn 是 数 域 居中 任意 数 ,az 一 (ziyzz 

х.) E Р", 
ба) = (хуз ә жь) аз Бахь і Бах, (1) 

Æ Р" 上 的 一 个 线性 消 数 . Н.Р" .上任 -ARTER АА ЖУ 
(] ) 这 种 形式 . Ча,=а,=+-=а„=0,/(а)=0, К f 2, 
用 0 表示 . 

1708. 1) 设 P 是 一 个 数 域 , 则 

H, : Р" — P, 
Cai sags" yaa) a; 

是 Р" ЕВЕР СВЕ KRO. 

2) ЯУ 是 实数 域 R Et 的 多 项 式 所 成 的 线性 空间 , 则 

f:V——R, 
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ро | plat P (€ V 


EV Б-ТЕ р 22 . 
3) r Æ -A RUR, 0] 


A >P, 


A4A—— trå 


是 P ER A ERTE K SL. 
4) 设 上 是 数 域 РЕ SZ , BJ 
L. ВЕЗИ с 8 
fCz)— >f) f(r) Є р(х) 


是 Ple] EEJ T ЁТЕ р. 


Ш 易于 验证 
1709. Юу E ЫР 上 一 - 个 三 维 线性 空间 s 8, E> E Ж ЕН; 
一 级 基 ,了 是 下 上 一 个 线性 国 数 ,上 且 
=—1, flete) == 3, 


fie Фе.) =] sJ (e, — 23 


Ж Jlri Hr Hre). 


WW 由 上 了 是 成 性 的 得 


| fle) = /<є;) = 1 . 
1 See) — 2806) =— 1, 
| JE) + fe,) =— 3, 


解 得 ” f(s) 一 4, (е) = --7, Ge) 一 一 3. 于 是 
J (rye) 十 хє 十 .zasE3 ) 


= ху} (є; ) +=, J (82) zaf CE) 
= 47; == 725—825. 


1710. 设 了 上 是 实 平面 А ЕН 743.1) =5, 705,2) =1 所 定 


ХЕЈТЕРИ, Ж ayk 7С—1,2). 
记 Р(х,у) =ar thy Ш За += 5,5a + 2Ь= 1. 19 а= 


解 


— ЖКЖ 801 


1711. Ú V ER P F— x EREE He erte 是 
V py — Ё ,а s a, a, E P PEE п 432, NFEE- -AV E 
КЕЕ 使 fle) а, yf 二 1 2. n. 

1712. ”如果 线 性 空间 VW ЕРАК НЕҢ Л.Л. 之 积 恒 等 
于 零 , 亦 即 Y аЄУ, 9 А (а) 7, (а) =0,ЖАН ФИ 一 个 函数 


恒 等 于 零 . 
证 HEWA +; Л.Л» АНАР, Ет а, ВСУ, і 
A (а) 30.708) 0. (1) 
但 万 (al 六 te) 一 0 及 (3) /Ь68)=0. 


从 而 ”六 (Ca 一 0 万 58) 一 0， 
0 =f etA Sfat ñ) 
= (Са) F f (807, 0а) f) 
== f, (a) fB), 
这 与 (1) 了 矛盾 . 
1713. 设 了 是 数 域 已 上 线性 空间 站 上 的 非 零 线性 函数 , 称 
集合 taE V1f(a) 二 0} 为 了 的 核 , 记 为 Кег/. W 
1) kerf ЖУ 的 一 个 子 空间 ; 
2) 对 于 s€ V-ker f,V (Е ЈР о BI PANE — Ji 0) a= 8 十 
ae, 其 中 B€ kerf,a € P. 
证 D 容易 验证 . 
2) 先 让 存在 性 ”由 eEV-kerf 知 /(є)-©0. 5 B=a He 


则 7С) = Sa) 一 元 7(e) 一 0, 所 以 sekos Surra 


则 a= 8+ ae. 

BEE Е а= 2, ae, Жн 8 Ekerfsa ЄР. 
#—8,= (а —а)е. А 0= 708—8) = (а 0) fee).  /(є)з5©0, 
Ё а, =а, М 8= 8,. 

1714. 如 果 数 域 卫 上 线性 空间 Y БТА A 和 
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f, 有 相同 的 核 :天 一 ker 万 王 ker 疡 , 则 /,=АЛ,АЄ Г ЖЕ. 

证 当 记 ,fi 中 有 -个 恒 为 零 时 ,比如 设 Л =0, ker f, = 
kerj =V ,因而 努 一 个 也 伍 为 零 , 这 时 结论 成 立 、 

34 7,520, 7,520 8, ЕСИ - К, 5 д Ў, СЕ), (е) 50, Ш 
уау, Ш 1713 条 ,a 可 唯 -~ 地表 为 a=8 十 ae,8EKK. 于 是 

ite)= B) Hafi (є) =аў, (е), 
АР Са) = АУ, (3) Hafle) )=aàf, (є) = af E, 

从 而 А, Са) = АУ, Са). Ш а ВЕЖЕ, В f. = А/,. 


=. 对 偶 空 间 
1715. Ж Р 上 线性 空间 了 RISA A КЕРЕ ЖА FA FA 
定 的 加 法 和 和 纯 莉 乘法 : 
(Р) а) = f(ay+ p(e5, 
Саў) (о) ==ајб(а),Ҹ EV, Y aC P, 
og ЖУ БИТЕ ОКЕ P Бау “РЕ 8]. 
证 ARE /+z É af R: V 上 的 线性 函数 . 事实 上 ,Y a,8 
ЄУ,У asb c EP, 
(Z+ жд) (аа tbh) = {(аа--58) + е(ае--5Ьй8) 
=a (fla) t+ g(a))+b(f(8)-L e (0)) 
=al f+ g) HELS Hg), 
(с) (аа +58) = сао БВ) 
= сај (а) сьс) 
=a(cf)(a)+ (cf) (8). 
其 次 验证 加 法 及 纯 基 乘法 满足 线性 空间 定义 的 从 个 条 件 ,下 
面 只 验证 <(Cf 十 gz) 一 <aF 十 ag, 其 余 略 .Y aC V, 
[a(f/+g)](a)=a[/(a)+ g(a)] 
=af(a)+ag(a) 
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= (а) (а) + (ар) (а) 
= (af ар) (а). 

1716 设 RR 是 实数 域 ,R: 是 实 平面 ， 

Р.В? —-R.,(z=,y)——=x=+ y; 
g:R2—R,(z,y)——xr— y. 
R f+g,7?7f ЖП 3f—2g. 

解 (/f-+zg)(z,y)= f(z,y)+ g(=r, y) 

=z+y+z—y=2=z=. 

类 似 地 可 得 7/(х,у)=17х-Е7Ту. 

(3f—2g) (rz,y)= х-Е5у. 

1717. 什么 叫做 对 偶 空 间 ? 

答 设 Y 是 数 域 己 上 一 个 ” 维 线性 室 间 . УУ Беа 
函数 组 成 的 集合 为 工 (7,P). 在 Z7,P) 上 定义 加 法 和 数 乘 运算 
СМ 1715 条 ),LC(V,P) 为 P 上 一 个 线性 空间 , 称 L(V,P) 为 V 
的 对 偶 空 间 , 记 为 了"， 

1718 BV JE P E xn 维 线 性 空间 ,se ,ss 为 了 的 一 组 
H fE e, 的 特征 消 数 如 下 : 

1,а@==&,; 
£ ш ыш 
则 FEV". 
证 由 第 1711 条 可 得 . 
Ж 也 为 了 区 别 起 见 , 记 上 的 特征 函数 为 fi B 
Fe)=| 
0, ij 
1719. R V ERO P Eñ n ERZ ›є, AEDS 
组 基 , 由 它们 确定 的 л TERRO fofa 7 
1 АЛ 为 V' 的 一 组 基 ，; 
2) ату" =dimV =n. 
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注 (Ü RAe, Жесе. 的 对 侦 基 . 
D 给 定 线性 空间 Y 的 一 组 基 ,ev 后 ,由 第 1711 条 知 ,其 
对 假 基 f... Zf. 是 唯一 的 。 
D 亚 的 基 不 唯一 ,这 是 因为 ,如 果 方 ，…… 广 为 se 的 - - 
组 对 偶 基 ВВА f. 27... nf, 也 是 大 的 一 组 基 ( 当 然 , 这 组 基 不 
ВЕР е. уе, 的 对 侦 基 ). 
1720 R R? HJA а = (1, —1,3),а, = (0,1—1) a= (0,3, 
一 2) 的 对 偶 基 7, Sofa 
解 ” 先 求 a; ВТ Л, а= trsy), Р (а) Sart ay 
41-432 • 
п, 
则 
[as marta, =l, 


j ü: —ü; 一 0， 
| 3a,—2ay =Q. 
解 方程 组 ,得 a= l a= 0,a ,=0. J 7, (0) = x. 
类 似 地 可 求 得 /„(о)=7х—2у—3, 
六 (Ca) 王 一 2z 十 y 十 z， 
1721. EERE n PERRE aras l a, | jy ks BB H 
插值 公式 ,得 到 个 多 项 式 : 


(х—а, yer z-a; ) (r— di) (х-—а„) 
《ai 一 Ci) (ai 一 ai ,)(a,—a,.., ) (ai 一 an) 


1) р.х), р(х). р, Сх) ҮР Н У=К[х]„ 的 一 组 基 ; 


s=], 2: m. 


pir) 一 


I 1, i=j, 
һа, б, Eh 2 
3) Ло, Sa N p (r), ,p(x) 的 对 偶 基 , 则 'i 


Jfi(g€%))== gla) Y гбх) Є P[z],. 
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1722. 设 V 是 实数 域 R 十 次 数 不 超 过 1 的 多 项 式 及 零 多 项 
式 所 成 的 线性 空间 , 令 


1 
Лиу =з дды a ЄЎ; 


fa V 8,0) yar a ëv, 
ЖУ [К (аа) ФЕ IHRT idet. 
Ж it а=а+Ы,а, = c+ dt, Н ЗЕ 3E U E ЖН 
7 ба) =1. А (а) =0, 
бау) 05 |, 6а) = 1. 


{ ЖЕР EPS бырыш 
a 4 r 1, гея zd 0, 


从 而 有 | | 
\2а-Е2ф==0;_ \2?с-Е24:=]. 
分 别 解 得 
[а=@, — 
[6—25 (y= 


FEU- E V КОЕН AMB A, f). 

1723. it S 是 数 域 P ЕЕ ШЫ] ЕР, 

So={f EV' NY s€ S,fGs)=0), 

则 S, 是 六 "的 子 空间 ， 

证 S, EIZH, AAE RRO TF So 

V ДЄ 5у,\/ а.БЄР,ү s€S. 因为 

(af+bg)(s)= (а) 5) + (bg)Gs)=af(s)+bg(s)=a0+60=0, 

所 以 af +bg€ 5, S, # У" 28]. 

1724. iassa, 是 数 域 已 上 线性 空间 了 Е, f... f. 
是 a,… ,a 的 对 偶 基 , 则 | 

D 8= f (Bat n aY BEV; 
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. 2) g=gla d fite teglan) fn g€ V°. 
证 1) # 8=aa + Бао, Hea №] fC animl, 
.2 sn 
2) В) = g f aa HeH a Ba) 
= figla) tet f,(8)g(a,) 
=g la) fi (B) -He + g(a,)/, 8) 
= (У) gla fD A). 
由 8 的 任意 性 ,期 得 2). 
1725. V 是 n 维 线性 空间 ,a 是 V 中 非 零 向 量 , 则 存在 9 
EV' ,使 ga) 关 0; 从 而 90. 
证 将 a 扩充 为 V 的 一 组 基 za, 则 = 的 特征 画 数 邵 
为 所 求 ， 
1726. 今 了 = 已 [zl 对 p(z)=c de zr+c r EV, E S 


1 
AC c= | #Ё#ёС(х)4х, 
0 
? 
һа») ={ pida; a) 
ü 


APD =| podz 


Jofo REV ERRERA. 找 出 站 的 一 组 基 p (z), pl), 
P Cy ,使 万, 六, 访 是 它 的 对 偶 基 . 

证 ЖИ f €V. V gD AEV. Y ЄР, (Еб) + 
һ(т)) = | (glr) thla) jdr = f gC)dz $ 75 = 
fi(g(x)) + lhl). 

类 伏地 可 证 i (Ар) АА (g(z)). 所 以 REVS. 

类 似 地 可 证 Р, АСУ". 

设 р, (х), р(х), plr) Ж V ËJ Ж, H. f,. f.. 为 它 的 对 


二 ”对 偶 空 间 807 
偶 基 . 
Ж р(х) = 一 co 十 cz 十 cx. 由 (1) 得 
и 
8 __ 
2co 十 2c: 十 -3cz 一 0， 
| 
解 得 co 一 C = l,e = — Z, 故 
pD 1+2 52 
Жнв нр Жн. 
реб) +z 
руб) = е ле, 
1727. 设 Qy + ”Cn 与 Ву», 8, 是 Vv 的 基 , Sirta У, 与 gi’ 


"Bn 分 别 是 对 倡 于 (lman ‚в„}ЖП+{3,.++.@„}Й% 的 基 ‚А Elas 
esan) B {Aree ЗВО РЕ, ДЕСА ОЕ (А, е, (апо, 


Е.В. 


1728. ЇЗ el ,es ,es 是 线性 空间 立 HRE, SS fa 是 它 的 


IHRE. 令 


Qy =E — Ez a =£, + e,--€; de, 


如 00:05 Ж V 的 - -组 基 ,并 求 它 的 对 价 基 (用 f. f... f, жщ). 


证 о##(о,,а›,е,) = (E EE) А.Ш 
[l 1 O 

A= 0 1 | 
—1 1 1 

因为 |4| 关 0, 所 以 aasas 为 了 的 一 组 基 . 
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设 gi gs gs А 0,0,0, 的 对 偶 基 , 则 
lgo нз = (fi Л: ЎСА). 
го 1 = | 
= -1 2), 
н “То о ==] 
Вр z = /,— — fF1-- f. fa g.= ~ f, +2f,— f. 
1729. RV EKAP L — n ERTER a] .V У 的 对 偶 
空间 шэ se v. 定义 
r"* f— fO). Y fEV', 
W z." BE V WJ T S FE PR ИЙ. АЛП z 8 } V BU X 8 2# [Н] 
(VY 
证 因为 f(x)EP, 所 以 xz”* 是 V*!* 到 PP 的 一 个 映射 ， 
V /f,g€V' ,Yk€EP, 有 
=" "(f+g)=(f-+g)(xz)= (а) р(х) 
=xz*°"(f)+ x“ * (р), 
ж" (АР) == (ЕР) (х) АЎ =) 
=kr" (У), 
Міх" У-У, В Є (У) Уу. 
1730. УЖЖ P 上 一 个 二 维 线性 空间 ,7 °" У ВХ 
偶 空 间 的 对 偶 空 间 ， 定义 
pır 一 人 z€ V, 
жудеу. | 
1731. 设 V R ТЕТЕ р... f, t V НЧЕ А 
量 , 则 存在 aEV ,使 
f.Ga)2Z20,:=1,2,11 5 
证 对 s 用 数学 归纳 法 . 
4 s=) 时 ,所 并 0, 所 以 存在 aE€V ,使 六 (qa) 关 0, 妈 当 s 一 1 Bf, 
命题 成 立 . 


二 “对 偶 空 间 809 


假定 当 = 时 ,命题 成 立 , 即 存在 eg V ,使 7, (а) а, 30,7 = 
1 和光 .直面 证 := 一 上 十 ] 时 命题 成 立 . 

Fi 10а) 30, Шта Ы. E 六 Ce) 一 0, 但 由 5,30 知 
存在 B€ V ,使 f GD 050. 8 А038) S diail, 2, aka Ú B| R 
Ë < 天 0, 使 

шр+сауёО = 1,2, k. 
& У=а+с8. WEVA 
АО) =a; ted: 0 1,2,. k; 
fa O= сйз©0. 
归纳 法 完成 . 

1732. 设 wo z, 是 线性 空间 了 中 的 非 霉 向 量 , 则 有 f 
ЄЎ”, 

(ад з5=0,<=1,2, е. 

证 因为 VV oa a, 是 F 中 的 非 零 向 量 , 所 以 
ара s У Ву НА ЈУ" (иә) РЕЗ. 
Ш 1731 条 ,存在 AEV' а СР) 0,1,2, 5-5,6, В /(о,) Z 
О, = 1,2,5. 

1733. БУ ÆI a ERRE, ВРЕ у (о, 8), *f V 
中 确定 的 向 最 a, У Е а" :2' (3) = (а, 3), T 

1) a' 是 VV 上 的 线性 函数 ; 

2) уу” {унй 

g@:z—a ,V aC V 
是 下 到 天 的 -一 个 后 构 映 射 ( 在 这 个 同 构 下 , 欧 氏 空间 本 看 成 自身 
的 对 偶 空 间 )， 
证 J) VA. 68 cV,v ЄР, 
a” (Ait 8,) = (а, pit 8,) = (а, 8) + Ca, B,) 
=a" (8) +a" (8,), 
a" САЗ, ) = (Ca, khi) = (а, 2,) =m kat (8), 


810 第 二 十 一 章 ” 双 线性 函数 


kk ark V 上 的 线性 函数 . 

2) UZ atoa, E V В) ИЕ Е, plama ,因为 
| jl, i=j; 
0, 457, 
Ш аг аг 就 是 ca ДАЖЕ. 而 线性 空间 两 组 基 之 间 一 
一 对 应 必 为 同 构 对 应 . 

注 如果 存 V'=={a' ijaEV} 上 规定 

(а*,8* = (а, 8), 


а’ (а) = (а; aj) = 


则 V' 也 是 欧 氏 空 间 . 

1734. B o RRR Р E x 维 线性 空间 VV 的 -个 线性 变换 . 

1) ЖУ ERRER 了 ,fo 仍 是 V 上 线性 函数 ,这 里 (fo) 
(а) = (о(а)),аЄу; 

2) 定义 V' 到 自身 的 映射 

а°: —> ft, 
则 go" 是 V* 上 的 线性 变换 ，; 

3) 设 sse 是 7 的 一 组 基态 , 疡 六 是 它 的 对 偶 基 ,、 
并 设 o 在 see, es 下 的 矩阵 为 4, 则 在 态 , 户 六 下 的 矩 
阵 为 4 (因此 a " 称 做 о 的 转 置 映射 ). 

证 1) УаєуУ, (о) (а) == f(o(a))Ë5 P tdhidE--3G, fe B V 
到 也 的 一 个 映射 . 

Y a BEV: Y kEP, 有 

(а) (а 8) = Fiola) tailh) = fo) (a) + (fo)(0). 
(Ја) (аа) = f(o(ka))= f(ka(a))= (ўз) (о), 
故 Јо R V БЕРЕР. 
2) Y JEVA D 0 (= %ЄЎ', Њо У A-A 
V fgEV',Y aEP, 有 
o" (f+ge)=(f+g)a= fa+ ge 


че 
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=g* (f)+ c ° (g), 
а‘ (af)= (af)o=a(fa)=ace" (Р), 
ДТ a" ЖУ" БЗ. 
3) 设 A= (а), НЕЯ 
Caler) alle) ,0(6,)) = CE, rEg ttt En) А 
ito" СР)" CF) yo (f,))= (f,  f,yB, 
HP B= (6) ШЕ Л, f. ЖЕ gy 82 Сэ, 的 对 偶 基 知 ， 
faled =f, la Бање t Ба, ) = ajs 
e" (f ED = a fi b, f. +b, f.) СЕ) = bi 
{9 о ( fp = Ро, МЕ ас =, 6.1, eon. Вр В=А!. 
1735. WV 是 数 域 P 上 一 个 线性 空间 , 有 ,fi,…, 广 是 V 上 
k TATER, M 
1) 下 列 集合 
W=(a€ V |/,(е)=0,1<гСЁ} 
E V BJ Ыр. W 称 为 线性 函数 Л, f... ,fi 的 零 化 子 空间 . 
УЕ ЕНЕ ВАЗ р 2 [8]. 
证 1) 因为 firfes Ja ЕВЕ, АТ 5.00) =0,1<: 
ФА. EW, Am W ЗЕ 2. 
У a BEWNaEP, A 
J; a+ 8) = /,(в)+/,\8)=0, 
filaa) =аў, (а) =0, 1 KiK, 
从 而 atp aec W , BB W 是 V 的 一 个 子 空间 . 
2) É V, E V 的 任 一 子 空间 , 设 dimy, =m 
34 m= x 时 , 取 了 为 V ВУЗЕ (7 (а) =0,У aEV), 则 
V,=V=(aC€ VI f(oay—=0), 
ЮРУ, 是 f 的 零 化 于 空间 . 
当 m<n В, sert ,ey 是 Vi 的 一 组 基 , 将 其 扩充 为 V 的 
一 组 基 Es Ezg tty Emr Empo "1'En， 取 这 组 基 的 对 偶 基 的 后 一 部 分 
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fa 它们 部 是 VW БЕРЕР. m H 
Vi={aEVif(a)==0.m+ 157и), 
BI V, Æ f. fas sss f, 的 等 化 于 空间 . 事实 上 令 
e€ V if (@)=0,т--1< г< п}=Ў. 
Y a=ale + "а, СҮ, 
fio) = ўба) = р, Са) == 0. 
故 | C WBV EW. 
Z Y asbie б ББ, HOn 161 Fe 6,6, СМУ, tH 
fonsi Ca)=0,f,+ s (a)= 0.2. f(a)—=0 ， 
H bmi = 0.b,. = 0.1. b, = 0. fk а= ре +b. СУ, W 
V 
故 V =W. 


=, MAA% 

1736. 什么 叫做 双 线 性 是 数 ? 

Ж EVER P Е-- п ЕЈ, РУХИ R pi 
-个 映射 , 即 Y a 88 V ES БАКЕ -- ЖУ P h— Са, 
B) , 苦 满足 下 列 条 件 ， | 

1) flat =f, V) + FB,Y), 

2) Jla, 8+7) = f(a,8)+ Са, Y), 

3) Caa, У) = (а,ау) =ај(а,У), Y aB, YEV, Y a€ P. 
则 称 大 为 方便 起 见 , 也 记 为 e DAV 上 的 个 双 线 性 函数 . 

Ж 人 纪 由 条 件 1) 和 3), 固 定 第 二 个 变量 7, 了 是 了 到 已 的 - 
个 线性 函数 ;由 条 件 2) 和 3) ,固定 第 二 个 变量 ,了 也 是 六 到 已 的 
一 个 线性 函数 . 由 于 这 个 原因 ,所 以 称 了 是 了 上 的 双 线 性 函 
数 . 

D 双 线 性 函数 了 的 条 件 1)、2)、3) 可 用 以 下 条 件 来 取代 ; 

1') f(e,b, B tkf) =k, Са, B) +8, а, В), 
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2') Ра, T ha , 8) =, (а, 8) +2, Cap), 
V a,a a, 8.0. REVY А,,А,ЄР. 
1737. 设 P EROR P 上 的 二 维 线性 空间 ,we 一 (zyzrz),p8 一 
iyd) E P ,判断 下 列 PXP 到 三 的 映射 是 否 为 双 线 性 函数 : 
1) Jla 8) = хуу Hy хоу Xoy2s 
2) (а, й) = (ху уу) хуз 
3) а, 8) =1; 
4) а, В) = у Ty 
W DDE Р? 上 的 双 线 性 函数 ;2),3) 不 是 P* 上 的 双 线 性 
函数 . 
1738. 欧 氏 空间 的 内 积 是 Y 上 的 一 个 双 线 性 函数 ,但 反 
之 不 成 立 - 
证 前 者 显然 . 对 于 后 者 ,在 1737 条 1) 中 , 令 РЕК, Д R 
是 一 欧 氏 空间 ,但 К? 上 的 双 线 性 函数 
Sa P) = хууу+ zy: zy Ey? 
不 是 R 上 的 一 个 内 积 , 因 为 取 а= (1,208, f(e ,ay— —320. 
1739. Л.Р 都 是 线性 空间 V 上 的 线性 函数 ,定义 
fia, 8) = Р, (а) tfe REV, 


证 显然 了 是 VXV ЯР 8) — Bb Wl. НУ а, BREV, 
үҮ^,ЬЄР,Н 
JfGe,b B tkbh) = fi(a)f,C& B, + kB,) 
= f Ca) Cki f,(8,)+k,f,(8,))=k Ў, (a) f,(8,)+b,f Са) f,C8;) 
=А| (а, 8,)-ЕЁ,/ (a, В,). 
ДАНЕ: РО \-+-5,%,›е) == А fB a) +А, (Bara). 
1740. iZ P" 是 数 域 P 上 zn 维 列 空间 ,zx,y€E DP",AEP"*", 邻 
Jiz y) =x Ау, 
则 了 是 Pr. 上 的 一 个 双 线 性 确 数 , 且 Р" LERAAR E 
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述 形式 . 

1741. 何谓 双 线 性 函数 的 度量 矩阵 ? 

E 设 f 是 数 域 P E n HEREZE V 上 的 一 个 双 线 性 函数 ， 
elysz…ie E V 9-8,0 хп EE AS Ca) ШЕ / 
关于 基 & ,eo，… ,es НЕНА „Ж! а= /Сє;,&,),15)=51,2,°» 
п. р 

1742. ' 设 实 平面 R° 上 的 双 线 性 函数 

РОС), Суу, у;))=2луу,— Зур 25у. 
求 了 关于 基 wm = (1,0) ,0, = (1,1) ЩЫ} А. 
W ¿Pë A= (a,,). 
ац = (азза) = f((1,0),(1,0))=2—0-+0=2. 
类 似 地 求 得 а = —1›ал==2›,а„»„=0. 
2 一 1 
4-|: ol: 

1743. 同一 个 双 线 性 函数 在 不 同 基 下 矩阵 是 合同 的 , 即 设 f 
是 线性 空间 y 上 上 双 线性 函数 ,ao oo 与 Pi Bs sp, 为 V 的 
НАЖ, BEERA С. 

‹(В,.8;, Ba) = Сау а, "~ ,а„)С, 
f fE оза, "0, FERRED А, f fE B.B... B, ЕЖЕ В, 
则 B=C' АС. 

1744. УЖЖ Р ERJ n 维 线性 空间 ,WV E— URARTE 
数 的 全 体 记 为 PECV , P). 

Ё AgEDLCY,P) ,定义 加 法 与 数 乘 运算 如 下 : 

СР) (а, 8) = (а, В) + g(a,8), 
СЕР) (а, 8) =} (а, 8),Ү BEV N ЄР. 
容易 验证 :f 十 g kS 都 是 V 上 的 双 线 性 函数 , 称 f+ ОЧ f 2j g BJ 
和 , 称 &f 为 与 了 的 数量 乘积 . 
还 易 验 证 ,在 如 此 的 加 法 和 数量 乘法 下 ,DI(CV ,P) 构 成 数 域 
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三 土 的 一 个 线性 空间 . 于 是 DLO, P) =p", А dimDL (V , P) 
= (dimV )°. | 
证 设 a,es,…,e, 是 V 的 一 组 基 .Y f€ DL(V ,P),— f fE 

这 组 基 下 的 度量 矩阵 为 A. ONSA. 

显然 o 是 映射 . 

| V fgEDL(V ,PP), 设 它们 在 基 6 ,es,，… ,es 下 的 度量 矩阵 分 
别 为 A,B. 车 ol 让 二 olg), 即 A= В, 

flee) = glee) ,iI=1,2, m. 


从 而 а= Уух, == Уу ,ЄУ›,Н 
j=l j=l 
Ёа, В) = (а, В), 
В /=z. 即 o 是 单 射 ， 
V А=‹а)ЄР"^",\ a= D rt P= УЭЕ ЗАДА 
ул 


1—3 


Ра, 8) = т Ау= > Dasry, 


i=] ј=1 


其 中 r= (arsta Ena) у= (уу, уз, Ya). MH 1740 AA 三 是 
V 上 的 一 个 双 线 性 函数 ,而 且 ACeS ajil, 2n А 
是 了 关于 基 asee, ВЕНЕ, А o 是 满 射 . 

V f,g€e DL(V,P),V ЄР. 9 fie ftg kf XF ЭЁ ist, 
E, 的 度量 矩阵 分 别 为 A= (а), B= C= ley) D= (а,,). 
因为 

(f+g) (е;›є,) == f (e,,e,) H glee), 
(Rf) gire))—kf (є,,Е,), 
Вр cj ayt byrdy= kajsi j=1,2, sn Ж С=А+В,Р=ЁА,Ь, 
而 | 
ol f+g)=C=A+B=0(f)+0lg), 
okD = = РА == (ko) f). 
故 o 保持 线性 运算 . 
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ёк E, a 是 DL(V,P) 到 P БЕ, DL (V , PS 

P”, №} 
dimDL(V , P) =dim P" =n" = (dimV Y’. 

1745. 什么 叫 非 退化 的 双 线 性 函数 ? 

ж 设 了 上 是 线性 空间 YY 上 一 个 双 线 性 画 数 ,如 果 从 fla,8) 
一 0,Y 8€ V 可 推出 a==0, 那 么 了 就 叫做 非 退化 的 ,否则 ,就 称 f 
是 退化 的 . 

n ERZE V 上 的 一 个 双 线 性 函数 是非 退化 的 充 要 条 件 
为 了 关于 V 的 某 个 基 的 度量 矩阵 为 非 奇 异 矩 阵 , 

1746. 设 4 是 数 域 P 上 一 个 m 阶 矩阵 ,定义 P”*” 上 一 个 二 
TAX 

f(z y)=tr(=m'Ay).,z yE P” 

1) 了 是 P"" 上 的 双 线 性 函数 ， 

2) 求 f(z,y) 在 基 Err Ere » El ;Eas E, Ens Ema 
下 的 度量 矩阵 ( 情 ; 表 示 ! 行 了 列 的 元 素 为 1, ЖЖ л Же АЖ m 
Xn Ж). И 

证 1) Ух, у, ЄР", үА,АЄР,% flrs kiytk:z)=tr 
(= Alkiy tkz) ) = (х Ду) Бёлт С Ах) = (х,у) БА, (x, 
z). 类似 地 可 得 firt kysz) = f xz) БА, f (y, z). МП f E 
Р"”^" EB AM Sk ТЕРА. 

2) H Е'АЕ,=а Sl 

ГЕ, Е) tr (E! AE,)=tr(asE;,) 


баз JSS 


0, 7=#s. 
设 所 求 度量 矩阵 为 В.Ш 
aE aE … а„Е 
jè aE a,E аыЁ | 


***%»Фл»ттечат+ етввезэвав аа 
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КН E H n [ЙУ Н. 
1747. РФ АЕРА 
Fixy) = 3л} yem хоу зу, = ry 
х= (Z. Z: Tisi). у буу, уз, уз, y ЄР. 
D 给 定 P' 的 一 个 基 
8р (1,—2,—1,0),6<=(1,—1,1,0), 
832 (-—1,2,1.1).6,==(—1,--1.0.1), 
Ж f(z,y)frix $B РАЈНЕ НАЕ ВЕ: 
2) RE Mhs 
С s Nos 9. Ta) = (656, ,&з,&) Г, 


其 中 
i ш 0 
1 1 —1 —1 
T= I 
1—1 1 一 1! 


L] —1 —1 1 
R f(x ‚УЕ ЛД,» 173，74 下 的 度量 矩阵 . 
ЙО ОВР е, є... 下 的 度量 矩阵 为 ,4= (а), Ж 
a= J (g, s6,) , Ду 
4 7 == — 14 
É 2 2 = 
А= А 
| 0 —11 1 14 
15 4 一 15 一 2 
2) 设 JEE 有 sy 下 的 度量 矩阵 为 В, 
一 6 46 8 24 
区 26 16 —72 
B=T'AT= Р 
|2 —38 0 0 
==6 86 0 0 
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四 、 对 称 双 线性 函数 

1748. 什么 叫 对 称 双 线 性 函数 ,反对 称 双 线 性 函数 ? 

答 设 了 是 线性 空间 VY 上 的 一 个 双 线 性 函数 . WRV a, pE 
7 ,都 有 fla 8) = SBa), ШЖ f 为 对 称 双 线性 省 数 ;如 果 Y а, 5 
EV ,都 有 f(a,8)= 一 f(8,a), 则 称 了 为 反对 称 双 线 性 函数 . 

1749. n 维 线性 空间 VV 上 的 个 双 线 性 函数 了 是 对 称 的 当 
且 仅 当 它 在 V 的 任 АТЕНЕ ЕКЕ БЕ; ХЕЕЕ РЕ Ж 
了 是 反对 称 的 当 旦 仅 当 它 在 Y 的 任 一 组 基 下 的 度量 矩阵 是 反对 称 
ER. 

1750. 欧 氏 空间 Y НР ХУАНЕ А.П HEE V 
HIE- H3E T ЛЖ E ДЕШН. 

证 B 7а, 8) 4 V ИРУ: f (a, 2) = (а, 8). 由 第 1738 条 
Ж, Са, В У 上 的 一 个 双 线 性 函数 . XV a BEV, Ý fla, 8) = 
(0,8) = (B, a) = (8,а), Ы Го, ВУК. 

设 ara, s" e, 是 V 的 任 一 组 基 ,f(a,8) 在 这 组 基 下 的 度量 
矩阵 是 4, 则 由 J Cas A) TERENE IE 3E T K9 BE BERE PF 29 E НЕЕ E 
ШАБЕ ЋЕ. 故而 4 为 正定 矩阵 . 

1751. 任 一 个 双 线 性 函数 Fa,8) 都 可 唯一 地 表 为 一 个 对 称 . 
双 线 性 函数 与 一 个 反对 称 双 线 性 函数 之 和 . 

证 因为 任 一 方 阵 相 表 为 一 个 对 称 抢 阵 与 一 个 反对 称 矩 阵 之 
和 . 

1752. 如果 线性 空间 V 上 的 对 称 双 线性 函数 Au,8) 能 分 解 
为 两 个 线性 蝴 数 之 积 : 

 /C(a,8)=f,Ca)f,(0), 


则 它 可 表 为 ， 
f(e,8)= Ag(ayg(8), 
其 中 是非 零 数 ,g 是 线性 函数 . 
证 ШЖ Ра, 8) =0, Вр У, (о) 7,8) 0, АУ бу. ЖЯ 
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Р (а), (а) =0. H 1712 条 ,六 :万 中 至 少 有 一 个 恒 等 于 零 . 不 妨 
设 7, (а) =0.ү aC V W (а, 8) =0=АЈ, (о, 8). ЕЖА а 
任意 非 零 数 ,f, 是 线性 函数 ， 
若 了 (a,B) 关 0, 则 由 J(e,B)= f(8.a),#8 
Р, Са) Р 8) = f (8) 7, Са). 
fi 8) 


Сау ТВ) А70" 0 Е 
Ра, В) = f Ca) Р, (8) = АР, (а), (8). 
1753. 线性 空间 VV 上 的 非 零 反对 称 双 线性 函数 Са, 8) КЕЕ 
分 解 为 两 个 线性 函数 之 积 . | 
.证 用 反 证 法 . 若 .Fc,28) 能 分 解 成 两 个 线性 亢 数 之 积 ， 
fla,B) = f la) f С) , 则 由 {Ca p= 一 (8,a) ,可 得 Л, (а)/„С8) 
=— f (8)f,Cay AN a€ V,# У, (а) Ў, (а) == — f, (a) f, Ca), 所 
以 ЛХа)/„(а)=0. H 1712Ж 7, (а) =0 E f,Ça)=0, П 7а, 8) 
=0, 7 5 . 
1754. É V 是 数 域 已 上 x ФЕ, ЖУ 上 对 称 双 线 
性 函数 , 则 存在 V 的 一 组 基 Qy. Qy an) 使 地 在 这 组 基 下 的 度量 
矩阵 为 对 角 和 矩阵 ， ' 
1755. 若 维 线性 空间 V 上 的 对 称 双 线 性 消 数 f(a,P) 是 非 
退化 的 ‘WA V 的 一 组 基 а ‚ау, yas E 
Уа, ,о,)5260,1=1,2,*-,п, 
Ја, ,0,) =0, jAi. 
称 这 个 基 为 V 的 对 于 f(a,8) 的 正 交 基 . 
证 由 第 1754 条 ,存在 V 的 一 组 基 a,a,,… ,a,, 使 了 在 这 组 
基 下 的 度量 矩阵 为 对 角 和 矩阵 
A=diag (di,d;,*" sdp). 
由 了 是非 退 化 的 知 4 是 非 奇异 矩阵 , 即 2760,:—1,2,--- п. 所 以 
PACAT DE- Ea EFA T 
Slaa) =0 495]. 
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1756. 设立 是 数 域 P E n 维 线性 空间 ,上 E V 上 - -个 双 线 
PEBR EI. Eisers ,es 是 的 一 н, 则 上 在 这 组 基 下 的 度量 矩阵 


为 对 角 年 阵 的 充 要 条 件 是 对 e= xs в Ууу. а, DA 
表达 式 
Sa, В) 47у i dr ye +" d dT Yn 
这 里 LEP. 7 一 n’a. 
1757. 设 V 是 复数 域 上 +n 维 线性 空间 ,f(a,8) 是 VY 上 的 对 
ХЕРЕ Ва Ж, ШТЕТЕ У 的 一 组 基 er... s, XT V 中 的 任意 向 


TT 
Jup ayit raye tee Бау Krn. 
证 设 在 基 a,n ea 下 的 度量 矩阵 为 A, W| T'AT = 
E, 0 
E J-a. 
0 0 
CE Ezatt En) == (ay a an DT , 
则 了 关于 基 E19 E29 "7 E, Ж ЖН Ж B, 从 而 Y e= > zit, P= 
А i=l 
& . 
ZieEy, 有 
j=l 
fla, В) Szyi T aryr t + r,y, , Srn. 
1758 设 耻 是 实数 域 上 的 ” 维 线 性 空间 ,ja,8) 是 了 上 的 
双 线 性 函数 ， 则 存在 V 的 一 组 基 Ej vÉ; y °° ‚е. V 中 任意 向 量 о == 


Ууга ,B= Dy EA 
T EEE Бру рурат у 0 рти. 
1759. 何谓 与 双 线 性 函数 对 应 的 二 次 齐 次 函数 ? 
Ж 设 了 是 数 域 己 上 的 ” 维 线性 空间 ,fka,8) 是 V 上 双 线 
性 函数 , 当 а= ito ERR gta) 二 f(a,a) 称 为 与 f(a,PB) 对 应 的 
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— K 3riK 83. 

1760 BV OK P L n 维 线 性 空间 , 则 WV 上 的 一 个 对 称 双 
线性 函数 / Са, Вэн БТА ЛУК УК Fa 22 56 Ф St Е. 但 非 对 称 
双 线 性 函数 不 能 由 与 它 对 应 的 二 次 齐 次 函数 唯一 确定 ， | 

证 设 a,BEV, 则 

404+ 8) = а -В,а+ 8) 
= (0,0) (а, В) + (а,85 +78, 8) 
= }(а,а) -2#(а,8)+7‹8.8), 

4 (а— В) = (а— 8,а— B) 
= }(а,а) —2} (a, B) +78, 8). 


Уа.) =Tqa(a+ 8) — аба В). 


在 数 域 P 上 二 元 列 空间 P 里 任 取 两 个 向 量 a = (z,, z, ) Ж] 
В = Су, sy) ,规定 : 
Jile 8) 一 Zi 十 2zlyz 十 zzyz， 
| Р.а, 8) = ху ту Базу Haryo 
ЖУЫР. Л.У, ЯКЕ P? 上 的 双 线 性 函数 ,与 它们 对 应 的 二 次 齐 
次 函数 都 是 | 
q(a)=zI(+2zxiz +z, 
但 f, f/.. 
1761 i S E n RERE V 上 的 反对 称 双 线性 函数 , 则 存 
在 的 一 组 基 ee eye оор 
(ss 一 1， 1 一 2 
| Ce si) 一 0， 1+ 350; 
Р(а,7,)=0, aE€EV,k=1,2,.,s. 
1762 Æ n ERREZE V ЕБ XFO ЕТЕЩ f(a,B) 是 
非 退 化 的 , 则 有 V 的 一 组 基 ,a_1,…,a,,a-,, 合 | 
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/(а,а_)=1, i=],2, r; 
flaisa;)=0, ¿+ 3560. 
电 此 得 知 ,具有 非 退 化 反对 称 双 线性 函数 的 线性 空间 一 定 是 偶数 


维 的 . 
Ш 设 了 在 基 A.B... 8, 下 的 矩阵 为 А, Aa FERR. H 
0 1 
—1 0 
0 1 
Т АТ = —1 0 
0 1 
—1 0 
所 以 ”是 偶数 ， 


1763 设 V 是 复数 域 上 的 线性 空间 ,其 维 数 上 之 2,j(a,p8) 是 
о 上 一 个 对 称 双 线性 函数 , 则 

DV 中 有 非 零 向 量 $, 使 f(&,6) 一 0; 

2) 当 f(a,B8) 非 退化 时 , 必 有 线性 无 关 的 向 量 上 ,7 满足 ， 

fE p= EDS F077) =0. 

证 1) 由 1757 条 ,存在 了 的 一 组 基 e,ne EY ё= 


Te DEVA 

FEMP =з азу e Hry, 

JE D =r trt Бл, Ои. (1) 
当 r 二 0 时 ,对 VV 中 任意 非 等 向 量 ,都 有 70,2) =0. 
3 г=1 8, 66,50,19 7,2) =0. 
当 r 之 2 时 ,到 Eci te A 70,2) 206180. 
DE f(a,B8) 是 非 退 化 的 , 则 (1) 式 为 

JE Say + + Eny 
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取 f= > Сар = = тут") 得 
/С(ё,ёу= ут? 7? 
| чн SS B 
HRA E.) 是 线性 无 关 的 向 量 . 


1764. 线性 空间 YY 上 双 线 性 函数 (о, 68) 为 反对 称 的 充 要 条 
件 是 对 任意 a € V 都 有 f(a,a)= 0. | 

证 必要 性 . ”因为 了 是 反对 称 的 ,所 以 Y aEV ,有 f(a,a)= 
一 Jaya), Ё Faa) 一 0， 

充分 性 ， Уа, ВЄҮ, (а+8,а+ 8) = f(ae,a)+ f (a, B) + f 
(8,a)+ FCBB), 
而 f(a+ 8,a+ 2) = ЈСа,а) = f(8,8)=0,Ë& Sa 8) = —– #,а). 
即 了 为 反对 称 的 . | 

1765 设 fa, MER P E 维 线性 空间 V 上 的 对 称 或 反 
对 称 双 线性 函数 ,a,8 У 中 两 个 向 量 , 若 Fa,8) 一 0, 则 称 ай 
EX. BF K 是 V 的 一 个 真子 空间 , 则 对 EEK, GARRA Єк 
+L) ,使 РО, 0) =0, Н аск КЗ. | 

Шо 先 证 了 是 对 称 双 线 性 函数 的 情形 . 这 时 ,f ШЕК 上 的 
对 称 双 线性 函数 . 假定 dimKK=i, 则 由 第 1754 条 知 存 在 天 的 一 组 
Ж ац, 5,0,1 ТЕХН ГРЕЮ ВЯ РЕ дад (di,… ,4d1). $ 

$. at = а — £. 
当 di=0 时 , 删 去 相应 的 项 , 则 7E 天 十 工人)， 且 720. V а= 


Sa € Kf 
т=з 


Jf a)= f( > ые, > аа) 
p= 上 j=l 
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эрэ Ff (Ea) Ca, saj) – 2,8, а) 


= Par, а) ае; ›=0 


青 证 了 是 反对 称 双 线 性 函数 的 情形 . 

1) 若 对 给 定 的 EEK, A BEK, E SEDE NE &= Ê, E 
= 一 48, 使 flee D =1, R eent AN K + 1,Сё) H — #Ң Ж 
ee t 6 e. h g E j 

fee i)=1, ¿=1,2,-,t, 
| Ў(е,,,)=0, 1+ 3560, 

| flash) =0, aEKHLCE). 

34 5550 Н]. =, ВПР; 

34 s=0 Hf, 79е, H SE, K= LCE, Eps 68.2." ,Е,,28_,), 
ШУ a€ K ,# fa) =0. | 

2) ЖҮ Be K,f(£,p)=0,J X ў=ё Вр п]. 

1766 设 V 是 数 域 P E x 维 线性 空间 ,f(a,B8) 是 V 上 的 对 
称 的 或 反对 称 的 双 线 性 函数 ,K 是 Y 的 一 个 子 空间 . 令 

K’={a€EV|f(a,B)=0,Y ВЄК), 

D КБУ СКЫ K 的 正 交 补 ); 

2) 当 K 门 K+!={0}) 时 ,V=K+Ki. | 

证 1ҮДЄК,9 f(0,8)=0f(0,8)=0, # OEK, FELA 
КЕ. 

У aa € Kt,V REP, Y HEK, 有 

Jika 8) = у Соу, 8) =0, 
flata 8) = (о, В) 7 (о, ,8) =0, 

故 да,а Ра, СА, Мт b+ E. V 的 子 空间 ， 

2) К+КіСУ 是 显然 的 ， | 

不 妨 设 天 是 Y ШАҢ Fe. У ёЄУ, # ёЄ К, ШЕЕ, ЕС 


四 对称 双 线性 函数 825 


К’ 2765 条 知 存 在 非 零 的 7 后天 十 (6) ,使 
РОр.0) = 0,V «ЄК. 
ЖЕР ЄК. X 
у= IHRE BEK REP, (1) 
ERRE уве КПК - = (0) .79= 2—0. 008. 从 而 由 (1) 
知 : 


br ВТЕ КК 
所 以 VC K+ K:. 

1767 BV 是 数 域 p E x ЕЕЕ Ыр, Са, DEV 上 对 称 或 
反对 称 双 线性 函数 ,并 且 Са, DRTE V 的 子 空间 天 上 是 非 退 
化 的 , 则 了 = 玉 四 玉 + 的 充 要 条 件 是 Sa DAE V 上 为 非 退 化 的 . 

证 必要 性 B V=K+K+,H 

f(a,8)=-0,V BEV. (1) 

下 证 а=0. i a=a aa C К,а, K- W| BEK, 

l 0 = (а, 8) = ia Hap) 
| == (al P) Hf Ca B) = (а, 8). 
由 于 f(a,B) 在 尺 上 是 非 退 化 的 , 故 a 二 0, 从 而 a 一 a,E K+ 

XV Y€ K ,H(1)3 fe, Y) =0. W ає скі) К, В ,а 
EKNK. 但 由 题 设 天 站 类 + 一 (0) 得 知 x 一 0. 

充分 性 ja EKNKL, Ж aA M а, 扩充 为 下 的 -一 
组 基 a, ,a,，;… ,oa, (假定 dvmK =m. ), НТ ЄК, (а ,а,) = 
0,j=1,2, m Bi f EK ЕЖУ оза, а, 的 度量 矩阵 第 一 
{тос 5 0, УП ДАЙ ИН. 5 f E K 上 非 退 化 矛盾 ,所 以 a 
=0,КГүК-= (0). 

由 第 1766 Ж,7= КЪК, V= K+K:. ` 

1768. Ü FÆRI р E n 维 线性 空间 VV 上 的 一 个 对 称 双 线 
性 通 数 , 令 
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S=(#€ V|/(E,72)=0,V p€ V), 
则 1) SS 是 V 的 一 个 子 空间 ; 
2) S= OERA f XF V 的 任意 一 组 基 的 矩阵 非 奇 异 ， 
证 A 1766 条 和 1743 条. 
1769. 设 ja,8) 是 二 维 线性 空间 Y 上 的 非 退 化 对 称 双 线性 
Ж, ЖУ 中 一 个 元 素 ,定义 了 "中 一 个 元 素 a” : 
а" (8) = (а, B BEV. (1) 
1) V RV Я p: а ——a" 是 一 个 同 构 映 射 ; 
2) ТУН є,.,є,, в, V 的 了 瞧 一 的 一 组 基 6') ,e',， 
e E 3 
1,г==}; 
0,2563. 
证 1) 由 第 1755 条 ,存在 V Й) єү,є,, ,,, E 
4,30, ј==4; 
| ано РРА 
HOD), ЕНУ er ,e2? ,… CV? ,考虑 
kier +k 二 "十 ke ==0, 


СЕА 


有 
0 = Cker Hkr Б Б, ) Ce) 
= ier (61) +H kez (61) 4 e ker (El) 
= f l sE) kaf Cert) БА, СЕЕ) 
= 4). 
Tü 2,520, Br & = 0, 2540188 nT ut k= e =k, = 0. В er ,ef ,- Е 
Е 26, AE V'A. 
以 赴 证 得 映射 8 保证 基 对 应 基 . 进一步 易 知 有 为 双 射 ， 
另 一 方面 ,Y а, 8,7ЄУ, 
4041-18) = (0+8) oa) 0) о БВ, 
(ce 十 8) (У) = ба 8,7) 
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= f(e,y)+ f(B.7) 
=a" (Y)+ 8" (7) 
= (а* +80), 
所 以 
$(а+ 8) = (a+ {7 =a" +R = фа) +98). 
Va YEV, REP. HX 
pika) = (ka) kla) =ka" , 
Cka)* (Y) = fFCka, Y) = (а, У) 
=ka* (7)= (ka" )(7), 
所 以 
pka) = (&a)" —&a" = (а). 
综 上 所 述 可 知 p:a 一 >a’ 是 一 个 同 构 映 射 . 
2) 设 V* rH 2R ра Л.Л 是 基 Ers E23 ''*, En 的 对 偶 
Ж, 1) 知 V 中 存在 唯一 的 向 量 组 wm ,ao，… ,a,, 使 
а" = Фа) = fii=1,2, n 
于 是 
flare) =a e= flea T 
0,7361. 
EB flea =, * i j=1,2, ,nn. 
53—77 101, katka t'e Hkn =0, 
则 
ТАЕ Е КР 
=k f Case) t+ kf Са, у) + БЕ, Са, є) 
=. 
类 似 地 可 证 А, == +++ А 0. 从 而 аза, 566 a, 线性 无 闫 ,因而 是 V 
的 一 个 基 . 5 er =a g аз, 5, 二 2, ЩИ]. 
1770. 什么 叫做 仿 欧 氏 空 间 ? 
Ж V AYU p 上 的 维 线 性 空间 ,在 V 上 定义 了 一 个 非 
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V Ж п ЕНЕ Ы, (а, В V 上 非 退 化 对 称 双 线 性 函数 时 ,7 
称 为 - -个 伪 欧 氏 空 间 . 

Жо 欧 氏 空间 中 度量 矩阵 (内 积 ? 对 和 角 线 元 豆 必 为 正 , 双 线性 
函数 f(a,P8) 的 度 基 矩阵 对 角 线 元 素 可 能 为 负 , 故 称 伪 欧 氏 空 间 . 

1771. 设立 是 对 于 非 退 化 对 称 双 线 性 函数 fOe, В) n ДЕВЫ 
欧 氏 空间 .7 的 -组 基 ee,e, 如 果 满 足 ， 

fleye) = 1,1-1,2, р, 
ДГ (а,в) = ,= pi ln 
HORREN ESE 
则 称 为 了 的 - -组 伪 正 交 基 . WRV 上 的 线性 变换 o 满足 ， 
Jolaj a BÐ = (а, h) e, BEV, 
MFR o 为 Y 的 -- 个 伪 正 交 变 换 . 

1) 伪 正 交 变 换 是 可 逆 的 ,上 且 道 变换 也 是 伪 正 交 变 换 ; 

2) 伪 正 交 变 换 的 乘积 仍 是 伪 正 交 变换 ; 

3) 伪 正 交 变 换 的 特征 值 等 于 1 或 一 1; 

4) 擅 正 交 变 换 在 伪 正 交 基 下 的 矩阵 了 满足 : 

7 一 diag(1,…，1 ,一 1 一 1). 

证 1) 由 于 了 是 非 退 化 的 对 称 双 线性 函数 ,因此 存在 Y 的 一 
组 林 书 ,sa,,… ,es, 使 了 在 这 组 基 下 的 度量 捧 阵 为 对 角 和 矩阵 
4=diag(d sd:s" sdn), 

其 中 45 ®0,4=1.2,-,л. 
i о J V 的 一 个 伪 正 交 变 换 , 则 
(У) = (а le sale), ,0(е,)). 

令 абе) tkole) 4 5. + kc (є) = 0, i 

0 = (0,0061) =f kiala) tHe tka lEn) oe)) 

=k, folol) e E f oln) ole.)) 
=k Сер) +E. (є„,є„). 
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= 44}. 
而 2,30, Ht А, = 0. Ж АГЕ А, = 5 А = 0. 从 而 ole1) ,о(е,), 
0(&,) 线 性 无 关 , 因 而 是 ol 让 的 一 组 基 ,dimoV =n. 于 是 kero = 
{0},o ERN. 注意 到 7 是 有 限 维 的 , 知 z 也 是 满 射 , 即 z нй 
变换 . 
设 o 的 逆 变 换 为 o7!, 则 a-!' 仍 为 线性 变换 , 且 


1 


са = [уа le= ly. 
ү a BEV, E 
fla —!(@),а7!‹@)у)= (оо \(а),тоС!(#)) 
. ` =f О Са), (В)? 
= f(a, f), 


о ADELER . 
2) Basr EV 的 两 个 伪 正 交 变 换 , 则 то 仍 为 了 的 线性 变换 ， 
HV a, ßEV, A 
Jf(zo(a),rcoe(8))= lala) о(В)) = (о, 8), 
即 or 是 伪 正 交 变 换 . 
3) 由 第 1755 条 知 存在 -组 基 s... е, 
4,560, i=j; 
HORNA = 7 л. 
设 4 为 o 的 任 -- 特 征 值 ,a 二 6 十 … 十 ke 为 其 相应 的 一 个 
特征 向 量 , 则 
flaso)=f(ola) ,oa)) = f(a, àa) 
= 4? {(а,0). (1) 
但 Уа, а) = idi + а2520, Е С) NE Р Са,о) Л 
= 1,8 à= +1. 
4) ËL mm…as 为 了 的 擅 正 交 基 , 则 


1, == )-=1,2,,фр; 
faam] == #== у= ptl, n; 
0, Æj. 
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由 假设 ola stra) = ana DT ,其 中 了 一 (2) 于 是 
1= flm) aola D == +. Ë, aa Hete). 
类 似 地 可 证 得 
= +, G. ao Ht) 1,2055, р; 
—1= e а а), k =pl, n, (2) 
Stutt Tt, (trt Eee + tat.) t. 


用 矩阵 写 出 (2) 式 即 为 
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一 、 集合 

1772. 什么 是 集合 ? 什么 叫做 空 集 ? 什么 叫做 子 集 ? 

£ ”集合 是 数学 中 最 基本 的 概念 之 一 , 它 是 不 加 定义 的 最 原 
始 的 概念 , 像 几何 中 点 ` 线 , 面 一 样 不 加 定义 ,只 作 摘 述 . 

集合 就 是 在 研究 过 程 中 , 某 一 些 对 象 的 全 体 . 一 个 集合 的 给 
定 , 意 味 着 一 个 界定 ,依照 这 个 界定 ,可 以 判别 一 个 对 象 是 否 包 含 
在 这 个 集合 中 ,这 就 是 集合 的 确定 性 . 

当 对 象 a 包含 在 集合 4 中 , 称 a 是 4 的 元 素 , 记 为 a€ 4, 否 
则 记 为 a 七 4. 

集合 除了 寺 面 的 确定 性 之 外 ,还 有 两 个 特性 . 一 是 无 序 性 , 即 
认为 集合 中 的 元 素 是 没有 顺序 的 . 二 是 互 斥 性 , 即 集合 中 的 任意 
两 个 元 素 都 认为 是 不 相册 的 ， 

不 包含 任何 元 素 的 集合 , 称 为 空 集 . G ES iC NO. 

É A,B 是 两 个 集合 ,车 对 于 所 有 的 zE 4, 均 有 xEB, 则 称 A 
Ж В. 此 时 , 记 作 AC B R AC B. # ACB, BEHET 
Є В, z€ A, А 为 B 的 一 个 真子 集 . 很 明显 , ACBEHB 
СА, A= В. 因为 此 时 А,В 拥有 相同 的 元 素 . 

1773. 集合 有 了 哪些 运算 ? 集合 运算 具有 哪些 基本 性 质 ? 

Ж 设 4,B 是 两 个 集合 ;由 属于 4 或 属于 B 的 元 素 所 组 成 
的 集合 , 称 为 4 与 8 的 并 集 , 以 AUB 表示 . RAZ AUB 中 的 
元 素 恰 好 是 那些 元 素 , 它 或 者 属于 4, 或 者 属于 8B, 当然 也 允许 它 
同时 属于 A А. 

A,B 的 交集 , 记 作 АПВ. жж КА, HPR EA 
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ҒА,.В,ПЕЕЖ T A. B 的 元 素 亦 必 在 其 中 . 

А-В E ANB 表示 一 个 集合 ,其 中 元 素 是 在 A 中 而 不 在 总 中 
的 元 素 的 全 体 . 称 为 差 集 . 

首先 ,并 与 交 的 运算 ,满足 结合 律 与 冯 换 律 . 具体 地 说 ,对 任 
意 的 集合 4,B,C, 均 有 | 

(AUB)UC=AU¿BUC); 
(АПВ) ПС= АП BNC); 
AUB=BUA; 
АГ В=В[\А; 
其 次 ,并 对 交 与 交 对 并 均 满足 分 配 律 , 即 是 说 ， 对 任意 的 集合 
A,B,C, 均 有 
AU (BNMO = САП В) ПСАЦС); 
AN (BUC= АПАЎ КАПС). 
此 外 ,还 有 一 个 称 为 吸收 律 的 , 即 对 任意 的 集合 4,B, 均 有 
АЏ(АПВ) = А; АП(АЦВ) = A. 

1774. 和 何谓 补 集 及 狄 摩根 (De Mregan) 定 律 ? 

答 ”在 某 些 理论 中 ,仅仅 讨论 某 一 集合 ATE ДКО у 
通用 集 或 宇 集 . 若 ACQ. ЖПК Ж QNA 是 4 的 补 集 . 记 作 . 
AS. 对 于 入 中 的 子 集 4,B,4C 和 АСВ 是 等 价 的 . 而且 对 -- 
Y] ATQ, A UA=Q; A S| A=@;A%=—A 

最 值得 注意 的 是 狄 摩根 定律 , 即 对 一 切 А,вСО, ЕРА, 
э: 

(ANB) =A U BS; 
| (АШ В)©:= АСП В. 

1775. 什么 叫做 集 族 ?9 集 族 的 并 ? 集 族 的 交 ? 

E 设 多 是 一 个 集合 ,其 中 多 中 每 个 元 素 本 身 也 是 一 个 集 
合 . 则 称 多 ERR. 

把 集 族 F F Е, Е X nF: ` 
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UF = fr E- -A АЄ СЕ NP C A). 
把 集 族 多 LWEN ЕР. 
П = (| AEF N >€ A). 
-1776 ЖАЛ? 什么 是 直 积 ? 
E 对 于 对 象 a,5, 我 们 产生 新 的 对 得 (a,5), 并 月 规定 (a,6) 
= (с.2) 4 НАХ ас 及 5 二 4 时 成 立 , 把 (a,8) 称 为 a 与 6 的 序 
对 、 
对 给 定 集合 4,8, 考 虚 所 有 如 下 的 序 对 : {(a,b)la€ A,b€ B) 
这 些 序 对 的 全 体 称 为 4 与 五 的 直 积 ,或 称 为 卡 氏 积 , 记 作 Ax B. 
注 这 里 的 定义 与 第 36 条 一 致 . 
1777. 集 族 运 算 有 什么 性 质 ? 
€ ERREX (Aher 设 所 有 A, 均 是 某 个 宇 集 的 子 集 . 
则 有 犹 摩 根 定律 如 下 ; 
CU A = QA ; EN A) = D.A: 
若 {Bs}weu 是 集 族 , 则 可 有 分 配 律 (有 时 又 称 为 广义 分 配 律 ) 如 
T: 
CYAJNC U во = a L GAB.) 


€ AxM 


ПАЈО N (АДВ). 


АЛХ M 


后 ,车 给 出 ТҮТӨЙ „єм: 则 结合 律 可 表示 如 下 : 
l) A,, = = YE U А; ? 


(A pIE Ax M 
f. А = NE N Ал. 
(1.5 € AX M IEA ЄМ 


1778. ”什么 是 关系 ? 

E Ú XY 是 两 个 集合 ,车 对 任意 的 хЄХ 及 任意 的 yEY， 
R(z,y) 是 一 个 可 判定 是 真 或 伪 的 命题 . 则 称 这 个 R 是 一 个 关 
系 .例如 , 症 =Y 了 二 整数 集 ， 

R(xz,y) 表 示 ;zx 一 y 为 偶数 . 
Г Р(х,у) Ж: z = у. 
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这 里 ,R I PRENE X 到 集 Y 的 一 个 关系 、 

É R RB X 3#J Y ËJ — ЖА, MHE RG. y RA Ië É) PF X4 
Cry ARR С (С.у) [RCI,y) 为 真 } 称 为 关系 АЮ. 
有 人 把 G 称 为 一 个 关系 . 事实 上 ,重要 的 是 和 xyY 中 的 一 个 子 集 
给 出 一 个 由 羡 到 Y 的 关系 . 反之 ,一 个 由 瑟 到 了 的 关系 也 确定 
了 一 个 XxY 中 的 子 集 ， 双方 唯 -- 地 决定 了 对 方 , 因此 ,不 必 区 
别 这 是 关系 还 是 子 集 . 以 后 用 Ry RER. JAF RAAR 
(或 者 把 这 说 成 (rt,y) 使 RC(z,y) 取 真 值 ). 

Ж 这 里 的 定义 与 第 164 条 是 一 致 的 . 

1779. 何谓 偏 序 ? 偏 序 集 ? 全 序 集 ? 

E 设 瑟 是 一 集 人 台 . 由 六 到 自己 本 身 的 一 个 关系 RE X 
上 的 一 个 偏 序 ,如 困 以 下 的 条 件 成 并 : 

G) АКЕ. EX, M rRe. ` 

Gi) 反对 称 律 ; 若 «Ку Н убх, >= у. 

сй) АЕ. zRy Н yR<,WJ Rz. 

一 般 仿 序 常 用 “ 委 ?或 “之 ”表示 . 

在 元 素 之 间 已 定义 了 偏 序 委 的 集合 X, 称 为 一 个 偏 序 集 . 因 
为 ;对 于 r yEX, RVA Sy 或 wz. 换言之 ,xz 与 未 必 可 以 
比较 大 小 ， 

车 不 在 偏 序 二 之 下 能 使 任意 的 х,уЄ X HR ху 或 者 ys 
工 ; 则 称 X ESZ FRENE. 全 序 集 又 称 为 线 序 集 

1780. 试 叙 述 偏 序 集中 的 一 子 集 之 凸 界 .下 界 . 最 大 元 、 最 小 
元 、 上 确 界 、 下 人 确 界 , 极 太 元 、 极 小 元 等 定义 . 

Ж 设 4 是 一 个 偏 序 集 , 把 它 的 余 序 记 作 为 二. 设 和 是 4 的 
一 个 非 空 子 集 . 到 eaE А. # za 对 一 切 z€ X Б, ШК а 是 
让 的 一 个 上 界 ; 若 a 所 xz 对 一 切 xzEXX 成 立 , 则 称 a 为 区 的 下 界 . 
车 a 是 下 的 一 个 上 界 且 a€EX, 则 称 a S X PRAKT а ВХ 
的 下 界 且 ae x,W ka 是 多 中 的 最 小 元 . 车 路 有 上 界 而 a 是 由 
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所 有 上 界 所 组 成 的 集合 中 的 最 小 元 , 则 称 a 是 天 的 上 确 界 或 最 小 
上 界 ; 车 天 有 下 界 而 5 是 它 所 有 下 界 所 成 集合 中 的 最 大 元 , 则 称 a 
是 美的 下 确 界 或 最 大 下 界 . # a€ X fB" a> ЙН a= =, 
称 a ХФ КА, a € X (#24 rsa 时 必 有 a= ar, WER 
a E: X AARDE. 

1781. 什么 叫做 曹 恩 (Zorn) 引 理 ? 

E ”首先 介绍 归纳 偏 序 集 . 一 个 偏 序 集 X, 若 其 中 任 一 个 全 
序 子 集 均 有 上 界 , 则 称 它 为 一 个 归纳 序 集 . i 

Zorn 引 理 :一 个 偏 序 集 若 是 归纳 序 集 , 则 至 少 有 -个 极 大 元 . 

值得 一 担 的 是 :这 个 Zorn 引 理 其 实 是 一 个 公理 . 如 果 不 接受 
它 作为 一 个 公理 , 则 需要 接受 其 它 与 它 等 价 的 公理 . 

1782. 什么 叫 映射 ? 单 射 ? 满 射 ? 双 射 ? 

答 见 第 13 条 与 第 HŽ. 

1783. ”什么 是 等 价 关系 ? ШЖ? 

= ”等 价 关 系 见 第 171 Ж. 

W R 是 集合 全 上 的 一 个 等 价 关系 . 如果 zRy, 则 称 z 与 y 等 
价 . # z€ X,X rh-—1] 5 +r 等 价 的 元 素 所 成 的 子 集 称 为 一 个 等 
МЖ. 由 等 价 关 系 的 三 个 性 质 决定 了 每 个 等 价 类 都 是 非 空 的 ,而 
且 , 每 两 个 等 价 类 或 者 相同 或 者 互 不 相交 . 于 是 XETRA A 
两 两 互 不 相交 的 集 族 的 并 . 这 个 集 族 称 为 和 的 一 个 分 类 ,或 称 为 
X ЖЕ К E HictE Х/К. 


二 、 代数 系统 

1784. 什么 叫做 一 个 运算 ? 合成 ? 

答 А,В ДЕРД Ж.И f. AX BB БОБ АА B 09 - - 
个 运算 . 此 时 4 中 的 每 … -个 元 素 称 为 B 上 的 一 个 算 子 . 严格 地 
说 ,f 是 4 对 B 的 一 个 左 运算 . 类 似 地 ,映射 z. AX ВА ЖОН B 
对 4 的 一 个 右 运算 . 
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苦 给 定 了 --- 个 运算 f:SXS 一 5S, 则 称 此 运算 f p S 上 的 一 个 
合成 . 因此 ,给 定 了 S 上 的- -个 合成 ,等 于 说 对 于 a,bE5 有 唯一 
AcE SAE flab) =с. 通常 用 

аж b=c WẸ a ° b=c 或 ab= c 
来 表示 合成 . 因此 ,合成 亦 称 为 S$ 上 的 一 个 二 元 运算 . 当 S 上 已 
规定 了 - -个 合成 而 用 * 表示 时 , 则 写 (S, * ) 表 示 S 已 具有 合成 *. 

1785. 什么 是 结合 律 ? 交换 律 ? 

*< BESE -AAR HE la БЛ ax bN] ax h H 
E S 中 的 一 个 元 素 . AMI ERK СЄЗ. (акр) жс S 中 的 
ЖЖ. 同 理 ,a х (bx c)4b 5 中 的 元 素 . 如 果 对 一 切 的 a,b,cES 
HA la tb) * c=a x (Bx*c), 则 说 这 个 合成 满足 结合 

设 5 上 有 合成 记 之 为 *. 车 对 一 切 a,5Es5 均 有 ax6=pxa， 
则 说 这 个 合成 满足 交换 律 . | 

1786. 什么 是 单位 元 ? 单位 元 是 否 唯一 ? 

答 设 S$ 上 有 合成 记 之 为 *,. É ecs 使 得 

axe=exa=—a, V аЄ $, 
则 称 e 为 这 个 合成 的 单位 元 . 

单位 元 是 唯一 的 . 事实 上 , 设 (S, ) 中 有 单位 元 , 苦 e, e, € S 
均 为 单位 元 , 则 由 单位 元 的 定义 ,el 一 ea x e=: X WEB T (5, x) 
只 有 一 个 单位 元 ， 

1787. 1) 什么 是 道 元 ? 

2) 试 证 ; 若 S 上 的 合成 满足 结合 律 , 则 其 元 素 的 逆 元 是 唯一 
的 ， 

答 1) 设 (3S,*) 具 有 单位 元 e, 对 于 <ES， 人 

а=а * х=е, ШВ х 3 а В) — 70. 

2) #05, * ) 中 有 单位 元 e. жає 5, Н х,,2,Є5 а {И 
元 ; 则 


жү ==) * e= zj * (а #20) = (д #а) #2; 
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=e + Z; = Tp 
因此 ,每 个 a&S 至 多 有 一 个 道 元 . 
1788. 试 述 分 配 律 ? 
E ” 设 S 上 规定 了 两 个 合成 ,分 别 记 作 * 与 。. 若 对 一 切 的 
asb € 5,1 
аж (Фос) = (a * b) ° Ca w c), 
则 说 x* 对 于 。 是 可 分 配 的 . 或 者 简单 地 说 * 对 。 满 足 分 配 律 . 同 
理 , 若 对 -- 切 а,Ь,сЄ 5,351 
а ° (b * c)= (a ° б) ж (Q ° c) 
则 说 。 对 * 满足 分 配 律 . 车 * 对 。 以 及 。 对 * 都 满足 分 配 律 , 则 
说 * 与 。 满 足 双 分 配 律 ， 
1789. 代数 系统 是 什么 ? 
E 一 个 非 空 集合 ,在 其 上 给 出 了 一 个 或 多 个 合成 ,可 能 还 有 
其 他 集合 对 它 的 运算 ,并 满足 某 些 定律 , 则 称 为 一 个 代数 系统 . 
1790. ”什么 是 同 态 ? AH? 
Ж 设 (4,*) 与 (B,。) 是 两 个 代数 系统 ,车 映射 f. A—B 能 
维持 合成 , 即 是 说 对 一 切 的 аза € A IJH 
Гау жа) =f Clai) ° (а), 
则 称 了 是 由 4 到 B 的 一 个 同 态 . 若 有 一 个 由 4 到 В 上 的 一 个 满 
同 态 , 则 说 4 与 8 是 同 态 的 ， 
设 ( 有 4,#) 与 (8,。) 是 两 个 代数 系统 ， 若 映射 f. A B 是 一 
个 双 射 , 且 是 由 4 到 的 一 个 同 态 , 则 称 f 是 -- 个 由 A 到 8B 的 向 
构 . 此 时 , 称 4 与 B 是 同 构 的 . 
1791. 什么 是 子 系统 ? 
E 设 B 为 一 代数 系统 ， ARBHTH, B 4 在 某 合成 下 亦 
为 -- 代 数 系统 . 车 由 A 到 B 的 恒 等 映 射 f;4->B( 即 (а) =а 对 
一 切 a€ A 成立) 是 一 个 同 态 , 划 称 代数 系统 4 为 B 的 一 个 子 系 
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1792. 什么 是 商 系统 ? 

® 设 4 是 一 代数 系统 ,有 一 个 合成 ,在 其 上 有 一 等 价 关 系 
REXEN asbab C А, 4 aRa' R bRb PF 1 abRa' b , WJ 
说 等 价 关系 与 4 中 的 合成 是 相 容 的 . 此 时 ,由 R БТ E J R 
А/К, НСХУ А Я.А А/К, ЇЕ 4 中 的 合成 移 
植 到 A/R Z Е. 具体 来 说 是 规定 了 А/К 的 一 个 合成 ,使 了 是 一 
个 同 态 . 这 个 代数 系 A/R 称 为 4 的 一 个 商 系统 . 


